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Historia

Hyperboliseen geometriaan, jonka löytämisen histo-
ria on värikäs ja monivivahteinen, johti ensimmäisen,
Eukleideen mukaan nimetyn, geometrisen järjestelmän
kyseenalaistaminen. Geometrian syntyminen esteetti-
sistä ja käytännön tarpeista noin pari-kolme tuhatta
vuotta ennen ajanlaskun alkua mm. Egyptissä, Nii-
lin jokilaaksossa oli alku koko matematiikalle. Se, ja
samalla koko matematiikka, kehittyi itsenäiseksi tie-
teenalakseen vasta Antiikin Kreikassa n. 500 eaa. Täl-
löin konkreettiset toimintaohjeet yksittäisiin maanmit-
taukseen tai verotukseen liittyviin ongelmiin muuttui-
vat yleisemmin päteviksi kaavoiksi, ja alettiin esittää
myös puhtaasti matemaattisia ongelmia ilman yhteyt-
tä arkielämään. Eukleideen kuuluisa Elementa oli val-
mistuessaan (noin 300 eaa.) ensimmäinen kirjallinen
teos, joka kattoi koko Antiikin Kreikan siihenastisen
matematiikan; geometrian lisäksi myös paljon lukuteo-
riaa. Eukleideen aikaan ympäröivän maailman tarkas-
telu keskittyi kirjaimellisesti ruohonjuuritasolle sekä 3-
ulotteiseen lähiympäristöön. Täytyy tosin muistaa, et-
tä tässä vaiheessa hyväksyttiin (ainakin tiedemiesten
keskuudessa) jo Maan pallonmuoto, ja koska navigoin-
tikin jo osattiin, niin myös pallogeometria oli saanut
alkunsa. Elementassa Eukleides esitti viisi aksioomaa,
jotka määrittelivät meille jo alaluokilta tutun, nykyi-

sin euklidiseksi tasogeometriaksi kutsutun järjestelmän
lait.

Eukleidesta kritisoitiin tämän aksiomaattisen järjestel-
män epätäydellisyydestä ja aksioomiin perustumatto-
mien oletuksien tekemisestä jo hänen aikanaan, mutta
meni pari tuhatta vuotta ennen kuin euklidisen geo-
metrian aksioomat lopulta korjattiin ja täydennettiin
mm. D. Hilbertin (1862–1943) toimesta nykyiseen muo-
toonsa. Kannattaa huomioida, että tuhat vuotta täs-
tä ajanjaksosta eli n. 400–1400 oli myös matematiikan
kannalta pimeää aikaa, jolloin ei edistystä juurikaan ta-
pahtunut. Matemaatikoita, joista useimmat siihen ai-
kaan olivat myös fyysikoita ja astronomeja, kuitenkin
askarrutti kysymys, kuvaako euklidinen (3-ulotteinen)
geometria todella parhaiten maailmaamme.

Erityisesti tasogeometrian aksioomista viides, niin kut-
suttu paralleeliaksiooma oli herättänyt närkästystä jo
Eukleideen ajoista aina 1800-luvulle asti matemaatik-
kojen parissa, jotka kilvan yrittivät todistaa parallee-
liaksioomaa teoreemaksi eli välttämättömäksi seurauk-
seksi muista aksioomista. Epäonnistuneet yritykset toi-
vat kuitenkin mukanaan paitsi yhtäpitäviä muotoilu-
ja paralleeliaksioomalle, myös koko joukon absurdeil-
ta vaikuttavia seurauksia sille, että paralleeliaksiooma
ei pätisi. Ensimmäisenä hyperbolisen geometrian ”löy-
täjänä” pidetään italialaista G. G. Saccheria (1667–
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1733), vaikkakaan hän ei sitä itse koskaan ymmärtänyt.
Hän epäonnnistui yrittäessään osoittaa, että nelikul-
mioiden, joissa on kaksi suoraa kulmaa ja kaksi terävää
kulmaa, olemassaolo johtaa ristiriitaan muiden aksioo-
mien kanssa. Nämä nelikulmiot tunnetaan Saccherin
nelikulmioina. Sveitsiläinen J. H. Lambert (1728–1777)
jatkoi tästä ja tutki puolestaan nelikulmioita, joissa on
kolme suoraa kulmaa ja yksi terävä kulma. Lamber-
tin nelikulmioiden olemassaolosta hän päätyi seurauk-
seen, että tällöin minkä tahansa kolmion pinta-ala on
radiaaneissa π− (kolmion kulmien summa). Hän myös
päätteli aivan oikein, että geometria, jossa paralleeliak-
siooma ei päde, vastaa geometriaa pallopinnalla, jonka
säde on imaginaarinen! Myös aikansa arvostetuin ma-
temaatikko, saksalainen C. F. Gauss (1777–1855) tutki
miltei koko elämänsä ajan paralleeliaksioomatonta geo-
metriaa, mutta ei mainettaan varjelevana perfektionis-
tina julkaissut mielestään epätäydellisiä tuloksiaan. Lo-
pulta Gaussin hyvän ystävän, Wolfgang Bolyain, poi-
ka János (1802–1860) ja samoihin aikoihin venäläinen
matemaatikko N. Lobachevsky (1792–1856) julkaisivat
toisistaan tietämättä tuloksensa tyhjästä tulleesta maa-
ilmasta, hyperbolisesta geometriasta. Satoja matemaa-
tikkotyövuosia ilmassa roikkunut totuus, että on ole-
massa täydellisiä geometrisia järjestelmiä, joissa paral-
leeliaksiooma ei päde, oli vihdoin saavutettu. Tosin vas-
ta Gaussin kuoleman jälkeen matemaatikot hyväksyi-
vät paralleeliaksioomattoman geometrisen järjestelmän
ja mm. E. Beltrami, H. Poincaré, F. Klein ja B. Rie-
mann tarkensivat ja kehittivät tätä eteenpäin. Vuonna
1868 Beltrami vihdoin todisti, että paralleeliaksiooma
ei ole seuraus muista aksioomista.

Historian vaiheista kiinnostunut lukija löytää lisätie-
toa mm. seuraavista, tämänkin osuuden lähteinä ol-
leista, teoksista: Matematiikan historiasta yleisesti saa
hyvän kokonaiskuvan M. Lehtisen Matematiikan his-
toria -luentomuistiinpanoista [4] ja geometriasta niin
matematiikan, kuin historiankin kannalta kirjoittaa M.
J. Greenberg kirjassaan Euclidean and Non-Euclidean
Geometries [3]. Lennokkaan ja hauskan matkan geo-
metrian kehitysvaiheisiin taas tarjoaa L. Mlodinow
pokkarissaan Euclid’s window [7].

Hyperbolinen vs. euklidinen geometria

Aloitetaan tutustuminen hyperboliseen geometriaan
vertaamalla sitä tuttuun euklidiseen geometriaan. Mo-
lemmat yleistyvät helposti useampaan ulottuvuuteen,
mutta tarkastellaan tässä yksinkertaistuksen vuoksi
vain 2-ulotteista tasogeometriaa. Puhumme siis pis-
teistä ja suorista tasossa. Sekä euklidisesta että epä-
euklidisista geometrioista kiinnostuneelle voi suositel-
la jo aiemmin mainittua, paljon myös tehtäviä sisältä-
vää Greenbergin kirjaa [3], tai vielä yleistajuisempaa,
ei niin paljon tehtäviin keskittynyttä kerrontaa kaipaa-
valle J. Grayn Ideas of Space -kirjaa [2].

Kuva 1: Esimerkki hyperbolisesta pinnasta.

Aksiomaattinen järjestelmä matematiikassa tarkoittaa
sitä, että asetetaan (mahdollisimman pieni) joukko ak-
sioomia eli yleisesti hyväksyttyjä totuuksia, ja näistä ak-
sioomista loogisen päättelyn avulla johdetaan erilaisia
tuloksia. Aksioomien täytyy olla toisistaan riippumat-
tomia, jolloin mitään niistä ei voida johtaa muista ak-
sioomista, ja aksioomista johdettujen tulosten täytyy
olla ristiriidattomia keskenään. Euklidinen geometria
on esimerkki tällaisesta järjestelmästä. Kannattaa huo-
mata, että aksiomaattinen geometria on abstrakti jär-
jestelmä, joka ei tarvitse yhteyttä fysikaaliseen maail-
maan taikka visualisointia, vaan kaikki todistukset pa-
lautuvat aksioomiin, niistä jo johdettuihin tuloksiin ja
loogiseen päättelyyn. Kuvat ja geometrian olioiden ni-
meäminen fysikaalisesta maailmasta tutuiksi pisteiksi,
suoriksi ja tasoiksi ovat vain apukeino havainnollistaa
tilannetta, ja toisaalta, koska pisteet ja suorat tasos-
sa toteuttavat tasogeometrian aksioomat, niin geomet-
rian tulokset pätevät niille. Aksiomaattinen geometria
ei myöskään itsessään vaadi todistuksiin koordinaatis-
toa ja algebrallisia keinoja, vaikka nämä toki voidaan
yhdistää analyyttiseksi geometriaksi. Euklidisen taso-
geometrian aksioomat nykymuodossaan ja paljon esi-
merkkejä sekä tehtäviä aksiomaattisesta todistamises-
ta lukija löytää esimerkiksi Lehtisen luentomuistiinpa-
noista Geometrian perusteet (2013) [5]. Aksiomaattisen
järjestelmän perusidea taas on selitetty yleistajuisesti
R. Courantin ja H. Robbinsin kirjassa [1, Luku IV].

Eukleideen Elementassa esittämät tasogeometrian ak-
sioomat sanoivat:

E1. Mistä tahansa pisteestä voidaan piirtää suora mi-
hin tahansa pisteeseen. (Tämän on ymmärretty si-
sältävän implisiittisesti myös tällaisen suoran yk-
sikäsitteisyyden.)

E2. Jana voidaan jatkaa suoraksi.
E3. Voidaan piirtää ympyrä, jonka keskipiste on mikä

hyvänsä ja säde mikä hyvänsä.
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E4. Kaikki suorat kulmat ovat keskenään samat.
E5. Oletetaan, että suora leikkaa kahta muuta suoraa

siten, että samalle puolelle sitä syntyy kaksi si-
säpuolista leikkauskulmaa, jotka ovat yhteensä vä-
hemmän kuin kaksi suoraa kulmaa. Tällöin suorat,
jos niitä rajatta jatketaan, kohtaavat toisensa sillä
puolen kolmatta suoraa, missä ovat kaksi mainit-
tua kulmaa, jotka ovat yhteensä vähemmän kuin
kaksi suoraa kulmaa. (Paralleeliaksiooma)

Paralleeliaksiooma esitetään usein myös muodossa

E’5. Jokaisen suoralle kuulumattoman pisteen kautta
kulkee enintään yksi suora, joka on yhdensuuntai-
nen ensimmäisen suoran kanssa.

Ehkä tutuin esimerkki geometriasta, jossa paralleeliak-
siooma ei päde, on pallogeometria esimerkiksi maapal-
lon pinnalla. Tällöin ”suoria” ovat kaikki ne ympyrät,
joiden keskipiste on pallon keskipiste (esimerkiksi kaik-
ki pituuspiirit). On helppo nähdä, että yllä olevista ak-
sioomista toteutuvat E1-E4. Kun muistetaan, että suo-
rat ovat yhdensuuntaiset, mikäli ne ovat sama suora tai
niillä ei ole yhtään yhteistä pistettä, niin huomataan,
että paralleeliaksiooma ei päde, sillä kaikki pallogeo-
metrian suorat leikkaavat jopa kahdessa pisteessä. Hy-
perbolinen geometria, jota pidetään monessa mieles-
sä pallogeometrian vastakohtana, saadaan euklidises-
ta geometriasta korvaamalla paralleeliaksiooma negaa-
tiollaan, eli

H5. Jokaisen suoralle kuulumattoman pisteen kautta
kulkee vähintään kaksi suoraa, jotka ovat yhden-
suuntaisia ensimmäisen suoran kanssa.

Monet tasogeometriasta tutut ilmiöt ovat itse asiassa
yhtäpitäviä paralleeliaksiooman kanssa, kuten esimer-
kiksi

◦ kolmion kulmien summa on π radiaania (= 180◦),
◦ on olemassa suorakulmioita (= nelikulmio, jossa nel-

jä suoraa kulmaa),
◦ on olemassa yhdenmuotoisia kolmioita, jotka eivät

ole yhteneviä (eli samankokoisia).

Hyperbolisessa geometriassa siis mikään yllä luetelluis-
ta ei toteudu. Esimerkiksi kaikki yhdenmuotoiset kol-
miot ovat välttämättä myös yhteneviä ja nelikulmioi-
den kulmien summa on alle 2π (= 360◦). Kolmion kul-
mien summa hyperbolisessa geometriassa saadaan hy-
vin elegantilla kaavalla

(kolmion kulmien summa) = π − (kolmion ala).

Seuraavassa luvussa tarkastellaan hyperbolisia malle-
ja eli erilaisia visualisointeja, jotka auttavat hahmot-
tamaan paremmin hyperbolista geometriaa. On hyvä
pitää mielessä, että riippumatta geometriasta suora eli

geodeesi on aina sellainen, että lyhin reitti kahden pis-
teen välillä kulkee geodeesia pitkin. Geodeesien ”muo-
to” riippuu paitsi geometriasta myös valitusta metrii-
kasta eli etäisyyden käsitteestä, kuten pian nähdään.
Euklidisella etäisyydellä tarkoitetaan jatkossa tuttua
Pythagoraan lauseella saatavaa etäisyyttä, jossa kah-
den (tason) pisteen (x1, y1) ja (x2, y2) välinen etäisyys
on määritelty kaavalla

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Hyperbolisen geometrian malleja

Hyperbolista geometriaa voi kahdessa ulottuvuudessa
visualisoida ja mallintaa useilla eri tavoilla. Ehkä tun-
netuimmat ja käytetyimmät näistä ovat konforminen
ja projektiivinen malli, jotka tarkastelevat hyperbolista
geometriaa rajoitetussa, euklidisessa kiekossa. (Huom:
Myös euklidista geometriaa voidaan tarkastella tutun,
rajoittamattoman tason sijaan rajoitetussa avoimessa
kiekossa, jossa suorina ovat tietyt puoliellipsit ja kie-
kon halkaisijat, ks. esimerkiksi [6].) Molemmat näistä
ovat Beltramin (1835–1900) alunperin esittämiä, mut-
ta usein niitä kutsutaan ne uudelleen löytäneiden ja
paremmin tunnetuksi tehneiden matemaatikoiden mu-
kaan; konformista mallia kutsutaan Poincarén (1854–
1912) ja projektiivista (Beltrami-)Kleinin (1849–1925)
kiekkomalliksi. Beltrami sai sentään pitää kokonaan
omissa nimissään puolipallomallin, joka yhdistää edel-
liset projektioiden kautta. Tarkastellaan seuraavaksi
konformista ja projektiivista mallia, joiden matematii-
kasta lukija löytää lisätietoja esimerkiksi Greenbergin
[3, Luku 7] tai R. Penrosen [8, Luku 2] kirjoista. Lisää
visualisointia kaipaavan kannattaa tutustua esimerkik-
si kuvataiteilija M. C. Escherin tuotantoon, joka pitää
sisällään useita erityisesti konformiseen malliin tehtyjä
teoksia.

Konforminen malli

Kuva 2: Poincarén kiekko.
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Konformisessa mallissa hyperbolisen geometrian pistei-
nä ovat minkä tahansa euklidisen ympyrän sisäpisteet
(eli euklidinen kiekko) ja geodeeseinä (”suorina”) sel-
laiset ympyränkaaret, jotka leikkaavat kiekon reunaa
kohtisuorasti, mukaan lukien ympyrän halkaisijat. Ni-
mi ’konforminen’ kertoo, että tässä mallissa kulmien
koko säilyy verrattuna euklidiseen geometriaan eli esi-
merkiksi suorat kulmat näyttävät euklidisilta suorilta
kulmilta. Kuvasta 2 nähdään hyvin, että euklidisen ta-
sogeometrian paralleeliaksiooma ei päde tämän mallin
suorille. Merkitään jatkossa tätä ympyrää Γ:lla, jolloin
Poincarén kiekon muodostavat kaikki ympyrän Γ sisäl-
lä olevat pisteet.

Ympyröitä konformisessa mallissa ovat kaikki Γ:n si-
sällä olevat euklidiset ympyrät, mutta niiden hyper-
bolinen keskipiste ei vastaa euklidista keskipistettä (el-
lei ympyrän keskipiste ole Γ:n keskipiste). Määritellään
seuraavaksi Poincarén kiekkoon hyperbolinen metriik-
ka euklidisen etäisyyden avulla ja tarkastellaan sitten,
miten se vaikuttaa ympyrän hyperboliseen keskipistee-
seen ja säteeseen.

Kuva 3: Etäisyys hyperbolisessa geometriassa.

Olkoot pisteet P ja Q Poincarén kiekon pisteitä ja ol-
koot A ja B ne pisteet, joissa P :n ja Q:n kautta kulkeva
ympyränkaari leikkaa Γ:n (ks. Kuva 3). Merkitään pis-
teiden P ja Q välistä euklidista etäisyyttä |PQ| (vas-
taavasti muiden pisteiden väliset etäisyydet). Nyt pis-
teiden P ja Q välinen hyperbolinen etäisyys |PQ|h on

|PQ|h = log |AQ| · |BP |
|AP | · |BQ|

.

Logaritmi-funktion ominaisuuksista seuraa, että pis-
teiden hyperbolinen etäisyys voi kasvaa mielivaltaisen
suureksi pisteiden lähestyessä Poincarén kiekon reunaa.
Tästä seuraa mm. se, että Kuvan 3 ympyrän hyperboli-
nen keskipiste R on lähempänä kiekon reunaa (euklidi-
sen etäisyyden mielessä), kuin sen euklidinen keskipiste

C. Poikkeuksen muodostavat ympyrät, joiden keskipis-
te on Γ:n keskipiste. Tarkastellaan hyperbolista etäi-
syyttä tällaisen ympyrän avulla.

Kuva 4: O-keskinen ympyrä konformisessa mallissa.

Olkoon Y ympyrä, jonka euklidinen keskipiste on Γ:n
keskipiste O ja euklidinen säde e (Kuva 4). Nyt siis kai-
kille ympyrän Y pisteille S pätee |OS| = e. Pisteiden
O ja S välinen hyperbolinen etäisyys taas on

|OS|h = log |AO| · |BS|
|BO| · |AS|

= log |BS|
|AS|

,

missä A ja B ovat pisteen S kautta kulkevan (ympyrän
Γ) halkaisijan päätepisteet. Huomataan, että jos S1 ja
S2 ovat mielivaltaisia ympyrän Y pisteitä, niin

|B1S1|
|A1S1|

= |B2S2|
|A2S2|

ja siten |OS1|h = |OS2|h,

kun Ai ja Bi ovat pisteen Si (i = 1, 2) kautta kulkevan
halkaisijan päätepisteet. Siis Y :n hyperbolinen keski-
piste on todella O! Toisaalta, jos ympyrän Y euklidista
sädettä kasvatetaan (kuitenkin Γ:n sisällä pysyen) eli
piste S lähestyy pistettä A, niin Y :n hyperbolinen säde
kasvaa rajatta, sillä

|OS|h = log |BS|
|AS|

−→ ∞, kun |AS| −→ 0.

Projektiivinen malli

Hyperbolista geometriaa voidaan visualisoida myös
projektiivisella mallilla, Kleinin kiekolla, jossa taso-
na on jälleen jokin euklidinen kiekko. Geodeesejä ovat
kaikki kyseisen kiekon jänteet, halkaisijat mukaan luet-
tuina. Kuvasta 5 nähdään, että euklidisen geometrian
paralleeliaksiooma ei päde: Pisteen R kautta voidaan
piirtää ainakin kaksi suoraa, k1 ja k2, jotka eivät leik-
kaa suoraa r.
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Kuva 5: Kleinin kiekko.

Projektiiviselle mallille voidaan valita metriikka, joka
on miltei sama kuin konformisessa mallissa: Olkoot P
ja Q pisteitä kiekossa ja A ja B niitä yhdistävän ym-
pyrän jänteen päätepisteet ympyrällä. Projektiivisessa
mallissa pisteiden P ja Q välinen (hyperbolinen) etäi-
syys, jota merkitsemme |PQ|p, saadaan kaavalla (ks.
myös Kuva 6)

|PQ|p = 1
2 log |AQ| · |BP |

|AP | · |BQ|
.

Ympyröitä tässäkin mallissa ovat euklidiset ympyrät,
mutta ympyröiden keskipisteet ovat jälleen lähempänä
Kleinin kiekon reunaa, kuin niiden euklidiset keskipis-
teet, ellei keskipiste ole Kleinin kiekon keskipiste. Sa-
maan tapaan konformisen mallin kanssa, Kleinin kie-
kon reunan voi ajatella olevan ”äärettömyys”.

Kuva 6: Etäisyys Kleinin kiekossa.

Kuriositeettina mainittakoon, että Kleinin kiekkomal-
lissa hyperbolinen taso voidaan täyttää 7-kulmioilla ja
kolmioilla – tämä on mahdotonta euklidisessa tasossa!

Hyperbolinen pinta

Maan pallonmuoto tiedettiin kyllä jo Eukleideen ai-
kaan, mutta Gaussin nimeä kantava kaarevuus mää-
riteltiin vasta pari tuhatta vuotta myöhemmin. 1800-
luvulla pintoja tutkiva matematiikan ala differentiaali-
geometria otti suuren harppauksen, kun Gauss osoitti,
että kaarevuus on (käyrän) pinnan ominaisuus, joka
voidaan laskea myös ilman perspektiiviä (toisesta) kol-
mannesta ulottuvuudesta. Maapallon gaussinen kaare-
vuus on likimain positiivinen (vakio) ja se sai mate-
maatikot pohtimaan, onko olemassa kaarevuudeltaan
negatiivisia, ns. hyperbolisia pintoja. Hyperbolinen geo-
metria sai nimensä tästä, mutta vasta kun se osattiin
yhdistää pintaan, jonka kaarevuus on negatiivinen va-
kio. Hyperbolisiin pintoihin hyvin käytännönläheisen ja
havainnollisen lähestymistavan lukija löytää esimerkik-
si Daina Taimiņan kirjasta [9], jossa on erityisesti virk-
kausohjeita hyperbolisen pinnan tuottamiseksi! Kuvas-
sa 8 oleva virkkaus on tehty juuri kyseisestä kirjasta
löytyvällä ohjeella.

Kaarevuus

Yksiulotteisen käyrän tapauksessa kaarevuus K tietys-
sä pisteessä saadaan sen ympyrän säteen R käänteislu-
kuna, K = 1/R, joka on sovitettu käyrälle sivuamaan
kyseistä pistettä. Valitsemalla käyrälle suunta voidaan
erottaa positiivinen ja negatiivinen kaarevuus. Kuvas-
sa 7 käyrän kaarevuus on positiivinen, kun sovitettu
ympyrä on käyrän alapuolella (”kukkula”), ja nega-
tiivinen, kun sovitettu ympyrä on käyrän yläpuolella
(”kuoppa”).

Kuva 7: Käyrän kaarevuus.

Mitä suurempi säde kaarevuuden kertovalla ympyrällä
on, sitä pienempi kaarevuus on itseisarvoltaan. Toisin
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sanoen, kun R −→ ∞, niin K −→ 0. Tapaus R = ∞
vastaa suoran viivan tilannetta, eli suoran viivan kaa-
revuus on 0.

2-ulotteisen pinnan (gaussinen) kaarevuus tietyssä pis-
teessä saadaan yksiulotteisen kaarevuuden avulla: Ase-
tetaan pinnan pisteeseen, jossa kaarevuus halutaan sel-
vittää, normaalivektori (vektori, joka on kohtisuorassa
pisteeseen asetettua tangenttitasoa vastaan). Kaikkien
normaalivektorin sisältävien tasojen leikkaukset pin-
nan kanssa ovat yksiulotteisia käyriä, joille voidaan las-
kea kaarevuus edellä mainitulla tavalla. Valitaan kai-
kista näistä suurin ja pienin kaarevuus, niin sanotut
pääkaarevuudet Kmax ja Kmin. Pinnan kaarevuus K
kyseisessä pisteessä saadaan näiden tulona:

K = Kmax ·Kmin = 1
RminRmax

.

Tasoa vastaa tilanne, missä molemmat pääkaarevuudet
ovat 0, joten tason kaarevuusK = 0. Yllä olevasta kaa-
revuuden kaavasta nähdään, että pinnan kaarevuuden
etumerkki riippuu pääkaarevuuksista: Jos ne ovat etu-
merkiltään samat, niin kaarevuus on positiivinen, ja
muutoin negatiivinen. Esimerkiksi pallopinnan jokai-
sessa pisteessä molemmat pääkaarevuudet ovat 1/R,
missä R on pallon säde. Siis pallopinnalla on kaikkialla
positiivinen vakiokaarevuus 1/R2. Hyperboliseksi pin-
naksi sanotaan pintaa, jonka kaarevuus on jokaises-
sa pinnan pisteessä sama negatiivinen luku. Hyperboli-
nen geometria sai nimensä tästä, kun ymmärrettiin, et-
tä tällaisella pinnalla pätevät hyperbolisen geometrian
lait.

Esimerkkejä

Jotta hyperbolisen geometrian lait toimivat pinnalla,
on oleellista, että sen kaarevuus on negatiivinen va-
kio. Yksi ensimmäisistä keksityistä hyperbolisista pin-
noista oli pseudopallo. Nimensä pseudopallo on saanut
siitä, että sen kaarevuus vastaa sellaisen pallopinnan
kaarevuutta, jonka säde on imaginaarinen – aivan ku-
ten Lambert arveli! Jos siis pseudopallo on pallo, jonka
säde on iR, missä i =

√
−1 on imaginaariyksikkö, niin

pseudopallon kaarevuus on K = 1/(iR)2 = −1/R2.
Usein hyperbolinen paraboloidi, ns. satulapinta, tulee
mieleen hyperbolisista pinnoista puhuttaessa. Vaikka
sen kaarevuus onkin kaikkialla negatiivinen, kaarevuus
ei kuitenkaan ole vakio, joten se ei ole hyperbolinen
pinta.

Kuvassa 8 on yksi esimerkki hyperbolisesta pinnasta,
jossa pintaan värillisillä langoilla merkittyjen yksiulot-
teisten pääkaarevuuksien nähdään olevan erimerkkiset.

Maapallollamme elävät kasvitkin ovat ymmärtäneet
hyperbolisen pinnan mahdollisuudet. Esimerkiksi lehti-
kaalin tai korallien muoto muistuttaa hyperbolista pin-
taa. Tämän ominaisuuden hyöty kasveille on, että ne

saavat enemmän pinta-alaa käyttöön imeäkseen ravin-
teita.

Kuva 8: Esimerkki hyperbolisesta pinnasta.

Lopuksi

Hyperbolisen geometrian löytyminen mullisti geomet-
rian avaten tien uusille aksiomaattisille järjestelmille
ilman riippuvuutta euklidiseen geometriaan. Tämä on
johtanut kokonaan uusille urille matematiikassa. Lisäk-
si analyysin yhdistäminen geometriaan on tuonut ai-
van uusia ulottuvuuksia tutkimuskysymyksiin. Kaare-
vuuden käsitteen mukaantulo aloitti differentiaaligeo-
metrian, joka on erittäin aktiivinen tutkimusala tänä-
kin päivänä. Hyperbolinen geometria ei ole pelkästään
matemaatikoiden abstrakti kuvitelma tai taiteilijoiden
leikkikenttä. Voimme nimittäin ymmärtää Einsteinin
suppeaa suhteellisuusteoriaa, ja sitä kautta havaitse-
maamme maailmaa, hyperbolisen geometrian avulla
(ks. esim. [8, Luku 18])! Reilussa sadassa vuodessa nä-
kökulmamme on laajentunut maailmasta koko maail-
mankaikkeuteen, jonka geometriaa yritetään parhail-
laan kiivaasti selvittää. Osa fyysikoista uskoo maail-
mankaikkeuden rakenteen selittyvän ns. säieteorialla,
jonka lähtökohtana on 9-, 10-, 11- tai jopa 26-ulotteinen
aika-avaruus. On vaikea kuvitella, että kuvamme maa-
ilmankaikkeudesta olisi kehittynyt näin pitkälle, mikäli
hyperbolista geometriaa ei olisi koskaan löydetty.
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