Solmu 3/2015

Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset Minskissa

14.-20.4.2015

Mirjam Kauppila

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Neljannet Euroopan tyttojen matematiikkaolympialai-
set pidettiin Minskissd Valko-Venajalla 14.-20.4.2015.
Kyseessd on kansainvélinen kilpailu, jonka tarkoituk-
sena on tarjota tytoille haastava ja mielekés véliporras
kohti kansainvilisid matematiikkaolympialaisia. Kil-
pailun formaatti onkin samanlainen kuin kansainvali-
sissé matematiikkaolympialaisissa: kaksi neljan ja puo-
len tunnin koetta, joissa molemmissa kolme tehtévéa,
joiden vaikeustaso kasvaa jyrkésti.

Tana vuonna Suomea kilpailussa edustivat

e Ella Anttila Helsingin matematiikkalukiosta,
e Ella Tamir Helsingin matematiikkalukiosta ja

e Tara Vaittinen Lahden yhteiskoulusta.

Joukkueen varajohtajana toimi Mirjam Kauppila ja
johtajana Esa Vesalainen. Suomen osallistumisen mah-
dollisti Magnus Ehrnroothin sdation tuki.

Kilpailun voitti jo neljatta kertaa osallistuva Yhdysval-
tain Danielle Wang. Aiemmin hén on voittanut kilpai-
lun kahdesti ja tullut kerran toiselle sijalle. Toinen sija
meni Ukrainan Sofiya Dubovalle, joka osallistui toisen
kerran ja voitti viimevuotisen kilpailun, ja kolmas sija
Ukrainan Nataliia Khotiaintsevalle. Téydelliset tulos-
listat 16ytyvét osoitteesta [2].

Suomen matka alkoi yllattavilla vaikeuksilla. Lentoken-
talld osoittautui, ettd joukkue ei padssyt Moskovaan
menevadn koneeseen. Periaatteessa kansainvalisilld va-
lilaskuilla Seremetjevon kentilld ei kai pitdisi tarvita
Venéjén viisumia, mutta osoittautui, ettd lento Mos-
kovasta Minskiin olisi kuitenkin ldhtenyt passintarkas-
tuksen vaaraltd puolelta Vendjan maaperalta... Kai-
keksi onneksi joukkueelle kuitenkin jéarjestyi suora len-
to Minskiin seuraavalle paiville, ja kaikki sujui lopulta
parhain péin.

Tapahtumassa jarjestettiin talla kertaa kaksi ekskursio-
ta. Kaikille yhtenaisella ekskursiolla kédytiin ihmettele-
méssd Mirin kaupungissa sijaitsevaa Mirin linnaa 16.
vuosisadalta, ja ratkaisuita pisteytettdessd kilpailijat
kiersivat Minskid ihmetteleméssé sen eri ndhtévyyksia.

Minskin arkkitehtuuri oli erityisen mieleenpainautu-
vaa. Talot olivat hyvin vaihtelevilta aikakausilta. Suo-
messa kerrostaloissa on yleensé yksikésitteinen méaara
kerroksia, mutta Minskissé esiintyi paljon rappusmai-
sia isoja taloja. Valko-Vendjan kansallisen teknillisen
yliopiston arkkitehtuurin tiedekunnan rakennus oli eri-
tyisen vaikuttava; sen inspiraationa oli toiminut sdhko-
kitara. Valko-Venéjén kansalliskirjasto puolestaan esit-
ti timanttia; onhan tieto erittéin kallisarvoista.
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Ensimmaisen kilpailupaivan tehtavit

Tehtdva 1. Olkoon AABC' terdvikulmainen kolmio,
ja sen pisteestd C piirretyn korkeusjanan kantapiste
D. Kulman ZABC puolittaja leikkaa suoraa C'D pis-
teessd E ja kolmion AADE ympéripiirrettyd ympyraa
w pisteessid F'. Jos ZADF = 45°, niin osoita, ettd C'F
sivuaa ympyria w.

Tehtava 2. Domino on 2 x 1- tai 1 x 2-laatta. Sel-
vitd kuinka monella eri tavalla n? dominoa voi asettaa
2n x 2n-shakkilaudalle ilman péaallekkéisyyksié niin, et-
ta jokainen 2 x 2-neli6 siséltda ainakin kaksi peittdmé-
tontéd ruutua, jotka ovat samalla rivilla tai samalla sa-
rakkeella.

Tehtava 3. Olkoot n ja m kokonaislukuja ja suurempia
kuin 1, ja olkoot aq,as,...,a,, positiivisia kokonaislu-
kuja, jotka eivit ole isompia kuin n". Osoita, ettd on
olemassa positiiviset kokonaisluvut by, ba, ..., by, jot-
ka eivét ole isompia kuin n, ja joille
syt(ay + b1, a2 + ba, ...y am + b)) <,

missé syt(z1, zo, ..., Ty,) tarkoittaa lukujen 1, x4, . . .,
T, suurinta yhteista tekijas.

Toisen kilpailupaivan tehtavat

Tehtava 4. Selvitd, onko olemassa déreténtéd jonoa aq,
as, as, ... positiivisia kokonaislukuja, jolle kaikilla po-
sitiivisilla kokonaisluvuilla n péatee yhtalo

Un42 = Qp41 + \V On+1 + ap.

Tehtédva 5. Olkoot m ja n positiivisia kokonaislukuja,
joille m > 1. Anastasia osittaa kokonaisluvut 1,2, ...,
2m kaikkiaan m pariksi. Sitten Boris valitsee yhden
kokonaisluvun jokaisesta parista ja laskee valitsemien-
sa kokonaislukujen summan. Osoita, ettd Anastasia voi
valita parit niin, ettd Borisin saama summa ei voi olla
tasan n.

Tehtava 6. Olkoon H terdvakarkisen kolmion AABC
ortokeskus ja G sen painopiste, ja olkoon AB # AC.
Suora. AG leikkaa kolmion AABC ymparipiirrettyé
ympyraéd pisteissd A ja P. Olkoon P’ pisteen P pei-
likuva suoran BC' suhteen. Osoita, ettd ZCAB = 60°
jos ja vain jos HG = GP'.

Tehtidvien kotimaat. Tehtédva 1 on kotoisin Luxem-
burgista, tehtdva 2 Turkista, tehtdvd 3 Amerikan Yh-
dysvalloista, tehtdvd 4 Japanista, tehtdvd 5 Alanko-
maista ja tehtdva 6 Ukrainasta.

Ratkaisut

Seuraavassa on yksi ratkaisu jokaiseen tehtdvdén. Li-
sda erilaisia malliratkaisuita 16ytda englanniksi kilpai-
lun kotisivuilta [1].

1. Aloitetaan ensin pienelld havainnolla ja tarkastel-
laan kolmion BC'D kulman B vastaista ulkoympyraé,
eli sitd ympyrdd, joka on eri puolella sivua C'D kuin
piste B, ja joka sivuaa suoria BC, BD ja CD. Ol-
koon tdméan ympyrdan keskipiste I. Koska piste I on
yhté etdalla em. suorista, on pisteen I oltava kulman
/CBD puolittajalla, ja kulmien Z/DCB ja Z/BDC vie-
ruskulmien puolittajilla. Namé& kolme puolittajaa leik-
kaavat siis samassa pisteessd I. Koska DF' puolittaa
suoran kulman ZCDA, ja koska BF puolittaa kulman
ZCBD, on itse asiassa oltava F' = I ja suora C'F puo-
littaa kulman ZDC B vieruskulman, eli erityisesti

ZLFCD

- (180° — ZDCB)

N =N

-(4BDC + ZCBD)
=45° + % - ZCBD.
Voimme siis laskea
/EFC =180° - ZFCD - /DCB — ZCBF
= 180° — 45° — % - /ZCBD — (90° — ZCBD)
— % - ZCBD = 45°.

Lopuksi, kehdkulmalause takaa, ettd C'F' sivuaa ym-
pyrda w pisteessa F', koska sen mukaan pisteen F
kautta piirretty ympyrédn w tangentti kohtaa suoran
FE samassa kulmassa kuin suora C'F, eli kulmassa
ZEDF = 45°.

2. Jaamme 2n x 2n-ruudukon 2 x 2-neliihin siten, et-
ta lopputuloksena on 2 X 2-nelidistd koostuva n x n-
ruudukko. Kutsumme naitad 2 x 2-neliita isoiksi ruu-
duiksi. Alkuperaisessé ruudukossa on myds 2 X 2-
neli6ité, jotka eivét ole isoja ruutuja.

Seuraavaksi osoitamme, ettd jokaisessa isossa ruudus-
sa on tdsmalleen yksi domino. Tehtdvidnannon mukai-
sesti jokainen 2 x 2-neli6 sisaltdd ainakin kaksi peitté-
matonta ruutua, eli jokaisesta isosta ruudusta peittyy
korkeintaan kaksi ruutua. Dominot peittdvét yhteenséa
2n? ruutua. Jos yhdesté isosta ruudusta peittyisi vain
yksi ruutu, tai ei yhtddn ruutua, peitettyja ruutuja oli-
si laudalla korkeintaan 1 + (n? — 1) - 2, silli jokaisessa
muista isoista ruuduista, joita on n%—1, on korkeintaan
kaksi peitettyd ruutua. Koska

1+ (n?*—=1)-2=1+2n*-2=2n*—1< 2n?

olisi peitettyja ruutuja vaihemman kuin 2n?, mika tuot-
taisi ristiriidan. Jokaisessa isossa ruudussa on siis tés-
maélleen kaksi peitettyd ruutua ja kaksi peittdmatonta.
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Tehtdvanannon mukaan peittdméttomét ruudut ovat
samalla rivilld tai samalla sarakkeella, joten peitetyt
ruudut ovat myo6s samalla rivilld tai sarakkeella. Tar-
kastellaan tapausta, jossa jossakin isossa ruudussa né-
mé ruudut peittyvét eri dominoilla, jolloin molemmat
dominot ovat puoliksi toisessa isossa ruudussa. Tarkas-
tellaan toista ndistd dominoista, olkoon se Dy. Sym-
metrisyyden perusteella riittda tarkastella tapausta,
jossa Dg peittdd oikeanpuoleisen isoruudun vasemman
ylakulman. Oikeanpuoleisessa isoruudussa joko vasen
alakulma tai oikea yldkulma on peitetty dominolla D;.
Alla olevasta kuviosta huomaamme, etté vain yksi tapa
asettaa domino D on tehtdvinannon mukainen.

D,

D,

D,

Nyt itse asiassa domino D; on samassa asemassa kuin
Dy, joten sama padtelméketju toistamalla 16yddmme
pakollisen paikan dominolle Ds. Eli dominoa D,, seu-
raa domino D, ;1. Kuitenkin dominoita on &irellinen
mééara ja laudan oikea reuna tulee vastaan, mikd an-
taa ristiriidan. Jokaisessa isossa ruudussa on siis oltava
tasan yksi domino.

Nyt on nelji vaihtoehtoa, miten domino voi asettua
isoon ruutuun, ja merkitsemme niitd seuraavan kuvan

mukaisesti A, B, C' ja D.

Nyt, jos iso ruutu on A tai B, sen alapuolella ja oikeal-
la puolella olevien isojen ruutujen on myods oltava A
tai B. Muuten muodostuisi 2 x 2-neli6, jossa olisi vain
yksi peittdméaton ruutu. Téaten kaikki A- ja B-neliot
ovat pakkautuneet oikeaan alareunaan kuvion mukai-
sesti rappusldvistdjin, joka kulkee vasemmasta alakul-
masta oikeaan yldkulmaan, alle.

C- ja D-ruudut ovat rappuslavistdjan yldpuolella. Sa-
malla tavalla voidaan péaitella, ettd kaikki A- ja D-
ruudut ovat vasemmassa alanurkassa toisen rappuslé-
vistdjan alla, ja B- ja C-ruudut sen ylapuolella. Nyt

kaikki A-ruudut sijaitsevat molempien rappuslivisté-
jien alapuolella. Toisaalta B-, C- ja D-ruuduille péa-
tee, ettd ne sijaitsevat jommankumman rappuslévisté-
jan ylapuolella. Taten rappuslédvistidjien alapuolella si-
jaitsevat kaikki A-ruudut eikd muuta. Symmetriselld
paattelylla jokaisella ison ruudun tyypilla on oma alu-
eensa rappuslivistdjien suhteen kuvan mukaisesti. (Voi
kuitenkin olla, ettd rappusléavistijien alle ei mahdu ai-
nuttakaan A-ruutua, mutta se ei ole ongelma, silla tél-
16in ruudukko koostuu pelkéstddin muunlaisista isoista
ruuduista.)

C:tja D:t

D A | | |
—

Nyt loppu hddmottéaa. Tehtdvananto muuttuu muotoon
”Kuinka monta erilaista rappuslévistdjakombinaatiota
on olemassa?”. Viitdmme, ettd vasemmasta alakulmas-
ta oikeaan yldkulmaan menevin rappuslavistdjan voi
muodostaa (2:) eri tavalla. Rappuslavistdja voidaan
nimittdin ilmaista jonona ykkosid ja nollia. Rappuslé-
vistdja alkaa vasemmasta alakulmasta. Jos se menee
ylospéin jonoon lisdtdén ykkonen, jos se menee oikeal-
le lisdtadn nolla. Jonossa on yhteensa 2n alkiota, jois-
ta n kpl ovat ykkosid. Jokainen jono vastaa yksikéa-
sitteista rappuslédvistijia ja ykkosten sijainnille jonos-
sa on (27?) vaihtoehtoa, joten eri rappusldvistdjia on

(2:) Toiselle rappuslévistdjille toimii vastaava paétte-
ly. Kun molemmat lavistdjat otetaan samanaikaisesti

2
huomioon vaihtoehtoja on yhteensé (2:) .

3.Jos a; =ay = ... = ay,, niin voimme valita esim.
by =2, by = b3 =... =b,, = 1. Oletetaan siis, et-
teiviat luvut ole yhtd suuria. Nyt pienin luvuista ai,
as,...,a,, on enintdin n” — 1, koska muutoin kaikki
luvut olisivat yhtd kuin n™. Jos pienin luvuista olisi
n™ — 1, niin jokin toinen luku olisi n™, ja voisimme
valita by = by =...=b,, = 1.

Voimme siis huoletta olettaa, ettd pienin luvuista aq,
a2, ..., 0m, sanokaamme a; (missd ¢ € {1,2,...,m}),
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on enintddn n™ — 2. Oletetaan, ettd halutunlaisia lu-
kuja by, ba, ..., by, €i ole olemassa. Silloin millé tahansa
lukujen by, ba,...,b, € {1,2,...,n} valinnalla pétee

syt(a; + b1,a2 +bay ..o G + b)) = 1.

Toisaalta,

syt(a1+b1,a0+ba, ..., am+by) <a;+b; <n™—2+n,

ja siis kyseinen suurin yhteinen tekija voi saada enin-
taan n™ —24+n—n+1=n" —1 eri arvoa.

Luvut by1,ba,...,b,, voi valita n™ eri tavalla, jolloin
kahdella eri valinnalla saadaan sama suurin yhteinen
tekijé, jota voimme merkitd vaikkapa kirjaimella d.
Mutta koska d > n, voi jokaisella i € {1,2,...,m}
luvun b; valita vain enintdén yhdelld tavalla siten, etta
a; + b; on jaollinen luvulla d, ja siis luku d voi esiin-
tyd suurimpana yhteisena tekijané enintédéan yhdella lu-
kujen by, bs, ..., b, valinnalla, miké tuottaa ristiriidan.
Taten ei oletus siitd, ettei halutunlaisia lukuja by, bo,

.., by, ole olemassa, voi pitdd paikkaansa, ja olemme
valmiit.

4. Oletetaan, ettd halutunlainen jono on olemassa. En-
sinndkin yhtéloistd valittomasti seuraa, etta

ay <az <ag <...,
ja siispa myos
(an+3 - anJrl) - (an+2 - an)

= (@nt3 — any2) — (Ant1 — an)
= \/an+2 + ant1 — \/an + ap-1 >0,

kaikilla kokonaisluvuilla n > 3, ja erityisesti siis

(p43 — An41 > Ap+42 — Gn.

Toisaalta samoille n pétee myos

0 <apt2 —ay
= (an+2 +any1) — (an+1 +an)
= (an43 — an+2)2 — (ant2 — Cln+1)2
= (@ny3 — py1)
: ((an+3 - an+2) - (an+2 - an+1)) .

Viimeiselle tekijille patee

(an+3 - an+2) - (an+2 - an—i—l)
= \/an+2 + Gnt1 — \/an+1 +an, >0,

ja kokonaisluvun ollessa kyseessé on siis

(an+3 - an+2) - (an+2 - an+1) = 1.
Mutta nyt

Up42 — An

Ap+3 — a 1=
n+ n+ (an+3 — an+2) — (an+2 - anJrl)

< Ap+42 — Qp,

mikd tuottaa ristiriildan. Téten halutunlaista jonoa ei
ole olemassa.

5. Oletetaan ensin, ettd n < m? tai n > m? 4+m. Anas-
tasia voi talloin valita osituksen

{1,2},{3,4},....{2m — 1,2m}.

Olkoon Boriksen valitsemien kokonaislukujen summa s.
Nyt pétee

m m
m2:22i71§5<22i:m2+m.
i=1 i=1

Nyt kun n < m? tai n > m? + m varmasti s # n.

Oletetaan seuraavaksi, ettd m? < n < m? + m. Anas-
tasia voi talla kertaa valita osituksen

{1,2m},{2,3},{4,5},...,{2m — 2,2m — 1}.

Olkoon jélleen s Boriksen valitsemien kokonaislukujen
summa. Jos Boris valitsee ensimmaéisesté parista luvun
1, patee

s<I+3+45+--+2m—1=>) (2i—1)=m’,
i=1

jolloin s # n. Toisaalta jos Boris valitsee luvun 2m,
patee

m

s22m—|—2+4—|—-~-—|—2m—2:ZQizmQ-i-m,
=1

ja taas paadytéadn tilanteeseen, jossa s # n.

Oletetaan lopuksi, ettd n = m? tai n = m? +m. Anas-
tasia voi valita osituksen

{1,2m—1},{2,2m}, {3,4},{5,6},...,{2m—3,2m—2}.

Boris valitsee pareista luvut aq,as,...,a,,, missi a;
on toinen i. parin luvuista. Olkoot s; = a; + a2 ja
Sy =ag+ayg+-- -+ a,,. Huomaa ettd Boriksen valitse-
mien lukujen summa on s; + s3. Nyt pétee

m2—2m=3+547+---+2m—3
<59<4+6+8+--+2m—2=m?>—-m—2.

Summa s; on joko 3, 2m + 1 tai 4m — 1. Jos s; = 3,
patee

314—32<3—|—m2—Trz—2:7712—7rH—1<m27
jolloin s1 4 so # n. Jos taas 3 = 2m + 1, on

m2<m?+1=2m+14+m?—-2m
<sp+se<2m+14+m? —m—2

:m2—&—m—1<m2—|—m7
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jolloin s1+s5 # n. Viimeisessa tapauksessa s; = 4m—1,
jolloin pétee

s1+sa>=4dm—14+m?2—2m=m?+2m—1 >7712—|—m7
ja s1+ s #£ n.

6. Olkoon O kolmion AABC' ympéripiirretyn ympy-
rdn keskipiste ja R sen sidde. Aloitetaan peilaamalla
pisteet O, G ja H suoran BC suhteen pisteiksi O’, G’
ja H', jolloin siis tietenkin GH = GP’ jos ja vain jos
G'H' = G'P. Piste H' sijaitsee ympyran AABC ym-
paripiirretylla, ympyralld; tdma seuraa vaikkapa siité,
ettd yhdeksén pisteen ympyra on kolmion AABC' ym-
péripiirretyn ympyrédn kuva pituudet puolittavassa H-
keskisesséd homotetiassa.

Kolmio AH'OP on tasakylkinen, ovathan OP ja OH’
kolmion AABC' ympéripiirretyn ympyrén siteitd, ja
siis G'H' = G'P jos ja vain jos G’ sijaitsee kulman
/H'OP puolittajalla. Tehtavinannon ehto AB # AC
takaa, etta ZH'AP = /ZH'AG > 0. Kehidkulmalauseen
nojalla 2 - ZH'AP = /H'OP, ja varmasti /GO'H =
ZH'OG', joten edelleen GH = GP’ jos ja vain jos
/GO'H = /H'AP.

Olkoon piste D suorien OO’ ja BC leikkauspiste, jol-
loin siis OD = DO’ ja OD L BC. Koska myos AH' ||
AH 1 BC on oltava ZODG = ZH' AP, ja nyt tiedam-
me, ettd GH = GP’ jos ja vain jos Z/ODG = /GO'H.

Olkoon seuraavaksi F' janan GH keskipiste. Klassinen
teoreema Eulerin suorasta sanoo, ettd pisteet H, G ja
O ovat samalla suoralla, piste G on pisteiden H ja O
valissé, ja GH = 2-OG. Erityisesti tilanteessamme siis
OG = GF = FH. Koska D puolittaa janan OO’ ja
G janan OF, ovat kolmiot AODG ja AOO'F yhden-
muotoisia, ja ZOO'F = ZODG, ja nyt tiedamme, ettéd
GH = GP’ jos ja vain jos ZOO'F = Z/GO'H.

Uutta Verkko-Solmussa

Verkko-Solmun Oppimateriaalit-sivulla

Kolmioille AO'OF ja AO'HG pitee OF = HG. Ole-
tetaan nyt hetkeksi, etti ZOO'F = ZGO'H. Nyt si-
nilauseen nojalla kolmioiden AO'OF ja AO'HG ym-
péripiirretyilld ympyro6illa on sama sdde. Jos nyt piir-
retdan piste O” siten, ettd OO’ || GO ja FO' ||
HO”, niin luonnollisesti pisteen O” on oltava kol-
mion AGO’H ymparipiirretylld ympyralla, ja siis neli-
kulmion GO’O” H on oltava symmetrinen janan GH
keskinormaalin suhteen. Erityisesti siis ZFOO' =
/HGO" = ZO'HG. Téten kolmio AO'OH on tasakyl-
kinen ja OO’ = O'H = OH' = R. Toisaalta, jos 00’ =
R, niin silloin varmasti kolmio AO’OH on tasakylki-
nen, ja ZFOO' = ZO'HG, jolloin kolmiot AO'OG ja
AO'HG ovat yhtenevit (sks), ja ZOO'F = ZGO'H.

Olemme siis todistaneet, etti GH = GP’ jos ja vain
jos OO" = R. Mutta tama tarkoittaa samaa kuin,
ettd O’ on kolmion AABC ympéripiirretyn ympy-
rdn kehélld. Mutta tdma pitdd paikkaansa tdsmalleen
silloin kun ABO’C on jannenelikulmio, mikd puoles-
taan pitdéd paikkaansa tdsmélleen silloin kun ZBAC +
/CO’'B = 180°. Mutta kehdkulmalauseen nojalla
/CO'B = /BOC = 2 - /BAC, eli GH = GP’ jos
ja vain jos 3 - ZBAC = 180°, ja olemme valmiit.
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