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Uuden peruskoulun opetussuunnitelman mukaan syk-
systd 2016 alkaen matematiikan tunneilla opetetaan
myos ohjelmointia. Tulisiko matematiikan ystévéin ol-
la huolestunut téstd muutoksesta? Miksi ohjelmointia
opetetaan nimenomaan matematiikan tunneilla? Enté
heikkeneeko koululaisten matematiikan osaaminen en-
tisestddn, kun tietokoneen kéytto lisdantyy?

Tamaén kirjoituksen tarkoituksena on niyttaa, mita te-
kemisté ohjelmoinnilla on matematiikan kanssa. Syy
sithen, miksi ohjelmointia opetetaan matematiikan tun-
neilla, on loppujen lopuksi yksinkertainen: ohjelmointi
on matematiikan osa-alue. Tédméan vuoksi ohjelmoinnil-
la on paikkansa matematiikan opetuksessa siind missé
vaikkapa algebralla ja analyysilla.

Erés kisitys ohjelmoinnista on, ettd se on lahinné pe-
lailua ja viihteellistd puuhailua. Talloin ohjelmointi toi-
misi uhkana “kunnolliselle” matematiikalle. Tadm4 kasi-
tys on kuitenkin yhtd oikea, kuin ettd geometria on
joutavaa piirtelyd tai todenn#kdisyyslaskenta on nop-
pien heittelyé ja uhkapelid. Ohjelmointi on térked ma-
temaatikon tydkalu, minka liséksi se opettaa syvillista
matemaattista ajattelua ja antaa uuden nidkdkulman
perinteiseen matemaattiseen todistamiseen.

Ohjelmointi ei ole siis matematiikan vihollinen, vaan
ohjelmoinnin osaaminen tukee muuta matematiikkaa
ja pdinvastoin. Tutustutaan seuraavaksi ohjelmointiin
muutamien tehtivien kautta.

nuorisomme?

Simulointi

Tietokoneen vahvuutena on, ettéd se pystyy laskemaan
tehokkaasti ja luotettavasti. Siksi ohjelmoinnin avulla
pystyy tutkimaan matemaattista ilmiota simuloimalla
sitd. Tarkastellaan esimerkiksi seuraavaa todennakoi-
syyslaskennan tehtéavéa:

Tehtédva 1: Lukujonossa x1,xo,...,x, jokainen luku
on satunnainen reaaliluku tasaisesta jakaumasta valilta
[—10, 10]. Mikd on odotusarvo lukujonon suurimmalle
perékkiisten lukujen summalle?

Esimerkiksi lukujonon —1,5, -2, 7,1, —5, 3 suurin sum-
ma on 11, joka saadaan valitsemalla luvut 5,—2,7,1.
My6s tyhja summa on sallittu, minkd vuoksi suurin
summa ei ole koskaan negatiivinen.

Merkitddn e(n) suurimman summan odotusarvoa, kun
lukujonossa on n lukua. Odotusarvon e(1) voi laskea
kahdessa osassa. Jos 1 > 0, suurin summa on z; ja
odotusarvo on 5, ja jos 1 < 0, suurin summa on tyhja
summa ja odotusarvo on (. Molemmat tapaukset ovat
yhtéd todenndkoisia, joten e(1) = 5/2.

Odotusarvon e(2) voi myos laskea samalla idealla. Jos
x1 > 0 ja o > 0, suurin summa on z; + x5 ja odo-
tusarvo on 10. Jos 1 > 0 ja x5 < 0, suurin summa
on x; ja odotusarvo on 5. Samoin tapahtuu symmet-
risesti, jos 1 < 0 ja x9 > 0. Lopulta jos ;1 < 0 ja
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zo < 0, odotusarvo on 0. Kaikki tapaukset ovat yhté
todenn#koisid, joten e(2) = 20/4 = 5.

Suuremmilla n:n arvoilla odotusarvon laskeminen pe-
rinteisen todennékoéisyyslaskennan keinoin muuttuu
hankalaksi, koska osatapausten méard ja mutkik-
kuus kasvavat rajahdysméisesti. Kuitenkin ohjelmoin-
nin avulla pystyy saamaan nopeasti késityksen, millai-
sia suurempien tapausten odotusarvot ovat.

Seuraavan Python-kielisen koodin avulla pystyy tut-
kimaan suurimman summan odotusarvoa milla tahan-
sa n:n arvolla. Funktio laske luo satunnaisen n luvun
jonon ja laskee sen suurimman summan. Padohjelma
kutsuu funktiota annetun méaradn kertoja ja tulostaa
odotusarvon e(n) arviona tulosten keskiarvon.

from random import uniform

def laske(n):

p=t=20

for i in range(n):
t = max(t,0)
t += uniform(-10,10)
p = max(p,t)

return p

print "Montako lukua?",

n = input()

print "Montako kertaa?",
r = input()

s =0

for i in xrange(r):
s += laske(n)
print "Odotusarvo:", s/r

Ohjelman suoritus voi ndyttda seuraavalta:

Montako lukua? 2
Montako kertaa? 10
Odotusarvo: 5.56135787434

Montako lukua? 2
Montako kertaa? 1000
Odotusarvo: 4.93420070081

Montako lukua? 2
Montako kertaa? 1000000
Odotusarvo: 5.00334192257

Ohjelman antaman tuloksen tarkkuus riippuu siité,
montako kertaa simulaatio toistetaan. Kdytdnnossa esi-
merkiksi miljoona toistokertaa antaa hyvan arvion odo-
tusarvon suuruudesta. Téllaiseen simulaatioon menee
noin sekunti aikaa nykyaikaisella tietokoneella.

Seuraava taulukko siséltdd odotusarvon e(n) arvioita,
kunn =1,2,...,10 ja simulaatio on toistettu miljoona
kertaa kullekin n:n arvolle.

odotusarvon e(n) arvio
2,49599
5,00334
7,19607
9,11295
10,78403
12,30602
13,71431
15,00966
16,22160
17,38309

jonon pituus n
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Tietokoneen simulaatio on hyvd apuneuvo ongelman
tutkimisessa. Ensinndkin simulaatio vahvistaa késin
lasketut arvot e(1) = 5/2 ja e(2) = 5, ja jos koet-
taisimme laskea lisdd arvoja tarkasti, voisimme jalleen
verrata tuloksia tietokoneen arvoihin. Todennékdoisyys-
laskenta on ihmiselle epéaintuitiivista, mutta tietokone
pystyy suorittamaan laajan toistokokeen ilmiosté ja an-
taa siksi varmasti luotettavan tuloksen.

Johtaminen

Seuraavassa tehtévissd ohjelmointi tarjoaa oikotien
kombinatoriikan kaavan johtamiseen. Ideana on selvit-
tdéd ohjelmoinnin avulla pienten tapausten tuloksia ja
padtelld niista yleinen kaava.

Tehtdva 2: Monellako tavalla kaksi kuningatarta voi-
daan sijoittaa n xn -kokoiselle shakkilaudalle siten, etta
ne eivit uhkaa toisiaan?

Esimerkiksi jos n = 3, sijoitustapoja on 8:

o B o ) o e

Luonteva ensimmaéinen askel tehtédvan ratkaisussa on
tutkia ratkaisujen méaraa eri n:n arvoilla. Kéasin tehty-
né tdma olisi tyoldsté ja virhealtista, joten laskenta on
jarkevdd antaa tietokoneen tehtévéksi. Seuraava raa-
kaan voimaan perustuva koodi laskee kuningattarien
sijoitustapojen méaran annetulle n:n arvolle.

print "Laudan koko:",
input ()
t =0
for x1 in range(n):
for yl in range(n):
for x2 in range(n):
for y2 in range(n):
if x1 == x2 or yl == y2:

continue

if abs(x1-x2) == abs(yl-y2):
continue

t +=1

print "Tulos:", t/2
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Koodi kiy lapi kaikki tavat valita kuningattarien paikat
niin, ettd ensimméisen kuningattaren paikka on (x1,y1)
ja toisen kuningattaren paikka on (xs,ys). Koodi tar-
kistaa kuningattarien uhkaamisen kolmen ehdon perus-
teella. Ensinndkin jos z; = w2 tai y; = y2, kuningat-
taret ovat samalla pysty- tai vaakarivilld. Lisdksi jos
|1 — 22| = |y1 — y2|, kuningattaret uhkaavat toisiaan
sivusuuntaisesti. Jos kuningattaret eivit uhkaa toisi-
aan, koodi liséa laskurin ¢ arvoa. Lopuksi koodi tulos-
taa arvon t/2, koska jokainen sijoitustapa tulee laske-
tuksi kahteen kertaan.

Koodin suoritus néayttad esimerkiksi seuraavalta:

Laudan koko: 3
Tulos: 8

Laudan koko: 8
Tulos: 1288

Laudan koko: 20
Tulos: 67260

Laudan koko: 50
Tulos: 2920400

Koodin perusteella syntyy seuraava taulukko tuloksis-
ta, kun laudan koko on 1,2,...,10:

laudan koko (n) sijoitustavat
0
0
8
44
140

1
2
3
4
)
6 340
7
8
9
0

700
1288
2184

1 3480

Miké sitten olisi yleinen kaava sijoitustapojen méé-
ralle? Koodissa on nelja sisdkkaista silmukkaa, minka
vuoksi hyva oletus on, ettd kaava olisi 4. asteen poly-
nomi muotoa p(n) = an* + bn3 + en? + dn +e.

Koodin ansiosta meilld on jo tuloksia pienille n:n ar-
voille, ja voimme péaételld kaavan niiden avulla. Kaa-
vassa on viisi tuntematonta muuttujaa, joten tarvitaan
viisi laskettua tulosta niiden paittelemiseen. Yksinker-
taisin valinta on kiyttdd tuloksia p(1),p(2),...,p(5),
joista saadaan yhtéléryhméa

eli auki kirjoitettuna
a+ b+ ¢+ d+e=0
16a+ 8b+ 4c+2d+e=0
8la+ 270+ 9c+3d+e=38
256a + 64b+ 16c+4d +e =44
625a + 125b + 25¢ + 5d + e = 140

Tamén yhtaloryhmén ratkaisu on

a=1/2
b=—5/3
c=3/2
d=-1/3
e=0

joten polynomiksi tulee
p(n) =n*/2 —5n%/3 4+ 3n?/2 — n/3.

Téama polynomi tdsméia myos suurempiin laskettuihin
arvoihin, esimerkiksi p(8) = 1288, kuten kuuluukin.

Nyt kun kombinatorinen kaava on 16ytynyt, sen voi vie-
14 todistaa tdsmallisesti. Todistaminen onkin mukavaa,
kun kaava on valmiiksi tiedossa. Yksi mahdollisuus to-
distaa polynomikaava on nayttaé, ettd se on sama kuin
seuraava rekursiivinen funktio:

n=1
n>1

]
r(n) = {r(n —1)+2(n—-1)>2n-2)

Rekursiivinen funktio laskee sijoitustapojen maaraé
kerros kerrallaan. Ensinnékin jos n = 1, ei ole mitdan
tapaa sijoittaa kahta kuningatarta shakkilaudalle. Ta-
pauksessa n > 1 mahdolliset tilanteet ovat

e molemmat kuningattaret ovat vasemman ylakulman
(n—1)x (n—1) -shakkilaudan alueella, jolloin tapoja
on r(n—1),

e toinen kuningatar on alareunassa ja toinen kuninga-
tar on oikeassa reunassa, jolloin tapoja on (n—1)(n—
2),

e toinen kuningatar on oikeassa alakulmassa ja toinen
kuningatar on (n—1) x (n—1) -alueella, jolloin tapoja
on (n—1)(n—2),ja

e toinen kuningatar on alareunassa tai oikeassa reu-
nassa (ei oikeassa alakulmassa) ja toinen kuninga-
tar on (n — 1) x (n — 1) -alueella, jolloin tapoja on
2(n —1)(n — 2)%

Laskemalla yhteen ndmé kaikki tapaukset saadaan tu-
lokseksi r(n — 1) +2(n — 1)%(n — 2).

Téssd vaiheessa on hyva varmistaa ohjelmoimalla, etta
rekursiivinen kaava on varmasti oikein:

def r(n):
if n ==
return 0O
else:
return r(n-1)+2*(n-1)**2x(n-2)
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print "Laudan koko:",
input ()
print "Tulos:", r(mn)

n =

Koodi antaa samoja tuloksia kuin alkuperdinen koodi,
eli kaikki on hyvin. Liséksi koodin etuna on, ettd silla
voi laskea tehokkaasti my0s suurempia tapauksia kuin
alkuperiiselld koodilla. Esimerkiksi:

Laudan koko: 500
Tulos: 31042041500

Viimeinen vaihe todistuksessa on néyttia, ettd polyno-
mikaava p(n) ja rekursiivinen kaava r(n) ovat samat.
Tama on suoraviivainen induktiotodistus, jonka lukija
voi halutessaan tarkistaa.

Lopuksi polynomikaavan voi muuntaa ohjelmaksi:

def p(n):
return (3*n**4-10%n**3+9*n**2-2%n) /6

print "Laudan koko:",
n = input()
print "Tulos:", p(n)

Tamén koodin avulla voimme laskea tehokkaasti hyvin
suuria tapauksia:

Laudan koko: 123456789

Tulos: 116152858263002358622156881764124

Ohjelmointi ja matemaattinen padttely kulkivat kési
kidessé tassd tehtavassa. Ohjelmoinnin avulla pystyim-
me johtamaan polynomikaavan tehtavén ratkaisuun se-
k& tarkistamaan, ettd rekursiivinen kaava on oikein.
Toisaalta matemaattisen pééttelyn avulla pystyimme
todistamaan kaavan sekd saimme aikaan ohjelmia, jot-
ka toimivat huomattavasti nopeammin kuin alkuperéi-
nen raakaan voimaan perustuva toteutus.

Yleensdkin ohjelmoinnissa matemaattinen péaittely on
avain tehokkaiden algoritmien luomiseen. Mitd parem-
min ohjelmoija ymmartda ongelman matemaattisen
luonteen, sitd nopeamman koodin hén voi saada aikaan.

Todistaminen

Askeisissi tehtévissi tietokone on toiminut matemaati-
kon apuna nopeasti laskevana tydjuhtana. Mutta mitéa
tekemistéa ohjelmoinnilla on syvéllisemméan matemaat-
tisen ajattelun kanssa? Viimeinen tehtdvimme antaa
naytteen tasta asiasta.

Tehtava 3: Sinulle on annettu luvut 1,2,3,...,n ja
tehtavési on jakaa luvut kahteen joukkoon niin, etta
molemmissa joukoissa lukujen summa on sama. Onko
tehtdvasi mahdollinen?

Esimerkiksi jos n = 8, tehtdva on mahdollinen, koska
voidaan valita joukot A = {3,7,8} ja B ={1,2,4,5,6}.

Nyt molemmissa joukoissa lukujen summa on 18. Jos
taas n = 9, tehtéva ei ole mahdollinen, koska lukujen
1,2,3,...,9 summa on 45 eikd lukuja voi jakaa kahteen
joukkoon, joiden summa olisi sama.

Ohjelmoijan ndkokulmasta tehtdvanid on laatia ohjel-
ma, jossa kiyttdja antaa luvun n ja tietokoneen tulee
esittdd lukujen jako tai todeta, ettei se ole mahdollista.
Seuraava koodi toteuttaa kyseisenlaisen ohjelman:

print "Anna luku:",
n = input()

s = sum(range(1,n+1))
if sh2 ==
print "Mahdotonta!"
exit ()
A,B=11, 01
u=s/2
for x in range(n, 0, -1):
if x <= u:
u-=x
A.insert (0, x)
else:

B.insert (0, x)
print "Joukko A:", A
print "Joukko B:", B

Ohjelman suoritus voisi edeté seuraavasti:

Anna luku: 8
Joukko A: [3, 7, 8]
Joukko B: [1, 2, 4, 5, 6]

Tai seuraavasti:

Anna luku: 9
Mahdotonta!

Tal seuraavasti:

Anna luku: 12
Joukko A: [6, 10, 11, 12]
Joukko B: [1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9]

Ohjelma laskee ensin summan 142+ 3+ - - +n muut-
tujaan s. Jos summa on pariton, jako ei ole mahdolli-
nen ja ohjelma paittyy. Muuten ohjelma jakaa luvut
1,2,3,...,n joukkoihin A ja B siten, ettd kummankin
joukon summaksi tulee s/2.

Muuttuja w pitda kirjaa, paljonko joukon A summas-
ta puuttuu vield. Ohjelma kiy ldpi muuttujalla = lu-
vut n,m — 1,n —2,...,1 ja liséd luvun = joukkoon A,
jos se mahtuu sinne, ja muuten joukkoon B. Lopulta
kaikki luvut on lisdtty jompaankumpaan joukkoon ja
muuttujan u arvona on 0, joten jako on onnistunut.
Muuttuja u saavuttaa aina arvon 0, koska joka aske-
leella kaytettavissa on kaikki luvut 1,2, 3, ...,z jaljella
olevan summan muodostamiseksi.
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Taméa ohjelma on tarkemmin katsoen epétavallisessa
muodossa oleva matemaattinen todistus, koska se si-
saltad yleisen algoritmin, miten luvut 1,2,3,...,n saa-
daan jaettua kahteen joukkoon, joiden summa on sa-
ma. Ohjelman etuna perinteiseen todistukseen verrat-
tuna on, ettd se ndyttaé esimerkin jakotavasta annetul-
la n:n arvolla. Ohjelma tarjoaa siis ndkymaén todistuk-
sen sisélle, ja todistuksessa kiytettya konstruktiota voi
testata helposti milld tahansa n:n arvolla.

Lopuksi

Ohjelmoinnin opetuksen aloittamiseen kouluissa liittyy
haasteita, koska ohjelmointi tuli opetussuunnitelmaan
melko yllattden ja kyseessé on monelle vieras aihe-
alue. Kuitenkin asia, josta ei tarvitse murehtia, on, etta

Solmun matematiikkadiplomit

ohjelmointi tekisi hallaa matematiikalle. Ohjelmointiin
kitkeytyy rikas matemaattinen maailma, josta tdmén
kirjoituksen sisalté on antanut vain pienté esimakua.
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