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Johdanto

Alkuluvut ovat analyyttisen lukuteorian keskeinen tut-
kimuskohde. Jo Eukleides todisti, ettd alkulukuja on
adrettoman monta. Ensimmaéinen huomio on, etté lu-
kua kaksi lukuunottamatta kaikki alkuluvut ovat pa-
rittomia. Yhdistettynd Eukleideen havaintoon niiden
aarettomyydestd tamé tarkoittaa, ettd jonossa {2n +
1}n>0 on ddrettomén monta alkulukua. Téstd herdd
luonnollinen jatkokysymys: milld muilla aritmeettisilla
jonoilla {an + b},>0, jotka koostuvat positiivisista ko-
konaisluvuista b, a+b, 2a+b, 3a+b, . . ., on tdméa ominai-
suus? Mikéli lukujen a ja b suurin yhteinen tekijé d on
aidosti suurempi kuin yksi, niin jokainen jonon termi
on jaollinen luvulla d, ja siten jonossa on korkeintaan
yksi alkuluku. Mutta mita tapahtuu, jos d = 17

P. Dirichlet osoitti edistyneitd analyyttisen lukuteo-
rian keinoja kayttden, ettd tédssd tapauksessa jonosta
{an + b},>0 16ytyy todella ddrettémén monta alkulu-
kua. Todistuksessa hén joutui erottamaan muista lu-
vuista ne luvut, jotka antavat jakojadnnoksen a luvul-
la n jaettaessa. Luonnollinen tapa tehda tdmé& on muo-
dostaa joukon {x € Z |x = a (mod n)} karakteris-
tinen funktio eli sellainen funktio, joka saa arvon yk-
si téssd joukossa ja muualla arvon nolla. Valitettavasti
tdmé menetelmé ei kuitenkaan toimi. Sen sijaan Di-
richlet maéaritteli toisenlaiset funktiot, joille myohem-
min loydettiin yhteyksid my6s muuhun matematiik-

kaan. Dirichlet’'n maarittelemia funktioita kutsutaan
Dirichlet’n karaktereiksi, ja taméan artikkelin tarkoituk-
sena on tarkastella niiden summan suuruusluokkaa.

Tarkemmin sanottuna tassa artikkelissa tarkastellaan
karakterisummaa

SX(t) = ZX(TL)’

n<t

misséd x on Dirichlet’n karakteri. Erds syy tarkastella
karakterisummia on esimerkiksi se, etta ne liittyvat 14-
heisesti alkulukujen jakautuneisuuteen aritmeettisissa
jonoissa. Todistukset on yritetty kirjoittaa mahdolli-
simman yksityiskohtaisesti aiheen vaikeuden huomioi-
den, mutta silti joidenkin yksityiskohtien tédydent&dmi-
nen on jatetty lukijalle harjoitustehtavéksi.

Merkintoja

Kaydaan nopeasti lapi kdytettaviat merkinndt. Olkoot
f,9 : R — C funktioita. Vinogradovilta periisin ole-
va merkintd f < g tarkoittaa, ettd on olemassa vakio
C siten, ettéd |f(z)| < Clg(x)| kaikilla z € R. Jos va-
kio C riippuu jostakin parametrista e, niin merkitdan

[ <ey.

Kuten tavallista, kompleksiluvun z = = + iy, z,y € R,
konjugaattia merkitddn z = x — 1y ja reaaliosaa merki-
tdan Rz = x. Lisdksi positiivisten kokonaislukujen a ja
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b suurinta yhteista tekijid merkitddn suureella (a,b).
Merkinté e(x) tarkoittaa samaa kuin €@, kun z € R.

Tarvitsemme vield muutaman aritmeettisen funktion
mééritelmén. Mobiuksen funktio g : Z — {-1,0,1}
maédritellddn seuraavasti: Jos luvulla n on alkutekija-
hajotelma pi"'p5? - - - pp*, niin

jos m on neliGvapaa,
muuten.

Esimerkiksi siis u(1) = 1, u(4) = 0 ja p(p) = —1, kun
p on alkuluku. Maéarittelemme viela Eulerin funktion
¢ : N — N tulona

¢<n>nﬁ<1;),

kun luvulla n on alkulukuhajotelma n = p{*---pp*.
Lukijalle jatetddan harjoitustehtédviksi osoittaa, ettd it-
se asiassa ¢(n) kertoo niiden vilin [1,n] kokonaislu-
kujen lukumaééran, joilla ei ole yhteisia tekijoita luvun
n kanssa. Lopuksi, summaustapa ), ., tarkoittaa, et-
td summa otetaan niiden positiivisten kokonaislukujen
yli, jotka ovat korkeintaan .

Dirichlet’n karakterit

Olkoon ¢ kiinnitetty positiivinen kokonaisluku. Mé&ari-
tellddn funktio x : Z — C seuraavilla kolmella ehdol-
la:

1. x(n+ q) = x(n) kaikilla n € Z.
2. Jos (n,q) > 1, niin x(n) = 0, ja muuten x(n) # 0.
3. x(mn) = x(m)x(n) kaikilla m,n € Z.

Téllaista funktiota kutsutaan Dirichlet’n karakteriksi
modulo q ja sitd merkitddn x (mod ¢). Jatkossa Dirich-
let’n karaktereja kutsutaan yksinkertaisesti vain karak-
tereiksit.

Katsotaan seuraavaksi esimerkkeja karaktereista. Jos
g = 1, niin 16ytyy vain yksi karakteri: y(n) = 1 kai-
killa n € Z. Tata kutsutaan triviaalikarakteriksi. Kun
q = 5, karaktereita 10ytyy peréti nelja kappaletta, jot-
ka on lueteltu alla olevassa taulukossa (vasemmanpuo-
limmaisessa sarakkeessa on karakteri ja ylimmaélla ri-
villd on karakterin arvot x(n); muut arvot saadaan 5-
jaksollisuuden avulla, ts. x(n) = x(n + 5) kaikilla ko-
konaisluvuilla n):

x/n |0 1 3
o 1 1 1 1
20 1 i =i -1
310 1 -1 —1 1
a0 1 =i i -1

Tésséd luku ¢ on imagindériyksikko eli kompleksiluku,
jolla on ominaisuus i2 = —1. Karaktereja modulo 5 on
siis neljd kappaletta. Yleisemmin voidaan todistaa, et-
td karaktereja modulo ¢ on tédsmélleen ¢(q) kappaletta
([1] s. 138-139).

Siten myos karaktereja modulo 10 on ¢(10) = 4 kap-
paletta. Yksi niistd on tietysti padkarakteri ja toinen
karakteri méaadrdytyy arvoista x(0) = 0, x(1) = 1,
X(2) =0, X(?’) =1, X(4) =0, X(5) =0, X(G) = 0,
x(7) = —i, x(8) = 0 ja x(9) = —1. Lukijalle jatetaan
harjoitukseksi 16ytaa puuttuvat kaksi karakteria (mod
10).

Esitetddn sitten muutamia méaritelmia. Karakteri y
(mod q) on padkarakteri, jos x(n) =1, kun (n,q) =1,
ja x(n) = 0 muuten. Piaikarakterille varataan merkin-
td x1. Karakteri on primitiivinen, jos jokaisella luvun
q aidolla tekijalla d # q 16ytyy 0 < a < g —1 siten, ettd
a =1 (mod d) ja x(a) # 1. Karakterin johtaja puo-
lestaan on pienin positiivinen kokonaisluku b, joka on
luvun ¢ tekija ja jolla on ominaisuus x(n + b) = x(n)
kaikilla n, joilla (n,q) = (n,b) = 1. Lopuksi, karak-
terin kertaluku on pienin positiivinen kokonaisluku n,
jolla x™ on padkarakteri modulo q.

Pélya-Vinogradovin arvio

Aloitetaan tarkastelu katsomalla millaisia arvioita suu-
reelle |Sy(t)| saadaan vahalld vaivalla. Jos x (mod q)
on padkarakteri, niin saadaan helposti

Sy(t) = EJ e(q) +¢ <t - BJ q> ;

jos tulkitaan, ettd ¢(0) = 0. Tdmén todistus on har-
joitustehtévd (vihje: kirjoita ¢ = kg + r, missd k €
Zy U{0}, 0 <r < q, ja huomaa, ettd (a,q) = 1, jos ja
vain jos (a + ¢,q) = 1). Erityisesti, jos ¢ on alkuluku,
niin S, (¢) =¢— 1.

Siten jatdmme pddkarakterin pois tarkastelusta. En-
simmaéista arviota varten tarvitsemme seuraavan tulok-
sen.

Lemma 1. Olkoon x (mod ¢) karakteri, joka ei ole
paakarakteri. Talloin

Todistus. Koska x ei ole padkarakteri, niin 16ytyy ko-
konaisluku m siten, ettd x(m) # 0, 1. Koska x(n) = 0,
kun (n,q) > 1, niin summaus voidaan ajatella yli lu-
kujen 1 < n < g, joilla (n,q) = 1. Kun n kiy lapi

1Yleisesti néin ei tehds, silli matematiikassa on monia muitakin karaktereja.
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ndmé luvut, niin samoin kay m’ = mn (mod ¢). Siten
karakterin tdyden multiplikatiivisuuden nojalla

m) Yy x(n)= > x(mn)
n=1 1<n<q
(n,q)=1

1<m’<q
(m',q)=1

=> x(n)

n=1

Koska x(m) # 1, niin viite seuraa. O

Koska karakterin itseisarvo on korkeintaan yksi, saa-
daan kolmioepayhtalon nojalla

Hl <> Ix(n)| <t.

n<t

Toisaalta, koska luvuista x(0), x(1),...,x(¢ — 1) tasan
©(g) kappaletta ovat nollasta poikkeavia, niin ylla ole-
van huomion ja Lemman 1 nojalla

ISy ()| < min(t, ©(q)).

Tama tunnetaan triviaaliestimaattina. Yleisesti se
on paras mahdollinen arvio, silld péddkarakterilla y1
(mod q) pétee |Sy, (¢)| = ¢(g). Téta arviota on paran-
nettu aikojen saatossa ei-padkaraktereilla. Tésséa artik-
kelissa todistetaan ensimmaéinen epétriviaali arvio ei-
padkaraktereille, joka tunnetaan Pdlya-Vinogradovin
epéayhtalona. Nimensa se on saanut G. Pdélyalta ja .M.
Vinogradovilta, jotka todistivat kyseisen arvion toisis-
taan riippumatta vuonna 1918 [6], [7]. Tat4 varten joh-
detaan ensin sarjaesitys primitiiviselle karakterille y

(mod ¢). Merkitadn
d a
= ae|—].
> vt (7)

Suuretta 7() kutsutaan karakteriin x (mod ¢) liitty-
vaksi Gaussin summaksi.

Lemma 2. Olkoon x (mod ¢) primitiivinen karakteri.

Talloin
=79 2% ()
T(X) —

kaikilla kokonaisluvuilla n.

Todistus. Todistetaan viite ensin niille luvuille n, joille
(n,q) = 1. Harjoitustehtévana lukija voi todeta, ettd
jokaisella n € Z, jolla (n,q) = 1, loytyy kokonaislu-
ku @ siten, ettd nn = 1 (mod q), jolloin x(7) = X(n).
Talloin

n) Z x(m)e

M) = x() 3 (%)
= 3 xame ()
Se(z) o

m=1

Naytetddn sitten, ettd 7(%) # 0. Osoitetaan, ettd it-
se asiassa |7(X)| = /¢ primitiiviselld x (mod ¢). Tata
tietoa tullaan tarvitsemaan myéhemmin.

Identiteetista (1) seuraa, etta

K (e (=)

q

Summaamalla yli lukujenn = 1, ..., q, kiyttden tietoa,
ettéd lukujen |x(n)|? summa niiden lukujen yli on ¢(q),
seké tietoa, etté

mistd haluttu yhtdlo |7(X)| = /g seuraa. Huomaute-
taan vield, ettd myos |7(x)| = /g, silld x (mod ¢) on
primitiivinen, jos ja vain jos karakteri ¥ (mod ¢) on
primitiivinen.

Jakamalla luvulla 7(¥) saadaan

mika oli lemman viite.

Osoitetaan sitten, ettd kaava (2) pitee myos niilld lu-
vun n arvoilla, joilla d := (n,q) > 1. Téssé tapauksessa
x(n) = 0 ja siksi riittaa osoittaa, etta

S (2

m=1
Kirjoitetaan ¢ = ¢’'d. Tarkastellaan lukuja h = ¢'-a+0,
missi a =0,1,...,d—1jab=0,1,...,¢' —1. Kuna ja
b kayvat lapi kaikki mahdolliset ndiden lukujen yhdis-
telmét, niin m kay lapi kaikki joukon {0,1...,¢ — 1}
alkiot. Siten

mi:lxm)e (";”)

’

qg—1d-1

-
e (b”) %X(Q’a +b),

— O

_Q

/
b=0 q a=0
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!
koska gan on kokonaisluku.
q

Nyt riittaa osoittaa, ettd kiinnitetylla ¢’ kaava

d—1
> X(ga+b)=0 (3)
a=0

on voimassa jokaisella kokonaisluvulla b. Tarkastellaan
yhtélon (3) vasenta puolta b funktiona. TAll6in se on
q'-jaksollinen (tdmi jitetddn lukijalle harjoitustehté-
véksi). Olkoon ¢ sellainen kokonaisluku, etta (¢,q) =1
jac=1 (mod ¢'). Kiyttien ¢'-jaksollisuutta saadaan

d—1 d—1
%)Y x(ga+b) =3 X(cq'a+ch)
a=0 a=0

d—1
= > x(aq +cb)
a=0

d—1
~ Y xda+h). @)
a=0

Huomataan, ettd primitiiviselld x (mod ¢) on voimas-
sa x(n + ¢') # x(n) jokaisella ¢:n aidolla tekijalla ¢/,
kaikilla n, joilla (n,q) > 1 (tdm4 on taas jitetty harjoi-
tustehtéviiksi lukijalle). Tastd seuraa, ettd on olemassa
kokonaisluvut ¢; ja co siten, ettd (c1,q) = (c2,q9) = 1,
¢1 = ¢a (mod ¢') ja x(c1) # x(c2). Siten on olemassa
kokonaisluku ¢ = ¢;¢3 (mod ¢'), jolla X(c) # 1, c =1
(mod ¢’) ja (¢,q) = 1. Valitsemalla tdmén c:n yhtdlos-
sé (4) saadaan yhtélo (3). Néin ollen lemman todistus
on viimein valmis. (]

Nyt voidaan muotoilla ja todistaa Pdlya-Vinogradovin
lause. Seuraamme kirjan [1] todistusta. Huomionarvois-
ta on, ettd tdmaéa raja on huomattavasti parempi kuin
triviaaliestimaatin antama ylaraja, silla logaritmi kas-
vaa paljon hitaamminen kuin neligjuuri.

Lause 3. Olkoon x (mod q) ei-padkarakteri. Talloin
Sy (t) < /qlogq.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd x on primitiivinen.
Lemman 2 perusteella silla on esitys sarjana

) = —= 3" X(mye ().

koska x(g) = 0. Ottamalla itseisarvot puolittain, ker-
tomalla luvulla /g ja kiyttamélld tietoa |7(x)| = /q
saadaan

i sl = |5 S (=),

m=1n<t

mistd kolmioepéyhtélédn avulla saadaan

flam = e (M=)
e (-7
= f(-=m) = f(m)

ja niin ollen |f(q — m)| = |[f(m)| = |f(m)]|. Siten (5)
voidaan kirjoittaa muodossa

V- 1S <2 Y [f(m)] (6)
m<q/2
=l )
+ 5 f 5)|-
Erityisesti jos ¢ on pariton, niin jalkimmé&inen termi
katoaa.

Koska lausekkeen f(m) termit muodostavat geomet-
risen sarjan, niin lukiosta tutun summakaavan avulla
voidaan laskea, ettd luvun f(m) itseisarvo on

()

1f(m)] = |e (mLt+ 1J> e (_LISQJTm>

2 m
! e(-5) (%)
sin |t|m 1
= | — | < = -
sin ™™ sin ™
q q

Nyt kéyttdmélld epéyhtdlod sint > 2t (miké pétee
kun t € [0,7/2], todistus harjoitustehtévind), arvolla

t= % saadaan

f(m)| < =

2m’
kun m < 4. Jos ¢ on pariton, niin kaava (6) antaa
V- 1Sy ()] < Zi< lo
q p% >q m qlogq.
m<(§1

Jos taas ¢ on parillinen, niin |f(¢/2)] < 1 ja siten (6)
antaa

1 1
Vi 1St <q ZEJFQ < qloggq.

a
m<g
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Molemmissa tapauksissa miké todistaa vaitteen. O
1S, (t)] < /qlogg, Kayttamélla osittaissummauskaavaa

xr
kuten haluttiinkin. Z anf(n) _ A(:L')f(m) N / A/(t)f/(t)dt,
1
Oletetaan seuraavaksi, ettd y (mod ¢) on ei-primitiivi- nse
nen karakteri, ja olkoon c¢ sen johtaja. Talloin missii a1, .. ., a, ovat reaalilukuja, A(z) =3 _ a, ja

x(m) = ¥(m)x1(m),

missé 1 on padkarakteri modulo ¢ ja v on jokin primi-
tiivinen karakteri modulo ¢ (tdmén tarkistaminen ja-
tetdédn lukijalle).

Kayttamalla edellistd kaavaa saadaan

Sy (t) = Z ¥(n)

(et

= Z?ﬁ(n) Z w(d)
n<t d|(n,q)

= Z Z p(d)p(n)
"

= uld) Y ¥lqd)
dlq q<%

= Zu(dW(d) Z Y(x).
dlq z<%

Koska Pélya-Vinogradovin epéayhtdlé on voimassa pri-
mitiiviselle karakterille ¢ (mod ¢), niin

[Se ()] <Y luld)e (@)D ¢() (7)

dlq z<t

<Veloge | p(d)i(d)

dlq

< \/Elogcz lu(d)y(d)] .

dlq

Huomataan sitten, ettd |u(d)(d)| on joko 0 tai 1. Se
on yksi, jos ja vain jos |u(d)] = 1 ja |¢(d)| = 1. Siis
téasmaélleen silloin, kun d on neliévapaa ja (d,c¢) = 1.
Silloin luku d voidaan kirjoittaa erisuurten alkulukujen
tulona d = pyps - - p;. Silloin yksikdén alkuluku p; ei
jaa lukua c. Siten jokainen alkuluku p; jakaa luvun £

ja siten erityisesti d jakaa tdméan luvun. Néin ollen

S u@v@ <1< Y 132\/§<<\/§

dlg 2 d<y/2d|¢
Siten kaavasta (7) seuraa, ettd

1Sy (t)] < \/z Veloge < \/qlog e < \/qlogg,

f valilla [1, 2] derivoituva funktio (tita voi ajatella dis-
kreettind osittaisintegrointina), saadaan alaraja primi-
tiivisten karakterien summalle:

2[4
Vi=Irtol< / 1S, (£)]dt < 27 max Sy (1)]
q J1 t<q

eli

S ()] > V-

Néin ollen Pélya-Vinogradovin epayhtilostd voitaisiin
parhaimmillaan pudottaa tekija log g pois.

Parannuksia

Tassd luvussa tarkastellaan Lauseen 3 mahdollisia
vahvennuksia muutamassa eri tilanteessa. Ensinnékin,
Pélya-Vinogradovin epédyhtdloa voidaan parantaa olet-
tamalla erds merkittdva lukuteoreettinen viite. M&aa-
ritelldén Dirichlet’'n L-funktio ja yleistetty Riemannin
hypoteesi. Olkoon x (mod ¢) karakteri ja s € C sellai-
nen, ettd Rs > 1. Talloin Dirichlet’n L-sarja on

— x(n)

ns
n=0

L(Sa X) =

Tamén voi laajentaa meromorfiseksi funktioksi ko-
ko kompleksitasoon, jolloin siitd tulee Dirichletin L-
funktio, jolle kéytetddin edelleen merkintda L(s,x).
Yleistetty Riemannin hypoteesi (YRH) sanoo seuraa-
vaa.

Konjektuuri (YRH): Olkoon x (mod q) karakteri ja
L(s, x) sithen liittyva L-funktio. Jos s € C on sellai-
nen, ettd 0 < Rs < 1 ja L(s,x) = 0, niin itse asiassa

Rs =1/2.

Riemannin hypoteesi, joka on yksi matematiikan tér-
keimmistéd avoimista ongelmista, on erikoistapaus ylla
olevasta, kun y on triviaalikarakteri.

Jos YRH on totta, niin seuraava vahvennos Pélya-
Vinogradovin epayhtélolle on voimassa.

Lause 4. Oletetaan YRH. Télloin ei-padkarekterilla x
(mod q) péatee

Sy (t) < /qloglogg.

Taméan todistivat H. Montgomery ja R.C. Vaughan
vuonna 1977 [5].
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Tarkastellaan sitten, millaisia parannuksia on olemas-
sa tietynlaisille karaktereille. Erityisesti tarkastelemme
paritonta kertalukua olevia karaktereita. A. Granville,
K. Soundararajan ja L. Goldmakher osoittivat seuraa-
van tuloksen.

Lause 5. Jos x (mod ¢) on paritonta kertalukua g > 3
oleva karakteri, niin

[S (D] < vallogg)' oo, ®)

missé 0, = 1 — %sin% ja o(1) on termi, joka lahestyy

nollaa, kun g — oo.

Voidaan esimerkiksi laskea, ettd 1 — do = 0.636619. . .,
1 —463 = 0.8269933..., 1 — 6, = 0.9003163... ja
1 — 95 = 0.935489... jne. Lisdksi lukija voi helposti
todeta, ettd 1 — d, — 1, kun g — oo. Néin ollen
parannukset suurilla g:n arvoilla ovat melko pienia.

Alunperin Granville ja Soundararajan osoittivat arvion
(8) muuttujalla 6,/2 [4], ja lopulta Goldmakher, Soun-
dararajanin oppilaana, paransi muuttujan d,:een vii-
toskirjassaan [2, 3]. Arvion (8) todistus on pitké ja se
kayttaa pitkélle menevid analyysin menetelmi ja siksi
se sivuutetaan.

Keskustellaan vield yhdestd parannuksesta. Montgo-
meryn ja Vaughanin tulokselle (Lause 4) on parannus
YRH:n vallitessa. Témakin tulos on perdisin Granvil-
lelta, Soundararajanilta ja Goldmakherilta [3, 4].

Lause 6. Oletetaan YRH. Jos x (mod ¢) on paritonta
kertalukua g > 3 oleva karakteri, niin

1S, ()] <4 Va(loglog g)t—da+o®),

Ainoa ero lauseiden 3,5 ja 4,6 vililla on siis se, ettd
log ¢:n paikalla on logloggq. Lauseiden 5 ja 6 vaitteet

Uutta Verkko-Solmussa
Verkko-Solmun Matematiikan opetus -sivulla

matematiikkalehtisolmu.fi/opetus.html

ovat vahvempia kuin lauseiden 3 ja 4, silld log log = kas-
vaa hitaammin kun log z. Pitda kuitenkin muistaa, etta
Lause 5 on todistettu vain tietynlaisille karaktereille ja
ettd lauseet 4 ja 6 eivit valttaméttd pida paikkaansa,
mikéli YRH ei pade.
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