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Johdanto

Monenlaisia summia voi arvioida integraalien avulla.
Integraaleilla saavutettava hyoty on se, ettd usein on
paljon helpompi laskea integraalin arvo kuin kertoa mi-
kéa jonkin summan arvo on. Esimerkkinad otettakoon
summa
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jonka suuruudesta voi olla hankala sanoa mitdén kovin
konkreettista, mutta jota vastaavasta integraalista
N
1
—dx
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on helppo sanoa paljonkin. Tamé& esimerkki on tekstin
lopussa harjoitustehtévana.

Tarkkoja arvoja tdmé menetelmé ei yleensd anna, mut-
ta varsin usein taysin riittavia. Nyrkkisdanto on se, etta
kunhan funktio kdyttaytyy suhteellisen kiltisti, arvioin-
ti toimii melko hyvin. Yksinkertaisuudessaan kyse on
siitd, etta valitaan sopiva funktio, jonka integraali sopi-
valla valill4 on varmasti suurempi, ja jokin funktio, jon-
ka integraali sopivalla valilld on varmasti pienempi kuin
annettu summa. Jotta arvioinnissa olisi jarkeé, vaadi-
taan luonnollisestikin, ettd suuruusluokka ei saa heit-
tdd kovinkaan paljon. Tama on yksi esimerkki yleisem-
maéstéd ns. voileipdperiaatteesta, eli siitd, etta litistetddn
tarkasteltava funktio joidenkin muiden, hyvin tunnet-
tujen funktioiden viliin. Tarkasteltava funktio on siis

kuvitteellinen juusto, ja vertailukohtina toimivat funk-
tiot ovat kuvitteellisen sémpylan puolet.

Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan kaikkialla, ettd [N
on positiivinen kokonaisluku. Tdmé ei ole rajoittava
oletus, mutta yksinkertaistaa hieman notaatiota ja tar-
kastelujen yksityiskohtia.

Perusperiaate

Halutaan tarkastella summaa

> fn),

n<N

missé f(x) on (positiivisilla) reaaliluvuilla mééritelty
positiivinen funktio. Yksinkertaisuuden vuoksi olete-
taan lisaksi, ettd f(x) on kasvava tai laskeva (eli sen
arvo ei saa heittelehtid, vaan se on monotoninen).

Jokainen summattava voidaan ajatella muodossa
1- f(n), eli sellaisen suorakulmion alana, jonka yksi si-
vu on 1 ja kohtisuora sivu on f(n).
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fin)

Jos halutaankin laskea summa f(1)+ f(2) + f(3), vas-
taa se seuraavan kuvion alan laskemista:

f(1)

fi2)
f(3)

Tata summaa voidaan arvioida alaspdin integroimalla
funktiota f(x) vélin [1,4] yli, kuten seuraavasta kuvas-
ta huomataan:

fix)

f(1)

14 f(2)
fi3)

ja toisaalta, summaa voidaan arvioida ylospdin in-
tegroimalla funktiota f(z) vélin [0,3] yli, kuten seu-
raavasta kuvasta huomataan:

fix)

f(1)

14 fi2)
fi3)

Koska esimerkkifunktio on laskeva télla valilld, saadaan
summaa minoroitua integroiden summan lahtopistees-
td yhdelld lisdttyyn loppupisteeseen. Sitd voidaan ma-
joroida integroimalla pisteestd, joka on yksi vihem-
mén kuin summan alkupiste, pisteeseen, joka on sum-
man loppupiste. Tadmé voidaan muotoilla seuraavaksi
lauseeksi:

Lause. Jos reaaliluvuilla mddritelty integroituva funk-
tio f(x) on laskeva, niin

N+1 N
f(z)dx < fln) < [ f(z)da.
/1 1§2N /0
Jos funktio on puolestaan nouseva, niin
N+1 N
/ fl@yde> Y f(n)> / f(z)de.
1 1<n<N 0

Todistus. Todistus on samanlainen seké nousevalle etté
laskevalle funktiolle, joten keskitytdan laskevan funk-
tion tarkasteluun. Koska funktio on laskeva, péatee

fly) < fn) < f(2),

kun y > n > z, joten

/:H f(z)dx < /"+1 f(n)dx

" n+1
) [ 1do= fin)
ja vastaavasti myos
dx.
fo< [ fayds

Siispd, funktion arvoa yhdessé pisteessé voidaan arvioi-
da seuraavasti ylos- ja alaspdin:

n+1
/ f(x)dz < f(n) <

Summaamalla epayhtéloketju saadaan

n+1
3 / f@dr< Y fn)

1<n<N Y™ 1<n<N

<Y [

1<n<N /n—1

n

f(x)dx.

n—1
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ja koska

/:H flx)de = /1N+1 f(x)dx
nlf(x)dz = /ON f(z)dz
s/ONf<:v)dx

kuten vaitettiinkin. Lause on todistettu. O

1<n<N

ja

1<n<N Y7

saadaan

N+1
| t@as ¥ s

1<n<N

Siirrytdan nyt tarkastelemaan esimerkkeja.

Harmoninen sarja

Harmoniseksi sarjaksi kutsutaan summaa
o0
>
—~
n=1
T&ma sarja hajaantuu, eli toisin sanoen, osasummat
> .
n
1<n<N

lahestyvit daretonté, kun IV kasvaa. Tatd sarjaa on ké-
sitelty esimerkiksi Alestalon kirjoituksessa [1]. Sarjan
hajaantuminen on helppo todistaa. Kasitellddn se en-
sin, ja analysoidaan sen jidlkeen osasummien kéytosta
hieman tarkemmin.

Lause. Harmoninen sarja
E
n=1 n
hajaantuu.

Todistus. Jaotellaan sarja osiksi niin, ettd tiedetédén
kaikkien osien olevan suurempia kuin jokin annettu va-
kio. Jos téllaisia osia on didretdn méaérd, on summan
suuruudenkin pakko olla daretén. Siispé, kirjoitetaan
sarja uusiksi:

zi

n<2 k+1n

3\'—‘

Tarkastellaan pikkusummia

>
o
2k <n<2k+1
Huomataan, ettd summassa on 2F termii. Lisiksi jo-
kaisen termin suuruus on
1 1
n = 9k+1’

silld 2% < n < 21 Nyt summaa on helppo arvioida:

1 1 2k 1
> D gy
n 2k+ 2K+ 2
2k§n<2k+1 2k§n<2k+1

Téaten koko summaa voidaan arvioida

g 1 X1
> oo Z Z o > 5=
n=1 k=0 2k <p<2k+1 k=0
Todistus on valmis. O]

Y14 oleva todistus on alkeellinen ja yksinkertainen,
mutta se ei kerro juuri mitdédn summan kasvuvauhdis-
ta. Tieddmme, ettd summa kasvaa rajatta, mutta hy-
vin vahdn mitddn muuta. Jos haluamme tietda, miten
summa oikeasti kdyttaytyy, on hyodyllistd kayttaa ylla
esiteltya periaatetta.

Lause. Harmonisen sarjan osasummille pdtee

2.

1<n<N

=In N + g(N),

missi 0 < g(N) < 1.

Todistus. Haetaan summalle integraalien avulla hyvé
yla- ja alaraja. Aloitetaan alarajasta. Edetddn kuten
edelld esitetyn periaatteen mukaan pitddkin. Kuvan al-
ku ndyttaa télta:

~

Alaraja on siis

Z /N+1

1<n<N

nz]l T =1In(N +1).

Katsotaan seuraavaksi yldrajaa. Kuvan alku nayttda
talla kertaa talta:




Solmu 1/2015

mutta néin arvioiminen on harvinaisen huono idea, sil-

14
/N dx
— = Q.
0 X

Téama arvio ei siis kerro mitaén.

Ongelma voidaan kuitenkin kiertdéd poistamalla ensim-
maéinen termi, eli arvoa n = 1 vastaava termi, silla sil-

loin summaa
Z :
n
2<n<N

vastaava ylarajaintegraali onkin

N
/ dj:lnN.
1 x

Siispé
g l =1+ E l <1+InN
n n '
1<n<N 2<n<N

Tieddmme nyt, ettd

1
In(N+1)< Y —<1+hN.
1<n<N

Léhdetdan muokkaamaan alarajaa:

In(N+1)=InN+ (In(N+1) —InN) > In N.

Siispé
1
mN< > —<1l+hN.
1<n<N
Tamaé todistaa vaitteen. O

Néin saatu arvio on jo erittdin hyvé. Tieddmme, et-
td pientd vakiota vaille summa ), - N% kéyttay-
tyy kuin In V. Luonnollinen jatkokysymys tietenkin on:
Voidaanko sanoa jotain erotuksesta

> lflnN,

1<n<N

kun N ldhestyy &dretonta? Itse asiassa voidaan, ja té-
mén erotuksen raja-arvo tunnetaan Eulerin tai Eulerin
ja Mascheronin vakiona, ja sen suuruuskin on hyvin
tunnettu:

lim

1
> = —InN| =05772.
N—oo

1<n<N

Tarkastellaan seuraavaksi toista esimerkkié.

Logaritmien summa

Arvioidaan seuraavaksi summaa

Z Inn.

1<n<N
On selvéd, ettd jos N — oo, niin summakin ldhenee 44-
retonté, silld myos summattavat kasvavat rajatta. Kiin-

nostavaa onkin siis selvittad, kuinka nopeasti téllaiset
summat kasvavat.

Lause. Logaritmisummille pitee
> Inn=NhN-N+h(N),
1<n<N

missi 1 < h(N) <InN —2In2+ 2.

Todistus. Tilanne on nyt hieman erilainen kuin aiem-
min: logaritmi on kasvava, ei laskeva funktio. Ta4méa
ei kuitenkaan paljon vaikuta laskuihin. Ainoa eroavai-
suus on se, ettd aiemmin yldrajan antaneet integraalit

antavatkin nyt alarajan, ja aiemmin alarajan antaneet
integraalit antavat ylarajan.

Aloitetaan alarajan méaarittamiselld. Kuva nayttda tal-
laiselta:

2

7

o 1 H

Kannattaa huomioida, ettd In1 = 0, joten summan en-
simmaisesta termisté ei tarvitse valittda. Taméa on itse
asiassa erinomainen asia, silla jos integroisimme nol-
lasta alkaen funktiota Inn, olisimme arvioiden kanssa
pulassa (logaritmi vaihtaa merkkidan ykkosessé, ja la-
hestyy miinus déretonté nollan 1&heisyydesséd). Alaraja
on N

Z Inn = Z Inn > / Inxdx.

1<n<N 2<n<N 1

Seuraavaksi on integroitava Inxz. Tam& onnistuu
helposti osittaisintegrointia kéyttden (jos osittaisin-
tegrointi on vieras késite, voi kaavan tarkistaa derivoi-
malla):

/lnxdm:xlnm—/ldx:xlnx—x—i—C.

Integraalin arvoksi siis saadaan
N
/ Inzder=NInN—-N+1,
1

joten
> n>NIN-N+1
1<n<N
Maaritetdan nyt ylaraja. Kuva nayttaa talla kertaa tal-
laiseltas:
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Laskujen helpottamiseksi kirjoitetaan

Z Inn = Z Inn=InN +

1<n<N 2<n<N

Inn.

>

2<n<N-1

Yldrajaksi saadaan nyt

Z Inn=InN + Z

1<n<N 2<n<N-—1

Inn

N+1
<1nN—|—/ In z dx
2

ja integraalin arvoksi saadaan

N
/lnxdz:NlnN721n2fN+2.
2
Siispé
Z Inn< NInN—-N—-2In2+2+InN
1<n<N
ja
> ln>NhN-N+1
1<n<N

Téaten

> Inn=NInN-N+h(N),
1<n<N

missd 1 < h(N) <In N —2In2+2, kuten véitettiinkin.
Todistus on valmis. O

Tama arvio on itse asiassa jossain mielessé jopa ham-
méstyttava, sillé pétee

> ImN=NhN,
1<n<N

eli on melkein sama, summataanko logaritmit luvuista
1,2,..., N yhteen vai kiytetdanko pelkédstdan suurinta
arvoa, eli arvoa In N.

Suorana seurauksena saadaan myos

N
N! = Hn: 625:11“”
n=1
N N
_ NInN=N+h(N) _ ( ) ().
(&

missd 1 < A(N) <InN —2In2+2, eli

N 2 N
e(N> <N!<€N<N) .
e 4 e

Stirlingin kaava antaa télle tulolle vield tarkemman ar-
vion

N
N
N! ~\27n () ,

e

missé ~ tarkoittaa, ettd kaavan virhe on selvisti pie-
nempi kuin annettu termi, eli virhetermin ja annetun
termin osaméérd lahestyy nollaa luvun N ldhestyes-
sé ddretontd. Suuruusluokka on kuitenkin jo alkeellisin
tarkasteluin saamassamme kaavassa oikein.

Harjoitustehtavia

Tehtava 1. Suppeneeko vai hajaantuuko sarja
oo
3 1,
n=1 \/rﬁ

Tehtava 2. Mitd voit sanoa osasummista

3 1,

1<n<N vn

Tehtava 3. Riemannin (-funktioksi kutsutaan sarjaa

kun Rs > 1 (reaaliluvuilla s tdmé& ehto yksinkertaisesti
vain tarkoittaa s > 1). Tiedetdédn esimerkiksi, etté

Kuinka hyvid arvioita Riemannin {-funktion arvoista
saadaan tarkastelemalla katkaistuja summia, eli osa-

summia,
1
> 7
nS
1<n<N

Vihje: tarkastele arvion virhetta, eli erotusta

)= Y =3

1<n<N

Viitteet

[1] P. Alestalo, Harmoninen sarja. Solmu 3/2014.
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