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Riemannin (-funktio on matematiikan kiehtovimpia
otuksia, ja erottamaton osa alkulukujen teoriaa. Se oli
avainasemassa todistettaessa 1800-luvun matematiikan
erdsté loppuhuipennusta, alkulukulausetta, ja erés tér-
keimmistd nykyisistd matematiikan avoimista ongel-
mista, kysymys Riemannin hypoteesin paikkansa pité-
vyydesté, koskee (-funktion nollakohtien ominaisuuk-
sia. Seuraavassa tarkoituksena on valottaa teoriaa ker-
tomalla, mikéa (-funktio on, millaisia yhteyksia silld on
alkulukujen teoriaan, ja mistd Riemannin hypoteesissa
on kysymys.

Riemannin (-funktio

Kun s € ]1, o0, méérittelemme Riemannin ¢-funktion
aarettomana sarjana

9= 5

=’
Kirjaimen s kayttdminen muuttujana voi ehké vaikut-
taa kummalliselta, mutta sillé on niin pitkat perinteet

ja se on tapana niin syvélle juurtunut, ettd lienee pai-
kallaan kunnioittaa sita.

Riemannin (-funktion kiytos pistettd 1 ldhestyttédessa
osoittautuu térkedksi. Seuraava lause sanoo, etti pis-
tettd 1 lahestyttéessé ((s) kiyttaytyy oleellisesti ottaen

samoin kuin 1/(s — 1). Liséksi sen todistus takaa, etta
(-funktion madritteleva dareton sarja on ongelmaton ja
antaa darellisen lopputuloksen, kun s € |1, oo|.

Kuva 1. Riemannin (-funktion {((s) kuvaaja, kun s €
11, 10].

Lause. Kaikilla s € |1, 00][ pitee

1 1
—1<<()<1+—1

Todistus. Todistetaan alaraja ensin. Funktio x7° on

muuttujan z suhteen aidosti vihenevé, joten kaikilla
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kokonaisluvuilla n > 1 pétee

n+1
1 dx
—_— > —.
ns xs
n
Tasta seuraa, ettd kaikilla kokonaisluvuilla N > 1 pa-

tee

Téassd oikean puolen integraalin voi kaikeksi onneksi
laskea:

llfs _les 1
lim = .
X —00 s—1 s—1

fe'e) X
dx . dz
— = lim — =
frind X —00 xs

1 1

Ylaraja voidaan todistaa samalla tavalla: Koska 7

aidosti vihenevé, pétee kokonaisluvuilla n > 2, etté

on

n

1 dzx

ns 5
n—1

Tata kayttamalld voidaan arvioida

=1 ocdx 1

=1 §7<1 — =1 :

¢(s) + e s tog
n= 1

Yhteys alkulukuihin

Seuraava tuloesitys osoittaa, ettd (-funktio on kiinteél-
la tavalla yhteydessd alkulukuihin. Témén yhteyden
16ysi ensimméisend Euler 1737.

Eulerin tulo. Kaikilla s € |1, 00| pdtee

=T

P p

missd tulo otetaan kaikkien alkulukujen yli. Tai tarkem-

min,

1

1—- L
p<X p®

lim
X—r00

= ((s),

missd tulo otetaan kaikkien niiden alkulukujen p yli,
joille p < X.

Todistus. Patee

missd p on alkuluku. Nimittéin, jos oikean puolen tulo
kerrotaan auki, saadaan sarja, jossa on varmasti kaik-
ki vasemman puolen termit, koska aritmetiikan pe-
ruslauseen nojalla jokainen positiivinen kokonaisluku
n < X on esitettdvissd alkulukujen tulona ja nama al-
kuluvut ovat < X. Lisdksi kaikki termit sekd vasem-
malla etté oikealla puolella ovat positiivisia.

Lisdksi pétee

111
11 <1+3+25+S+...> < ((s),
PP

3
p<X 4

koska jos téssa kerrotaan tulo auki, saadaan sarja, jossa
kaikki termit ovat muotoa n~%. Kukin naista termeista
esiintyy vain kerran alkutekijoihinjaon yksikéasitteisyy-
den nojalla, ja toisaalta kukin esiintyy myos sarjassa

220:1 n-°®= C(S)

Nyt siis péatee

. 1
C(S) - Xhi{loo E
n<X
1 1 1
<X1im <1+8+25+35+)<<(S)a
—>O°p<X p D P
joten
. 1 1
C(S):Xhl{loo —%:Hl—%
p<X p D p°

geometrisen sarjan kaavan nojalla.

(-funktion lausekkeita

Todettakoon, ettd (-funktio on muutenkin ldpeensé lu-
kuteoreettinen otus. Esimerkiksi, kun s € |1, oo, on

n

e =3 4
n=1

ja kun s € ]2, 00[, on

() ¢s-n=3 2 ja

missd d(n) on luvun n (positiivisten) tekijéiden luku-
méadra, o(n) tekijoiden summa, ja ¢(n) on Eulerin ¢-
funktio. Samanlaisilla lausekkeilla voi esittdd yllatté-
van monia muitakin lukuteoreettisia funktioita. Lisdk-
si ndma esitykset eivit ole pelkkid kuriositeetteja, vaan
esim. tekijafunktion d(n) tutkimuksessa yhteys lausek-
keeseen (2(s) on varsin hyddyllinen.
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Sarjakehitelmé logaritmille

Pian demonstroimme, miten {-funktion ominaisuuksis-
ta voi johtaa alkulukujen darettomyyden, mutta sita
ennen tarvitsemme seuraavan irrallisen tuntuisen mut-
ta hyodyllisen potenssisarjakehitelmén.

Lause. Kaikilla x € ]—1,1[ patee

logi i%

Tassd log tarkoittaa luonnollista logaritmia, jota myods
toisinaan merkitidn In.

Todistus. Osoittautuu, ettéd oikealla puolella oleva sar-
ja on mielekés ja hyvin maéritelty ja sitd voi jopa deri-
voida termeittédin. Varmuuden vuoksi varoituksena to-
dettakoon, ettd tillaiset operaatiot ddrettomilla
sarjoilla ovat hyvin delikaatteja ja niiden kans-
sa on oltava hyvin varovainen. Olemme téssd yk-
sinkertaisuuden nimissa varsin huolimattomia. Kuiten-
kaan ei saa unohtaa sité, ettd maailma on tdynnd mate-
matiikan suurten avoimien ongelmien ratkaisuita, jotka
ovat tdydellisid lukuun ottamatta jotakin kohtaa, jossa
huolettomasti derivoidaan jotakin termeittédin vaikkei
saisi, tai lasketaan aérettomilla sarjoilla, joiden arvo ei
olekaan airellinen, tai muuta surullista.

Joka tapauksessa, derivoimalla oikeaa puolta termeit-
téin saadaan

d & an
PP

Integraalilaskennan peruslause sanoo, ettd jos kahden
funktion derivaatat ovat samat, niin kyseiset funktiot
ovat vakiotermid vaille samat. Siten on olemassa vakio
C € R, jolle

1 s
log—— =C —
R +nz::1 n
kaikilla z € ]—1,1[. Kun « = 0, on vasen puoli log1 =

0, ja oikea puoli C. Siten C' = 0, ja viite on todistettu
termeittain derivoimisen oikeuttamista vaille.

Alkulukuja on direttomian monta

Nyt voimme todistaa (-funktion avulla Eulerin henges-
sd, ettd alkulukuja on darettoméan monta. Itse asiassa
saamme jopa vahvemman tuloksen, nimittain:

Lause. Alkulukujen kddnteislukujen sarja hajaantuu:

Lol Ll
p 2 3 5 7 11 ‘

Erityisesti, alkulukuja on ddrettoman paljon.

Tama on vahvempi tulos kuin alkulukujen lukuméaran
adrettomyys. Esimerkiksi lukuja 2,22,23,24,... on #4-
rettoméan monta, mutta kuitenkin niiden kadnteisluku-
jen sarja

=01
25!

on adrellinen.

Huomautus. Kun mythemmin kirjoitamme vaikkapa

= g(x) + O(h(x)),

niin tarkoitamme, etté kaikilla relevanteilla muuttujan
x arvoilla f(z) ja g(x) eroavat toisistaan enintéén vakio
kertaa lausekkeen h(z) verran, eli tarkemmin:

f(z)

[f(x) = g(x)| < Ch(x),

missé C' on jokin (yleensd tuntematon) positiivinen re-
aaliluku, joka ei riipu muuttujan = arvosta.

Erotamme todistuksen ytimen omaksi lemmakseen:

Lemma. Kun s € |1, 2], pitee

1 1
> s =log—

o P

-+ 0(1). (1)

Toisin sanoen, vasemman puolen sarja Zp p~*° ja lause-
ke log(1/(s — 1)) eroavat toisistaan jokaisella s € |1, 2]
enintddn jonkin vakion verran, ja kyseisen vakion voi
valita niin, ettei se riipu muuttujan s arvosta.

Lauseen todistus. Koska

1
logilﬂoo, kun s — 1,

on lemman nojalla oltava

1

E — — 00, kun s—1.
pS

P

1

Toisaalta, jos sarja Zp p~ " olisi aarellinen, olisi

1 1
Zp:l;<zp:§<oo,

miké tuottaisi ristiriidan. Siispd todistettava lause seu-
raa lemmasta.
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Lemman todistus. Hyvé, seuraavaksi on todistetta-
va (1). Kun s € ]1, 2], logaritmien ottaminen puolittain
Eulerin tulossa antaa

log ¢(s) Z;loglll, :Zi% (Pl)

Jalkimmaista termid voi arvioida esimerkiksi seuraa-
vasti:

1 “"_15’: 11
m) 24~ m*1— L
I 1 1
< — .
\zzm% 1
Siisp4, kun s € |1, 2|, pitee

log C(s) = Z%—kO(l). @)

P

Toisaalta, koska

1 1 s
— < <l+——= :
s—1 ¢(s) +5— s—1

on kaikilla s € ]1, 2]

log

1 ]
+ log s
1 gSs,

1
1 <log((s) < logs_

s —

jakun s € ]1,2[, on varmasti log s = O(1), ja siis pétee
myos

log ¢(s) = log +O0(1). (3)

s—1
Kaava (1) seuraa nyt kaavoista (2) ja (3).

Alkulukulause

Jérjestetadn alkuluvut kasvavaan jonoon
2, 3, 5 7, 11, 13, ...,
ja merkitaan

p1=2, p2=3, p3=5 ps=7T jne.

Merkitdan myos reaaliluvuilla  symbolilla 7(z) niiden
alkulukujen p lukuméaéraé, joille p < x. Esim. (1) = 0,
m(5,7) = 3 ja w(14) = 6.

Erés klassinen lukuteorian ongelma on ymmértas al-
kulukujen jakaumaa. Erds matematiikan kruununjalo-
kivistd on tulos nimelta alkulukulause, jonka ensimmai-
sena todistivat toisistaan riippumattomasti Hadamard
ja de la Vallée Poussin 1896:

Alkulukulause. Alkulukujen lukumddrdlle pdtee

m(x) ~ , kun x— o0,
log x
eli
. m(2)
lim ——— =
z—o0 x/log x
20 -
15;
10;
5;
07 L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L J
0 10 20 30 40 50

Kuva 2. Lausekkeiden w(x) ja x/logx kuvaajat, kun
x € [2,50].

Monista syistd johtuen suureen m(z) arviointi on mie-
lekkddmpéa kuin n. alkuluvun p, arviointi. Kuiten-
kin, tédssd suuripiirteisimmaéssd muodossaan alkuluku-
lauseen voi muotoilla yksinkertaisemminkin:

Alkulukulause, vaihtoehtoinen muotoilu. Pdtee

Pn ~nlogn, kun n — oo,

eli
lim —2% =1
n—oo nlogn

Tamaé tarkoittaa sité, ettd p, on suurin piirtein nlogn,
ja suhteellinen virhe menee nollaan (vaikka absoluutti-
nen virhe ei mene), kun n kasvaa. Esimerkiksi, riitta-
van isoilla (itse asiassa todella isoilla) luvun n arvoil-
la lauseke nlogn antaa alkuluvun p,, miljoona ensim-
méistd numeroa (vasemmalta lukien) oikein. Vieldkin
isompiin luvun n arvoihin rajoittumalla nlogn antaa
alkuluvun p,, miljardi ensimmaéistd numeroa oikein, ja
niin pois pain.

Syvemmalle teoriaan

Jotta Riemannin ¢-funktion yhteyden alkulukuihin voi-
si ymmaéartda paremmin, on sen maéarittelyaluetta jat-
kettava reaalilukuvilin |1, oo[ ulkopuolelle. Riemann oi-
valsi ensimmaéisend, ettéd lausekkeen ((s) voi madritelld
yksikéasitteisella mielekkéalla tavalla kaikille komplek-
siluvuille s # 1, ja ettéd talld jatkolla on monia jannit-
tdvid ominaisuuksia. Erityisesti, silld on kompleksisia
nollakohtia, joilla on varsin ldheinen yhteys alkuluku-
jen jakautumiseen. Namé ajatukset esiintyivét ensim-
maéisen kerran Riemannin ainoassa lukuteoreettisessa
artikkelissa [13] vuonna 1859.
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&0
I 2
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Kuva 3. Riemannin -funktion nollakohdat. Pisteistd
—2,—4,—6, ... loytyy nollakohdat, joita kutsutaan tri-
viaaleiksi nollakohdiksi. Loput nollakohdat sijaitsevat
pystysuoralla kriittiselld nauhalla 0 < o < 1.

Yksinkertaisin esimerkki yhteydesta on seuraava: alku-
lukulause muodossa

T

(@) ~

log x

on ekvivalentti sen kanssa, etta

C(1+it) #0

kaikilla reaaliluvuilla ¢ # 0. (Kun s on kompleksilu-
ku, on arkea tapana piristda kirjoittamalla s = o +it.)
Toisin sanoen, alkulukulause erddssi mielessa tarkoit-
taa sitd, ettd (-funktiolla ei ole nollakohtia kompleksi-
tason suoralla ¢ = 1. Ja itse asiassa kaikkein helpoim-
mat todistukset alkulukulauseelle perustuvatkin juuri
tdhén seikkaan.

Yhteys nollakohtien ja alkulukujen valilla osoittau-
tuu paljon monisyisemmaéksi. On nimittain mahdollista
johtaa eksplisiittisiksi kaavoiksi kutsuttuja identiteet-
teja, joista toinen puoli koskee pelkastaan alkulukuja,
ja toinen puoli ainoastaan (-funktion nollakohtia. N&i-
den kaavojen erds seuraus on, ettd mitd kauemmas va-
semmalle suorasta o = 1 nollakohtavapaata aluetta voi
laajentaa, sitd tarkemmin alkulukujen kéytos tunne-
taan.

Nykyisin oleellisesti ottaen paras tulos tdhén suuntaan
on Vinogradovin ja Korobovin jo yli puoli vuosisataa
vanha arvio: {(s) # 0, kun ¢ on riittdvén iso ja

>1—c(logt)~2/3(loglogt) /3,
missé c on jokin pieni positiivinen reaalivakio. Vastaava

paras arvio alkulukujen jakaumalle on

i + O(l‘ efd(log1)3/5(log10g93)71/5)
logt

m(x) =

2

jollakin positiivisella reaalivakiolla d.

Téssé kohtaa on syytd huomauttaa, ettéd oikealla puo-
lella esiintyvé integraali on tarkempi arvio lausekkeelle
7 (x) kuin z/log x. Aiemmissa alkulukulauseen muotoi-
luissamme asialla ei ollut suurta merkitysté, koska

dt x
logt

1 , kun z — o0,
0g T

joten yksinkertaisempi lauseke on tavanomaisempi.
Osoittautuu kuitenkin, ettd erotus 7(z) — z/logx on
suuruusluokkaa z/log” z, ja [; dt/logt on silmin nih-
den ldhempéné arvoa 7(z). Seuraava kuva valaissee asi-
aa:

10000 F
8000 }
6000 }
4000 }

2000 -

L Il L L Il L L Il L L Il L L Il

20000 40000 60000 80000 100000

Kuva 4. Yiemmdssi kuvaajassa on sekd lausekkeiden
. €T .

m(z) etti [, dz/logx kuvaajat, alemmassa lausekkeen

x/log x kuvaaja.

Erés yksinkertaisempi yhteys nollakohtien ja alkuluku-
jen jakauman vélill4 on seuraava: Olkoon g € ]0,1[. On
mahdollista todistaa, ettd {(s) # 0, kun o > f, jos ja

vain jos
— +0(x
/ logt + R

kaikilla v > . Koska (—funktloﬂa varmasti on nolla-
kohtia suoralla ¢ = 1/2, on pienin mahdollinen § siis
1/2, jolloin saataisiin oleellisesti ottaen paras mahdol-
linen arvio alkulukujen jakaumalle.

Riemannin hypoteesi. Kaikki ei-reaaliset Rieman-
nin (-funktion nollakohdat sijaitsevat kriittiselld suo-
ralla 0 = 1/2.

Riemannin hypoteesi, vaihtoehtoinen muotoilu.
Jokaisella v > 1/2 pétee

& 2
/logt+0$)

kun z — oo.

Millaisia asioita nollakohdista tiedetaan?

Nyt kun ¢-funktion nollakohtien ja alkulukujen vélinen
vhteys on esitelty, on luonnollista seuraavaksi tutustua
tarkemmin joihinkin nollakohdista jo tiedettyihin asioi-
hin, erityisesti siihen, millaisia tuloksia Riemannin hy-
poteesin suuntaan tiedetadn.
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Luonnollinen ensimméinen askel olisi laskea joitakin
nollakohtia ja katsoa, ovatko ne tosiaan kriittiselld suo-
ralla. Riemann itse kehitti riittévésti teoriaa voidakseen
tarkistaa, ettd muutamalle pienimmaélle kompleksiselle
nollakohdalle néin tosiaan on. N&ita laskuja on tieten-
kin parannettu merkittavasti, ja nykyisin tiedetddn jo
mm., ettd ensimmaéiset 10'® kompleksista nollakohtaa
ovat kriittiselld suoralla Gourdonin ja Demichelin tie-
tekonelaskujen nojalla.

Nollakohdista voi my6s todistaa monia eri asioita. On
jarkevédd laskea nollakohtia p = B + 47y, missd imagi-
naariosa v kuuluu vélille ]0, T ja siis 5 € ]0,1][, ja tut-
kia, mitd tapahtuu, kun 7" kasvaa. Naiden nollakohtien
lukuméérad merkitdan N (7). Riemannin ja von Man-
goldtin perustavanlaatuinen tulos aiheesta sanoo, etté
T T T

=5 log 5 on + O(logT),
Tastéd seuraa, ettd jos kompleksitason ylemmaén puoli-
tason nollakohdat asettaa jérjestykseen kasvavan ima-
ginaariosan mukaan, niin n. nollakohdan imaginaariosa
on ~ mn/logn, kun n — oo.

N(T) kun T — oo.

Eréds ensimméisistd tuloksista nollakohdista nimen-
omaan kriittiselld suoralla oli Hardyn tulos vuodelta
1914, joka sanoo, ettéd kriittiselld suoralla on &aretto-
méan monta nollakohtaa. Itse asiassa 16ytyy vdhintdan
¢T nollakohtaa 1/2 + i, joille 0 < v < T, missé ¢ on
pieni positiivinen reaalilukuvakio.

Seuraava suuri edistysaskel oli Selbergin tulos vuodel-
ta 1942, jonka mukaan kriittiselld suoralla niité nolla-
kohtia on vahintddn c¢T logT kappaletta, jilleen jolla-
kin positiivisella reaalilukuvakiolla c. Useimmiten tdma
tulos muotoillaan niin, ettd "positiivinen osuus kriitti-
sen nauhan nollakohdista on kriittiselld suoralla”.

Luonnollisesti olisi mielenkiintoista tietda, kuinka suu-
reksi tdmén positiivisen osuuden voi osoittaa. Levinson
sai 1974 ensimmaisen konkreettisen lukuarvon vakiolle
c: enemman kuin kolmasosa kriittisen nauhan nollakoh-
dista on kriittiselld suoralla. Conrey paransi tata 1989
yli kahteen viidesosaan.

Toisenlainen ldhestymistapa on laskea niiden nolla-
kohtien lukumé&édrdd, joiden reaaliosa [ ei ole vilt-
tamattad tasan 1/2, mutta jollakin tietyllda valilla
[1/2 —6,1/2 + ¢]. Bohrin ja Landaun lause vuodelta
1914 sanoo, ettd milla tahansa §, muiden nollakoh-
tien osuus kaikista nollakohdista ldahestyy nollaa, kun
T — oo.

(-funktion arviointia

Tarkastelkaamme lopuksi erdstd mielenkiintoista ja
tarkedd ongelmaa, joka tarjoaa toisenlaisen yhteyden
(-funktion ja alkulukujen vélille, ja ohimennen myos
kertoo jotakin Riemannin hypoteesin vaikeudesta.

Kuva 5. Hardyn Z-funktion Z(t) kuvaaja, kun t €
[0,98]. Oleellista on, ettd |Z(t)] = [C(1/2+ it)|, ja
siis ettd Z-funktion koko ja mollakohdat vastaavat (-
funktion kokoa ja nollakohtia kriittiselld suoralla.

Kysymys koskee sitd, kuinka isoja arvoja (-funktio voi
saada kriittiselld suoralla. Ensimmaéinen tulos tdhén
suuntaan on, etta

'c(; - zt>' = O(t*/*),

kun t — o0, ja seuraava kysymys luonnollisesti kuu-
luu, kuinka paljon tétéd arviota voi parantaa?

Tamén ylarajan parantamisella on seuraava mielenkiin-
toinen yhteys alkulukuihin: Hoheiselin ja Inghamin an-
siosta tiedetdén, ettéd jos

1
’c(Q + it) ’ = O(t"*e)
miten pienelle € > 0 tahansa, niin silloin peridkkaisten
alkulukujen vélisille erotuksille patee

Pnd+1 — Pn = O(ngrE)

miten pienelle € > 0 tahansa, missd 5 = lj_—ig.

Esimerkiksi, 1921 Hardy ja Littlewood todistivat, et-
té eksponentti ¥ = 1/6 on kelvollinen. T&lloin vas-
taava eksponentti S tulee olemaan 5/8. Erityisesti siis
Dnt1l — Pn = O(pi/8+5), mistd seuraa vaikkapa, etté
riittdvan isoilla kuutioilla kahden perdkkéisen kuutio-
luvun vilisséd on aina alkuluku.

Ongelmalla on myos tirked yhteys Riemannin hypo-
teesiin. Lindel6fin hypoteesi sanoo, ettd ylla voi vali-
ta ¥ = 0. Osoittautuu, ettd Riemannin hypoteesista
seuraa Lindel6fin hypoteesi. Toisaalta, kukaan ei ole
osannut johtaa Riemannin hypoteesia Lindel6fin hypo-
teesisté, eli tietyssd mielessd kysymys Lindel6fin hypo-
teesin paikkansa pitdvyydesta vaikuttaa helpommalta
ongelmalta kuin Riemannin hypoteesin.

Lindel6fin hypoteesi on kuitenkin siitd hauskempi, et-
té eksponentti 1 sallii kvantifioida sen parissa saavute-
tun edistyksen. Ensimmaéinen arvio on noin vuosisadan
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ikédinen ¥ = 1/4, joka seuraa tietystd ¢-funktion perus-
ominaisuudesta ja yleisistd kompleksimuuttujan funk-
tioiden ominaisuuksista. Ensimméinen vaikeampi arvio
oli jo ylla mainittu eksponentti ¢ = 1/6 vuodelta 1921.

Eksponenttia ¥ on sittemmin pienennetty varsin ahke-
rasti. Erds luettelo erindisisté tuloksista on seuraava:

¥ Kenen ja milloin?

163/988 | Walfisz, 1924

27/164 | Titchmarsh, 1931
229/1392 | Phillips, 1933

19/116 Titchmarsh, 1942

15/92 Min, 1949

6/37 Haneke, 1962-3
173/1067 | Kolesnik, 1973

35/216 | Kolesnik, 1982

139/858 | Kolesnik, 1985

9/56 Bombieri & Iwaniec, 1986
89/560 | Watt, 1989

17/108 Huxley & Kolesnik, 1991
89/570 | Huxley, 1993

32/205 | Huxley, 2005

53/342 Bourgain, 2014

Taulukko. Eksponentin ¥ parannuksia vuosien varrel-
ta. Riemannin hypoteesista seuraisi, ettd ¥ = 0 kdvisi.

On mielenkiintoista, ettd eksponentista 1/6 on melkein
vuosisadan aikana onnistuttu vihentaméan vain reilu
sadasosa, eli reilut 7%. On hyvid huomata myos, et-
td suurin osa ylld mainituista parannuksista perustuu
uusiin ideoihin ja oivalluksiin; pelkalld raa’alla tyolla
eksponentin arvoa ei voi parantaa. Jos Riemannin hy-
poteesi sattuu pitdméan paikkansa, niin tdméa epéile-
mattéd kertoo jotakin siitd, kuinka vaikeaa sen todista-
minen saattaa lopulta olla. . .

Lopuksi

Lopuksi todettakoon, ettd (-funktio on vain yksi esi-
merkki niin sanotuista L-funktioista; lukuteoriassa
on lukemattomia muita saman henkisid toinen tois-
taan monimutkaisempia otuksia, kuten Dirichlet’'n L-
funktiot, elliptisten kayrien L-funktiot, lukukuntien
Dedekindin (-funktiot ja Hecken L-funktiot, holomor-
fisten kéarkimuotojen L-funktiot, Maassin muotojen L-
funktiot, yleisemmaét automorfiset L-funktiot. ..

Kirjallisuus ja ldhteet

Useimmat ylla mainitut tulokset ja historialliset detal-
jit 1oytyvét aiheen perusteoksista, kuten [2, 4, 7, 8, 9,
12, 14], sekd (muutamassa tapauksessa) seuraamalla
niistd 10ytyvid viitteitd tutkimusartikkeleiden viidak-
koon. Riemannin kuuluisa artikkeli [13] loytyy (englan-
niksi kddnnettyni) vaikkapa teoksista [2, 4]. Y14 mai-
nittujen teosten lisiksi myos pieni artikkeli [15] ansait-
see tulla mainituksi. Varoituksena todettakoon, etté

néilld 1dhteilld on taipumus olettaa lukijalta yliopistol-
lisia esitietoja.

Riemannin (-funktiosta ja sitd sivuavista aiheista on
toki olemassa populaarikirjallisuuttakin, kuten suo-
meksikin kddnnetty [3], josta on myos olemassa kirja-
arvostelu [11].

Y14 ohimennen mainitut otukset d(n) ja o(n) ovat
kiehtovia tutkimuskohteita, joihin voi tutustua tarkem-
min vaikkapa artikkeleista [5, 6].

Lopuksi, toivottavasti ylld kuvatut ilmiét vakuuttavat
kompleksilukuja tuntemattoman lukijan niiden térkey-
desté. Perustietoa kompleksiluvuista 10ytdd esim. ar-
tikkelista [10].
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