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Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset
Antalyassa, Turkissa, 10.—16.4.2014

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Mirjam Kauppila

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Euroopan tyttéjen matematiikkakilpailu jarjestettiin
kolmannen kerran. Télla kertaa kilpailun isénnoéi Turk-
ki. Kilpailu oli Antalyassa viiden tdhden hotellissa me-
ren rannalla. Jarjestelyt toimivat hyvin sujuvasti, ja
kilpailun eteen oli selvdsti ndhty hyvin paljon vaivaa.

Euroopan tyttojen matematiikkakilpailun tarkoitus on
kannustaa tyttoja kilpailemaan matematiikassa, silla
kansainvélisissd matematiikkaolympialaisissa vain noin
kymmenesosa kilpailijoista on tyttoja.

Kilpailussa oli tdnd vuonna kolme tehtévda kahtena
paiviana. Molempina paiviné aikaa oli nelja ja puoli tun-
tia, ja jokaisesta tehtévéstd oli mahdollista saada seit-
semén pistettd. Tasoltaan tehtévét olivat hyvin l&hel-
14 kansainvilisten matematiikkaolympialaisten tehté-
vid. Tdnd vuonna tehtavét olivat poikkeuksellisen han-
kalia, miké nékyi selkeésti pisteméarissa.

Kilpailuun osallistui perati 110 kilpailijaa 29 eri maas-
ta. Kilpailun voitti Sofiya Dubova Ukrainasta, toiseksi
tuli Yhdysvaltain Danielle Wang, joka my6s voitti kil-
pailun viime vuonna ja ylsi jaetulle ensimmaiselle sijalle
toissa vuonna, ja kolmanneksi sijoittui Andela Sarkovic
Serbiasta kuten viime vuonnakin.

Suomea kilpailussa edustivat

e Minna Hirvonen Helsingin matematiikkalukiosta,

e Mirjam Kauppila Péivolan kansanopiston matema-
tiikkalinjalta,

e FElla Tamir Helsingin matematiikkalukiosta, ja

e Tara Vaittinen Lahden yhteiskoulusta.

Mirjam Kauppila saavutti kirkkaan pronssimitalin 12
pisteen tuloksella, kun mitaliraja oli 7 pistetta.

Joukkue valittiin Suomen matematiikan olympiaval-
mennuksen piiristd, ja kilpailuun osallistumisen mah-
dollisti Teknologiateollisuuden 100-vuotissdation tuki.
Joukkueen johtajana toimi FT Anne-Maria Ernvall-
Hytonen ja varajohtajana FL Esa Vesalainen.

Joukkueen jasen Mirjam Kauppila kuvasi EGMO:a
nain:
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Mirjam Kauppilan kokemukset kilpailus-
ta

Sain kunnian olla edustamassa Suomea vuoden 2014
EGMO:ssa Turkissa. Joukkueessa oli minun lisdkseni
Ella, Tara ja Minna. En tuntenut heitd kovin hyvin
ennen kilpailua, mutta viikon aikana tutustuimme ja
yhteishenki oli hyva.

Kilpailu meni hyvin. Ensimméisen péaivian tehtévat oli-
vat hankalia, kahdesta ensimmaéisestd tehtévéstd en
saanut yhtdan pistettd, vaikka niiden kuuluisi olla suh-
teellisen helppoja. Kolmannesta tehtévista sain jopa
pisteen, silld olin kirjoittanut sithen 2'3°~1. Se oli osa
“jumalaista visiotani”, joka osoittautui tdysin paatto-
miksi, kun ajattelin l4pi toisen kerran. Kuitenkin 2P~!
oli tarked ratkaisun kannalta ja raapustukseni oli tar-
peeksi lahelld sita. Toinen paivd meni paremmin. Vii-
dennen tehtédvin sain ratkaistua ja neljinnessé tehté-
véisséd péadsin vauhtiin, mutta aika loppui kesken. Yh-
teensd sain 12 pistettd ja sijoitukseni oli 34. Pronssi-
mitalin raja oli tdnd vuonna 7 pistettd, joten mitalikin
tuli matkamuistoksi.

EGMO:on osallistui tdnd vuonna 29 maata ja oli téaten
oiva tilaisuus tutustua uusiin ihmisiin ja eri kulttuu-
reihin. Olin v&han harmissani siitd, ettei Ruotsi lahet-
tdnyt edustajia kilpailemaan, olisi ollut hauska ham-
mentdé heitd puhumalla heille ruotsia (didinkieleni on
ruotsi). Saunassa kuitenkin padsin vdhin juttelemaan
norjalaisten kanssa. Sauna oli suomalainen sauna muu-
ten, mutta yhdessd seinéssé oli suuri ikkuna ulos. Seli-
tin saunassa istujille, ettd Suomessa yleensd saunotaan
alasti ja naiset ja miehet saunovat erikseen, varsinkin
julkisilla paikoilla. Eniten ihmiset kummastelivat han-
keen hyppimista talvella.

Vapaa-aikaa oli paljon. Suurimman osan siitd vietin
uima-altaan &&ressd ottamassa aurinkoa. Ulkona oli
noin kaksikymmentéa astetta lammintéa, eli juuri sopi-
vasti. Illalla oli viileAmpi, joten pitkdhihainenkin tuli
kéyttoon, olihan vasta huhtikuu. Kilpailupaivien jal-
keen olimme ekskursiolla katsomassa vesiputousta. Se
oli vaikuttava.

EGMO on hieno kokemus. Vaikka kilpailu ei menisi
ihan nappiin, matka ja ihmiset monista maista kylla
kompensoivat sen.

Tehtavat

Tehtava 1. Maarita kaikki sellaiset reaaliset vakiot ¢,
ettd aina jos a, b ja c ovat kolmion sivujen pituudet,
niin my6s a? + bet, b2 + cat ja ¢ + abt ovat.

Tehtdva 2. Olkoot D ja E kolmion ABC sivujen
AB ja AC sisédpisteitd téssd jarjestyksessd niin, ettd

DB = BC = CFE. Suorat CD ja BE leikkaavat pis-
teessd F'. Osoita, ettd kolmion ABC sisdénpiirretyn
ympyran keskipiste I, kolmion DEF' ortokeskus H ja
kolmion ABC' ympéripiirretyn ympyrian kaaren BAC
keskipiste M ovat samalla suoralla.

[Kolmion ortokeskuksella tarkoitetaan sen korkeusjano-
jen leikkauspistetta.

Tehtéva 3. Olkoon d(m) positiivisen kokonaisluvun
m positiivisten tekijoiden lukumééra ja olkoon w(m)
luvun m erisuurten alkutekijéiden lukumééra. Olkoon
k positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd on olemassa
ddrettoméan monta positiivista kokonaislukua n, joilla
w(n) = k ja luku d(n) ei jaa lukua d(a® + b?) milldin
positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b, jotka toteuttavat
ehdon a + b = n.

Tehtava 4. Maarita kaikki kokonaisluvut n > 2, joilla
on olemassa kokonaisluvut x1,zs,...,2,—1, jotka to-
teuttavat ehdon, ettd jos 0 <i<mn,0<j<n,i#j
ja luku n jakaa luvun 27 4 j, niin z; < x;.

Tehtava 5. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Meil-
14 on n laatikkoa, joista jokaisessa on epénegatiivinen
méadré helmié. Jokaisella siirrolla saamme ottaa valitse-
mastamme laatikosta kaksi helmed, heittda pois toisen
helmista ja laittaa toisen helmen toiseen valitsemaam-
me laatikkoon. Helmien alkuperiisté asettelua kutsu-
taan ratkeavaksi, jos on mahdollista saavuttaa &érel-
liselld, (mahdollisesti nollalla) siirrolla tilanne, jossa ei
ole tyhjaa laatikkoa. Maarita kaikki sellaiset alkuperai-
set helmien asettelut, jotka eivit ole ratkeavia, mutta
jotka muuttuvat ratkeaviksi, kun yksi helmi lisdtédan jo-
honkin laatikkoon riippumatta siitd, mihin laatikkoon
helmi lisdtdan.

Tehtava 6. Maaritd kaikki funktiot f: R — R, jotka
toteuttavat ehdon

FW+22f(y) + f(2)?) = (y+ f(@) (@ + fy))

kaikilla reaaliluvuilla z ja y.

Ratkaisut

Tehtava 1. Téssd tehtdvissd avainasemassa ovat ns.
kolmioepayhtélot: luvut a, b, c € Ry ovat kolmion sivu-
jen pituudet tédsmaélleen silloin, kun

a+b>c, b+c>a ja c+a>h
Osoittautuu, ettd vakion ¢ arvoiksi kelpaavat tdsmal-
leen vilin [2/3, 2] luvut.

Osoitetaan ensin, ettd mikddn arvo t € |—o0,2/3[ ei
kdy tarkastelemalla hyvin litteda tasakylkistd kolmio-
ta, esimerkiksi kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat
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a=2—cjab=c=1, missi € € Ry on hyvin pieni.
Talloin
(0% + cat) + (¢® + abt) — (a® + bet)
=14+2—-e)t+1+(2—e)t—4+4de—e*>—t
=3t -2+ (4—2t)e — &2
Kun € — 0, lauseke ldhestyy arvoa 3t — 2 < 0, eli riit-
tavin pienelld € kolmioepayhtalot eivat pade luvuille

a® + bet, b? + cat ja ¢ + abt, eivitki ne silloin voi olla
kolmion sivujen pituudet.

Osoitetaan seuraavaksi, etteivit arvot ¢ € ]2, 00[ kiy
tarkastelemalla hyvin kapeaa tasakylkistd kolmiota,
esimerkiksi kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat a = ¢
jab=c=1, missd ¢ € Ry on jalleen hyvin pieni. Nyt
voidaan laskea jélleen
(b* + cat) + (¢* + abt) — (a® + bet)
=l+4et+1ltet—c®—t
=2—t+2e—¢.
Kun € — 0, lauseke lahestyy negatiivista arvoa 2 —t, ja
jélleen riittavan pienilla € kolmioepayhtéldt eivat pade
luvuille a? + bet, b2 + cat ja c® + abt, eivitka ne silloin
voi olla kolmion sivujen pituudet.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta ¢t € [1,2]. Téssé ta-
pauksessa, koska b+ ¢ > a, on
(b2 + cat) + (62 + abt) — (a2 + bct)
> (b2 +c2— 2bc) + (cat + abt — a2)
>0+ (a®t—a®) 2 0.
Samanlainen argumentti osoittaa, ettd myos muut kol-

mioepiyhtilot pitevit luvuille a? + bet, b + cat ja
¢ + abt.

Lopuksi, olkoon ¢ € [2/3,1[. Eliminoimalla epayhtalos-
td a tiedon b + ¢ > a avulla, saadaan
(b2 + cat) + ((32 + abt) — (a2 + bct)

= (b* + ¢*) + (cat + abt) — (a® + bet)
>4+ (t—1)a® — bet
S+ +(t—1)(b+c) — bet
=*+) +(t—1) (*+ ) + (t — 1) 2bc — bet
=t(B*+c*) +(t—2)be

t—2
:t<b2+c2+tbc)
>t(b2+c2—2bc) >0,

missd viimeiselle riville tultaessa on hyddynnetty sita
seikkaa, ettd koska t > 2/3, on oltava % > —2. Samal-
la tavoin voi todistaa kaikki kolmioepéyhtélot luvuille
a? + bet, b2 + cat ja c® + abt, ja olemme valmiit.

Tehtava 2. Olkoon wi se ympyré, jonka erds halkaisija
on BD, ja olkoon ws se ympyréa, jonka erds halkaisija

on CE. Olkoot liséksi O; ja Oy ympyroiden wy ja wo
keskipisteet. Tavoitteena on todistaa, etté pisteet I, H
ja M ovat kaikki janan O;02 keskinormaalilla. Keski-
normaalin pisteille on kéteva vaihtoehtoinen muotoilu:
piste P on janan 0105 keskinormaalilla tdsmélleen sil-
loin, kun PO; = POs.

Kasitellddn piste M ensimméisend, ja osoitetaan, et-
td MO1 = MO,. Ensinnédkin, varmasti BM = CM.

Toisaalta,
1
BOl = §

Lisédksi, kehakulmalauseen nojalla

~BD:%-CE:COQ.

LO1BM = ZABM = LZACM = LO;CM.

Nyt kolmiot AMBO;, ja AMCO5 ovat yhtenevia, ja
MO, = MOs.

Pisteiden I ja H kisittelyd varten esittelemme pienen
lemman:

Lemma. Olkoot wy ja we kaksi ympyrdid, joiden hal-
kaistjat ovat yhtd pitkdt ja keskipisteet O1 ja O, olkoot
A ja B eri pisteita ympyrdlld wy, ja olkoot C ja D eri
pisteitd ympyralld ws. Oletetaan, ettd suorien AB ja
CD leikkauspisteelle P pitee

AP-PB=CP-PD.
Télloin PO, = POs.

Todistus. Merkitddn ympyroiden wi ja wo sddettéd r.
Leikatkoon PO; ympyraa w; pisteissia X ja Y, ja lei-
katkoon POy ympyrad wo pisteissa Z ja W. Pisteen
potenssin nojalla

(PO, +71) (PO, —r) = XP-PY = AP - PB
=CP-PD=ZP-PW = (POy + 1) (POy —1).

Titen PO? —r? = PO3% —r?, ja on oltava PO; = PO,
miké oli todistettava. O

Olkoon K suorien BI ja CD leikkauspiste, ja olkoon
L suorien CI ja BE leikkauspiste. Koska BC = BD
ja BI on kulman ZCBD kulmanpuolittaja, on BK L
CD. Samoin, koska BC = C'E ja CI on kulman Z/ZECB
kulmanpuolittaja, on CL 1 BE. Téastd seuraa kaksi
asiaa. Ensinnakin Thaleen lauseen nojalla K on ympy-
rélld wy, ja L on ympyrélld wy. Toiseksi, kolmiot ABIL
ja ACIK ovat yhdenmuotoiset, ja on oltava

BI_CI
IL  IK’
Nyt lemman nojalla 107 = IOs.

eli BI-IK=CI-IL.

Olkoon U suorien DH ja EF leikkauspiste, ja olkoon
V suorien EH ja DF leikkauspiste. Koska H oli kol-
mion ADFEF ortokeskus, on DU | EF ja EV 1 DF.
Jalleen Thaleen lauseella seuraa, ettd U on ympyral-
14 w1 ja V on ympyralld ws. Ja samassa hengessa kuin
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aiemminkin, kolmiot ADHV ja AEHU ovat yhden-
muotoiset, ja on oltava

DH EH
—_— = i DH-HU =FEH-HV.
v 7Tk eli U V.

Nyt lemman nojalla HO; = HOs, ja olemme valmiit.

Tehtivi 3. Osoitetaan, ettd kaikki muotoa n = 2P~ tm
olevat luvut toteuttavat ehdon, kun luku m on sellai-
nen, ettd w(m) = k—1, kaikki luvun m alkutekijit ovat
suurempia kuin luku kolme ja luku p > 2 on alkuluku,

5)(;0—1)/2 >m

joka toteuttaa ehdon ( 1

Tehdéén vastaoletus: On olemassa positiiviset koko-
naisluvut a ja b niin, ettd a+b = n ja d(n) | d(a® +b?).

Muistetaan, etta
d(p‘flpgz .. pgk) = (a1 +1)(ag+1)- - (ag + 1).

Téaten
d(n) = pd(m)
ja siispa
p|d(a®+b?).
Vastaavasti téstd seuraa, ettd luvun a? + b% on oltava
muotoa

a2 + b2 _ qcpflr

3

missé ¢ on alkuluku ja syt(r,q) = 1. Johdetaan nyt
ristiriita erikseen tilanteissa ¢ > 5, ¢ = 3 ja ¢ = 2.
Aloitetaan tapauksesta ¢ > 5. Téssé tilanteessa halu-
taan johtaa ristiriita siitd, ettd toisaalta luvun n? pitda
olla suhteellisen iso (ennen kaikkea isompi kuin luvun
a? + b2, silla n? = (a + b)?), ja toisaalta se on aut-
tamatta liian pieni verrattuna siihen, mité tiedetdan
luvun a? + b2 tekijoista.

Tiedetdén, etta
(a4 b)? =n? = 227722,
Toisaalta
(@+b)2>a+ b2 =qP lr>qP gl > 501

joten
2222 > 5Pl

. 5 (p—1)

Taméa on kuitenkin luvun n oletusten nojalla mahdo-
tonta.

eli

Kasitelldan nyt tilanne ¢ = 3. Nyt siis
3| a®+ b7,

jolloin voidaan helposti todeta, ettd a = b = 0
(mod 3), jolloin n = a + b on myos jaollinen luvulla

kolme. Tamé& on kuitenkin ristiriita, silld oletimme, et-
td n = 2P"Im, ja ettd luvun m alkutekijit ovat suu-
rempia kuin luku kolme.

Siirrytdan viimeiseksi tapaukseen ¢ = 2. Nyt
a+b=n=2""tm

ja
a? + b% =2~ 1y,

Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen

1. a=2%; ja b= 2%by, missi o # B ja luvut ag ja by
ovat parittomia

2. a =2%g ja 2%bg, missa luvut ag ja by ovat paritto-
mia.

Aloitetaan ensimméisestd tapauksesta. Voidaan olet-
taa, ettd a < 8. Koska

Pl =n=a+b=2%+2%, =2 (ao + 2ﬂ*°‘b0) ,
joten p — 1 = «. Siispa
2P~ = g2 4 1% = 22p*2a3 + 2%8p,

— 922 (g 4 220227

joten
cp—1=2p—2.

Tamé on kuitenkin mahdotonta, joten tapaus yksi on
nyt kasitelty loppuun.

Siirrytdan nyt toiseen tapaukseen a = 2%ag ja b = 2%bg.
Nyt
27t =n=a+b=2%ag + by),

joten a < p — 1. Liséksi nyt
2P lp — g2 4 2 = 22aa(2) + 22“b8 = 22a(a8 + b3)7

joten
2 2 _ gcp—1—2a
ay+by=2 7.

Koska ag ja by ovat parittomia, pétee
ag +b2 =2 (mod 4).

Taten cp—1—2a =1, joten a+1 = 5p, ja koska o +1
on kokonaisluku, on my6s luvun $p oltava kokonaislu-
ku, ja koska luku p on pariton alkuluku, on luvun c
oltava parillinen, joten $p > p, eli @ + 1 > p. Tiede-
tadn toisaalta, ettd a < p — 1, eli p > a + 1, mika on
ristiriita.

Tehtavi 4. Osoittautuu, ettd halutunlaisia lukuja ovat
tdsmaélleen luvut muotoa 2%, missd a € Z,, ja luvut
muotoa 3 - 2%, missid o € Zy U {0}.

Aloitetaan toteamalla, ettd vain lukujen x1,...,%,_1
suuruusjirjestykselld on vélid, joten voimme keskit-
tyd siihen. Todetaan lisdksi, ettd jokaisella ¢ €
{1,...,n — 1} 16ytyy enintaéan yksi j € {1,...,n — 1},
jolle 2i + j = 0 (mod n). Nimittdin, jos 10ytyisi toi-
nenkin, sanokaamme luku j’, niin olisi j = —2i = j’
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(mod n), ja joukon {1,2,...,n — 1} kaksi lukua voivat
olla kesken&édn kongruentit modulo n vain silloin, kun
ne ovat peréti yhtd suuret.

Tutkitaan seuraavaksi, milloin luvulle 7 ei 16ydy lukua
j,jolle n | (2i + j) ja ¢ # j. Néin on tdsmélleen silloin,
kun 2i+4i =0 (mod n) tai 2 =0 (mod n). Edellisessé
tapaus toteutuu tasmélleen silloin, kun n | 3¢, eli kun
i = n/3 tai ¢ = 2n/3. Jalkimméiinen tapaus toteutuu
tasmaélleen silloin, kun ¢ = n/2.

Olkoot J ={1,...,n—1}ja I =J\ {n/3,2n/3,n/2}.
Nyt voimme jokaiselle ¢ € I sopia, ettd f(i) on se yk-
sikéisitteinen j € J, jolle ¢ # j ja n | (2 + 7). Nyt
kokonaisluvut x1,...,x,_1 toteuttavat tehtdvinannon
ehdot vain ja ainoastaan silloin, kun x; < xs(;) kaikilla
tel.

Nyt meilld tulee olemaan tédsmélleen kaksi mahdolli-
suutta. Joko

I jokaisella i € I laskettaessa f(3), f(f(7)), fF(f(f(7))),
... lopulta paadytdén johonkin luvuista n/3, 2n/3

tai n/2, tai
I (i) € I kaikilla € 1.

Tapauksessa I tehtdvinannon mukaiset luvut xq,...,
Zn_1 on helppo valita. Erds konkreettinen tapa valita
tallaiset luvut on sopia, ettd kaikilla ¢ € J asetetaan
luvuksi x; se pienin positiivinen kokonaisluku k; € Z,

jolle jonossa f(2), f(f(4)), f(f(f(9))),... k. jasen on jo-
kin luvuista n/3, 2n/3 tai n/2.

Tapauksessa II voimme tarkastella ddrettomén pitkéa
jonoa f(1), f(f(1)), f(f(f(1))),..., jossa voi esiintyé
vain &érellisen montaa eri arvoa, ja jonka on siksi tois-
tettava itseddn. Erityisesti, jotkin kaksi eri jonon j&-
sentd, sanokaamme ¢ ja j, ovat yhtd suuret. Tall6in
ndhdaan, ettd lukujen x1,...,x,_1 olisi toteutettava
ristiriitaiset ehdot

Ty <Tpe) <TfG)) < --- < Tj = Ty

Jos luvussa n on alkutekija p, jolle p > 5, niin silloin
jonossa

(mod n)

esiintyy vain luvulla p jaottomia elementtejé, eika siis
mitddan luvuista n/3, 2n/3 ja n/2. Samassa hengess,
jos 9 | m, niin mikd&n edelld mainitun jonon luvuista
ei ole kolmella jaoton, kun taas jokainen luvuista n/3,
2n/3 ja n/2 on.

Jotta tapaus I voisi péted, on siis oltava n = 2¢ jollakin
o € Zy tain =3 -2 jollakin o € Z1 U {0}.

on n = 2% niin silloin F =
)), missd f esiintyy « kertaa, on = 0

Lopuksi, jos
PG F(0)

(mod n), ja jos n = 3 -2% niin F = 2% tai 2 - 2%
(mod n), eli F on toinen luvuista n/3 ja 2n/3.

Tehtava 5. Viitdmme, ettd halutunlaisia kivien ase-
telmia ovat tédsmélleen ne, joissa on 2n — 2 kived, ja
joissa jokaisessa laatikossa on parillinen méaara kivia.

Numeroidaan laatikot 1,2,...,n. Merkitddn laatikoi-
den kivien lukumééarid kokonaislukuvektoreilla z =
(x1,x2,...,x,) niin, ettd x; merkitsee 7. laatikon ki-
vien lukuméérid, missé siis ¢ € {1,2,...,n}.

Ratkaisun ideana on méaritelld kullekin kivien asetel-
malle niin sanotusti semi-invariantti suure; luku, joka
kussakin sallitussa kivioperaatiossa joko pysyy muut-
tumattomana tai pienenee. Taéman hyodyllisen ominai-
suuden omaava suure on

D(x)if“;lj,

missé || merkitsee tavanomaista lattiafunktiota: jos
« € R, niin [«] on suurin kokonaisluku n, jolle n < a.
Erityisesti, jos m € Z, niin

m—1| [(m—1)/2 kun m on pariton, ja
2 1 (m—1)/2—1/2 kun m on parillinen.

Siispé toinen tapa kirjoittaa lauseke on

DW:T"”@’

missd P(z) on vektorin x parittomien komponenttien
lukumaééri, ja N(z) = z1 + ... + z,.

Tarkastellaan, mitd lausekkeen D(z) arvolle kiy lail-
lisessa siirrossa. Poistetaan siis laatikosta ¢ kaksi ki-
ved ja lisdtadn laatikkoon j # i yksi. Tietysti lauseke
|(z; —1)/2| pienence yhdella. Jos x; on pariton, niin
(xj—1)/2 on kokonaisluku, jolloin |(z; — 1)/2] ei muu-
tu. Jos taas x; on parillinen, niin |(z; — 1)/2] kasvaa
yhdelld. Téten lausekkeen D(x) arvo joko pysyy muut-
tumattomana tai pienenee yhdelld (sen mukaan, oliko
x; pariton vai parillinen).

Jos mikédédn laatikko ei ole tyhja (eli z; > 0 jokaisella
i € {1,...,n}), niin silloin varmasti D(x) > 0. Koska
D(z) ei koskaan kasva laillisissa operaatioissa, on myos
oltava D(x) > 0 kaikille ratkeaville kivien asetelmille .

Toisaalta, jos D(z) > 0, niin silloin kivien asetelma x
on ratkeava; nimittéin, jos merkitdan p; = [(z; — 1)/2]
jokaisella ¢ € {1,...,n}, niin ¢. laatikko on tyhji tés-
maélleen silloin, kun p; = —1, jolloin tyhjien laatikoiden
lukumééara on — Zpi <o Pi- Toisaalta, kun p; > 0, lu-
ku p; kertoo tdsmélleen, kuinka monta kertaa laillisen
operaation voi suorittaa i. laatikolle niin, ettéd 7. laa-
tikkoon vield jai ainakin yksi kivi. Koska D(x) > 0,

on
*Zpiﬁ Zpi:z:pu

pi<0 pi=0 pi>0
eli laillisia operaatioita voi suorittaa vdhintddn yhta
monta kuin tyhjia laatikoita on.
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Téaten asetelma x on ratkeava jos ja vain jos D(z) > 0,
eli jos ja vain jos

P(z) > 2n — N(x).

Liséksi, koska 21 + ...+ x, = P(z) (mod 2), asetelma
z ei ole ratkeava tdsmaélleen silloin, kun

P(z) <2n—2— N(z).

Erityisesti, jos P(z) = 0, niin asetelma z on ratkea-
va jos ja vain jos N(x) > 2n — 1, ja ei-ratkeava jos ja
vain jos N(x) < 2n — 2. Nyt tieddmme, ettd asetelmat,
joissa P(x) = 0 ja N(z) = 2n — 2, ovat halutunlaisia
asetelmia, eli riittdd endéd osoittaa, ettd halutunlaisille
asetelmille patee P(x) =0 ja N(z) =2n — 2.

Oletetaan seuraavaksi, etta kivien asetelma 7’ saadaan
asetelmasta x lisddmaélla johonkin laatikkoon yksi kivi.
Tallsin P(z') on toinen luvuista P(z) + 1 ja P(z) — 1.
Jos z’ on ratkeava ja x ei ole, niin

P(z) <2n—2— N(z),
ja
P(x')>2n— N(z') =2n—1— N(x).
Siispé on oltava P(z’) = P(x)+ 1, eli kivi lisittiin laa-
tikkoon, jossa oli parillinen mééra kivid. Asetelmaan
x, joka ei ole ratkeava, voi siis lisdtd kiven mihin ta-
hansa laatikkoon niin, ettd saadaan ratkeava asetelma

tasmalleen silloin, kun sen jokaisessa laatikossa on pa-
rillinen méara kivia.

Lopuksi, halutunlaisille x on siis padettava

0=P(z)<2n—-2— N(z)
ja

1= P(2') > 2n— N(x),

misté seuraa, ettd N(z) = 2n—2, ja véite on todistettu.
Tehtava 6. Huomataan ensin, ettd funktiot f(z) = z,
f(z) = —z ja f(x) = § —z toteuttavat funktionaaliyh-
télon. Tarkistetaan:

Jos f(x) = x, niin

FW2 +22f(y) + f(2)?) = y* + 20y + 2% = (x + y)*
=+ f(2)(x+ fy)-

Jos f(x) = —x, niin

FWP+22f(y) + f(2)?) = = —22f(y) — f(x)?
=~y + 2y —a2® = —(z —y)*
=+ f(@) @+ f(y).

Jos f(x) = § — «, niin
F(y? +2xf(y) + f(2)?)
=5 —y* = 22f(y) - f(2)’

I
N =
|
<
()
|
]
8
S
N =
|
N
~~_
|
7N
[N
|
8
~~_
[\v]

Osoitetaan seuraavaksi, ettd mikédn muu funktio ei
funktionaaliyhtdloa toteuta. Sijoitetaan y = — f(x), sil-
14 talld sijoituksella funktionaaliyhtélon oikea puoli on
nolla:
F(2f(x)* + 2¢f(—f(x))) = 0.

Tastd seuraa, ettd ainakin jollakin arvolla funktio saa
arvon nolla. Osoitetaan seuraavaksi, etté téallaisia arvo-
ja voi olla vain yksi.

Oletetaan, ettd f(u) = 0= f(v). Tavoitteemme on siis
osoittaa, ettd u = v. Tehdaén sijoitus x = y = u alku-
perdiseen yhtaloon. Saadaan

fu?) = u?.
Tehdédédn nyt sijoitus x = y = v ja saadaan vastaavas-
ti f(v?) = v?. Tehdddn seuraavaksi sijoitus z = u ja
y = v. Saadaan

%) = v
ja sijoituksella x = v ja y = u saadaan f(u?) = uv. Tie-
diamme siis, ettd f(u?) = uv = u? ja f(v?) = uv = v%
Siispd u = v. Téten on olemassa yksikésitteinen luku
a, jolla f(a) = 0. Koska

F2f(2)* + 22 (= f(2))) =0,
niin
9 a
P +af(~f) =5
kaikilla x.
Tarkastellaan nyt pisteitd z; ja xo, joissa funktio saa
saman arvon. Edelld todistetun nojalla tieddmme, et-
ta mikdli ndmé pisteet ovat erisuuret, niin f(z1) =
f(z2) # 0. Oletetaan siis, ettd néin on.

Nyt
@)+ anf (= (@) = 5 = fl@2)” + w2 f(~f(2).

joten

z1f(=f(z1)) = 22 f (= f(22))
=22 f(=f(z1)) = 21 f (= f(22)).

Ensimmaéinen yhtédsuuruusmerkki seuraa edellisesté yh-
télostd suoraan sieventdmaélld, toinen ja kolmas taas
korvaamalla f(z2) arvolla f(x1) (tal pdinvastoin), jo-
ka on yhta suuri. Nyt on kaksi vaihtoehtoa, joilla tdma
yhtdloketju voi péatei: joko x1 = zo tai f(—f(z1)) =
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f(=f(x2)) = 0, jolloin f(x1) = f(x2) = —a. Kasitel-
lddn nyt naistd jalkimmaista tapausta tarkemmin. Mi-
kili f(z1) = f(z2) = —a, niin sijoitetaan tehtdvinan-
non yhtaloon ¢ = a ja y = x1. Nyt

f(@7 +2af(x1) + f(a)?) = (21 + f(a))(a+ f(z1)),

joten
f(z?—2a*) =0,
eli
2 —2a® = a.

Vastaavasti saadaan x3 —2a? = a, joten 2% = 3, ja siis

I = :l:fﬂQ.

Alkuperéisen yhtalon oikea puoli ei muutu, vaikka lu-
kujen x ja y jarjestys muutettaisiin. Siispa myos vasem-
pien puolien pitd4 olla samat. Saadaan

F? +20f(y) + f(2)?) = f(2® + 2yf () + f()?)
kaikille = ja y.

Edelld olemme osoittaneet, ettd mikali f(x1) = f(z2),
on oltava 1 = Z+x9. Hyddynnetddn nyt tata tietoa.
Edellisen yhtéalon nojalla on siis padettavé joko

v +22f(y) + f(2)® = 2” + 2y f(2) + f(y)?

tal
v+ 20f(y) + f(2)? = — (2 + 2yf (2) + f(1)?) .

Mikéli f(y2 +2zf(y) + f(a?)Q) = 0, on padettivi, ettd
y?+22f(y)+ f(2)* = 2° + 2y f(x) + f(y)*, koska funk-
tio saa arvon nolla yksikésitteisessé paikassa. Jos siis
pitee y* + 2z f(y) + f(2)? = — (2° + 2yf(2) + f()?),
pitee myos f(y2 +2zf(y) +f(:1c)2) # 0. Tdma on
kuitenkin mahdotonta, silld télloin tulisi pated myds
(y + f(2))(x + f(y)) # 0, mutta yhtals y* + 2z f(y) +
f(@)? = — (22 +2yf(z) + f(y)?) voidaankin kirjoittaa
toisin muodossa (f(z) +v)? + (f(y) + )% = 0, miki on
ristiriita ehdon (y + f(x))(z + f(y)) # 0 kanssa. Ainoa
vaihtoehto on siis, etta kaikilla x ja y pétee

v+ 22f(y) + f(2)® = 2” + 2y f(2) + f(y)*.

Sijoitetaan nyt tédhédn yhtdloén y = 0, jolloin saa-
daan f(z)? = (f(0) — x)2. On siis padettivi, f(z) =
+(f(0) — x). Kirjoitetaan f(x) = s(z)(f(0) — x), jossa
siis funktio s(x) voi saada arvonaan luvun —1 tai lu-
vun 1, eikd mitddn muita arvoja. Kun sijoitetaan tama
yhtéloon y* 4 2z f(y) + f(x)* = «* + 2yf(z) + f(y)?,
saadaan

z(ys(y) + F(0)A = s(y))) = y(zs(x) + F(0)(1 = s(x))),

eli
0)(1 —s(x 0)(1—s
oy 4 TOA=s@) O = ()

T Y
kaikilla = # 0 ja y # 0. Koska z ja y ovat tdysin toisis-
taan riippumattomia, voidaan nyt kiinnittda y vakiok-
si. Talloin lausekkeen s(z) + M arvon pitéa
olla vakio muuttujan x arvosta riippumatta.

Jos f(0) = 0, niin funktion s(z) on oltava vakio, eli
f(x) = x kaikilla x tai f(z) = —z kaikilla z.

Oletetaan seuraavaksi, ettd f(0) # 0. Mikéli nyt s(x) =
—1 kaikilla & # 0, niin funktion —1 + %(0) pitda olla
vakio kaikilla z # 0. TA&mé& on kuitenkin mahdotonta,
joten néin ei voi olla.

Jos f(0) # 0 ja s(z) = 1 kaikilla z # 0, niin on olta-
va f(z) = f(0) — x, ja sijoittaen tdmi alkuperidiseen
tehtdvinannon yhtiloon saadaan 2f(0)%2 = f(0), joten
F0) =3

Jos taas f(0) # 0 ja on olemassa nollasta poikkeavat

luvut z ja y, joilla s(x) = —1 ja s(y) = 1, niin sijoittaen
yhtaloon
0)(1— 0)(1 —
s(x) + fO)0 = s(@) =s(y) + fO —s(y))
x Y
saadaan
1 + L(O) — 17
T

jolloin x = f(0). Tallin kaikilla muilla luvun x arvoilla
on padettavd f(z) = f(0) — x, ja talloin on padettavi
10) = 3.

Viitteet

[1] European  Girls’  Mathematical — Olympiad
2014, Antalya, Turkey, Problems and So-
lutions, Day 1, saatavilla osoitteesta http:

//egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/
files/solutions-dayl.pdf.

[2] European Girls’  Mathematical Olympiad
2014, Antalya, Turkey, Problems and So-
lutions, Day 2, saatavilla osoitteesta http:

//egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/
files/solutions-day2.pdf.

[3] Scoreboard for EGMO 201} in Turkey, https://
WWw.egmo.org/egmos/egmo3/scoreboard/.


http://egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/files/solutions-day1.pdf
http://egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/files/solutions-day1.pdf
http://egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/files/solutions-day1.pdf
http://egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/files/solutions-day2.pdf
http://egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/files/solutions-day2.pdf
http://egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/files/solutions-day2.pdf
https://www.egmo.org/egmos/egmo3/ scoreboard/
https://www.egmo.org/egmos/egmo3/ scoreboard/

	Euroopan tyttöjen matematiikkaolympialaiset Antalyassa, Turkissa, 10.–16.4.2014

