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Matematiikkaa muinaisuudesta — Itamaan tietajien

laskentoa

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Tunnemme kaikki joulukertomuksen. Téarkeété osaa sii-
né esittdviat Itdmaan tietdjét, jotka ovat hdmmenty-
neet havaitsemastaan uudesta tdhdestd. Missd olivat
nuo Itdmaat? Luultavasti legendan sepittdjit ovat aja-
telleet seutua, joka Raamatussa tunnetaan Kaksoisvir-
tain maana eli Mesopotamiana ja joka nykydéan on le-
votonta Irakia. Aluehan on itddn péin Palestiinasta.

Joulukertomus ei tietdjien osalta ole vain mielikuvitus-
ta. Kaksoisvirtain, siis Eufrat- ja Tigris-jokien alueella
oltiin muinaisuudessa todellakin monissa suhteissa tie-
don karjessa. Erityisesti tahtitiede ja matematiikka oli-
vat aikakauden kehittyneimpié. Ja yha voimme tunnis-
taa muutamia arkieldim&dmmekin kuuluvia laskennon
piirteitd, joiden juuret ovat ldhes neljan tuhannen vuo-
den péadssi, matemaattisessa kulttuurissa, jota on ta-
pana kutsua babylonialaiseksi. Nimitys on hiukan yleis-
tavé, koska vuosisatojen ja -tuhansien aikana aluetta
asuttivat monet kansat alkaen sumerilaisista.

Mesopotamian kulttuurin ja matematiikankin yhdisté-
va ulkoinen piirre on alueen varhaisten asukkaiden su-
merilaisten kehittdmé nuolenpéad- eli kiilakirjoitus, jo-
ta sitten kaikki myohemmétkin alueen asukkaat kaytti-
vat. Kirjoitussymbolien kiilamuoto johtuu siité, ettd ne
synnytettiin painamalla poikkileikkaukseltaan kolmio-
maista kirjoitinpuikkoa vinosti saveen. Koviksi poltetut
savitaulut ovat erittiin kestévid, ja arkeologit ovat kai-
vaneet niitd esiin tuhansittain. Joukossa on kolmisen-
sataa taulua, joiden siséltdo on tunnistettu matemaat-

tiseksi.

Mielenkiintoisimmat taulut ovat vuosilta 1800-1600
eKr. Tuolloin Mesopotamiaa vallitsivat babylonialaiset
ja sen hallitsijat kuuluivat lainsdatdjakuningas Ham-
murabin dynastiaan.

60-kantainen paikkajarjestelma

Olemme tottuneet luvun 10 vallitsevaan asemaan maa-
ilmassamme. Kun nimedmme lukuja tai kirjoitamme
niitd, pohjana on kymmenen. Useimmat mittayksik-
kémme ja niiden nimedminen perustuvat kymmenjar-
jestelméan. Merkittdvan poikkeuksen muodostavat kui-
tenkin ajan ja kulman mittaamisen yksikét. Tunti ja-
kautuu 60 minuuttiin samoin kuin kulmanmittauksen
aste, ja minuutissa on 60 sekuntia.

Téamé poikkeama (jota Ranskan vallankumouksen ai-
kaan 1700-luvun viimeisind vuosina yritettiin tulok-
setta korjata) perustuu babylonialaisten kaytantoihin
4000 vuoden takaa. Taustalla oli my0s nerokas oival-
lus, joka muuntuneena eldd yhé. Kysymyksessé oli lu-
kujen merkitseminen paikkajirjestelmén avulla. Sama
numeromerkki voi tarkoittaa eri lukua siitd riippuen,
mihin kohtaa numeron merkintdi se on laitettu. Mer-
kinnéssa 512 75” tarkoittaa viittd sataa, merkinnéssa
51 viittd kymmenta ja merkinnéssa 5 vain viitta.
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Babylonialainen numeromerkinta noudatti samaa peri-
aatetta, mutta meidén kymmenen numeromerkkimme
sijasta he muotoilivat nuolenpaistd 59 erilaista nume-
romerkkié, jotka yksindédn tarkoittivat lukuja yhdesta
59:4én. Mutta lukua 60 he merkitsivat samalla merkil-
& kuin ykkostd. Luvun 61 merkkiné oli kaksi vierek-
kéistd ykkosen merkkid, 62 syntyi ykkosen ja kakkosen
merkeistd jne. Babylonialaiset eivét aluksi hoksanneet
puuttuvan merkin korvaavan nollan periaatetta, jolla
me erotamme toisistaan vaikkapa luvut 1 ja 10 tai 11
ja 101. Niinpa asiayhteydesta oli ymmaérrettiva, milloin
ykkosen merkki tarkoitti lukua 1, 60, 60 - 60 = 3600 tai
vaikkapa 1/60. Babylonialaisen merkintidtavan peruja
ovat yhé asteen tai tunnin jako minuuteiksi ja edel-
leen sekunneiksi. Lukujarjestelmaé, jonka kantaluku on
60, kutsutaan seksagesimaalijirjestelmdksi. Kun em-
me endd osaa tai halua kayttdd babylonialaisten nuo-
lenpddmerkintdja, niin vakiintuneeksi tavaksi on tullut
merkitd niin, ettd esimerkiksi merkinnélla a,b;c tar-
koitetaan seksagesimaalilukua a - 60+ b+ ¢/60 ja a, b, c
kirjoitetaan meille tutuilla numeroilla. Siten 3, 25; 30 on
luku 3 - 60 + 25 + 30/60 = 205,5.
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Nuolenpddkirjoituksen numeroita.

Mistd tuo 60 saatiin? Sitéd ei tiedetd, mutta jo kaik-
kein vanhimmissa sailyneissi sumerilaisissa savitauluis-
sa, jotka ovat ajalta ennen nuolenpéaékirjoituksen syn-
tyd, esiintyi yksinkertaisia symboleja, jotka liittyivét
neljaédn lukuun: 1, 10, 60 ja 3600.

Babylonialaisten kaytdnnollinen numeromerkinté teki
tarkat numerolaskut periaatteessa yhtéd helpoiksi kuin
nykydankin. Kun me laskemme padssd tai paperilla,
kiytdmme hyviksi muistiamme, johon on alakoulussa
yritetty tallettaa lukujen 1 — 9 vélisten yhteen- ja ker-
tolaskujen tulokset. Lopusta huolehtivat laskusdannot,
jotka esimerkiksi tekevéit mahdolliseksi useampinume-
roisten lukujen laskutoimitukset. Babylonialaisten las-
kijoiden tilanne oli haastavampi: 60-jarjestelmén kayt-
t6 edellyttdd isomman yhteenlasku- ja kertolaskutau-
lun hallintaa kuin mitd me tarvitsemme. Lukuisia sa-
vitauluja, joihin on kirjoitettu laskijoiden ty6ta helpot-
tavia kertotauluja, on 16ytynyt.

Toisaalta 60-jarjestelmén jakolaskut olivat usein hel-
pompiakin. Tama johtuu siité, ettd luvulla 60 on monta
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Yhdeksin kertotaulua seksagesimaalijirjestelmdssd.

Babylonian algebraa ja algoritmeja

Peruslaskutoimitusten lisdksi babylonialaiset hallitsi-
vat muita taitavia laskumenetelmia. Esim. nelijuuri
\/a saatettiin laskea varsin tarkan likiarvomenetelmén

\/52\/7127—1—1)%n+i:1<n+g)
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avulla; tdssd n” on suurin a:ta pienempi kokonaislu-
vun nelié. Approksimaatio on sama kuin se, joka saa-
daan, kun neliGjuurifunktion potenssisarjasta otetaan
kaksi ensimméistd termiéd. Babylonialaisella menetel-
malld esimerkiksi luvun /27 likiarvo on 5,2, miké ei
ole kaukana oikeasta arvosta 5,19615... Toisessa me-
netelméssi lahdetddn approksimaatiosta jostain /a:n
mahdollisesta likiarvosta a; ja muodostetaan sitten pe-
rakkain

2

a ai + by a
by =—, az= ) =
aq 2 a9
Néin saadaan muutaman askelen jilkeen sangen tark-
ka y/a:n likiarvo. Itse asiassa syntyy kaksi lukujonoa,
joiden raja-arvo on \/a. Téatd babylonialaiset tuskin oi-
valsivat: raja-arvo tuli matematiikkaan vasta tuhansia
vuosia my6hemmin. — Edelld kaavoina esitetyt lasku-
toimitukset esiintyvit savitauluissa vain luvuilla teh-
tyind. Matematiikan kaavakieli syntyi vasta muutama
sata vuotta sitten, samoin se, ettd kaavoihin laitetaan

kirjaimia lukuja edustamaan.
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Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaava opitaan koulussa,
mutta tarpeen vaatiessa usein tarkistetaan esimerkik-
si taulukkokirjasta. Mutta jo noin 4000 vuotta van-
hat babylonialaiset tekstit osoittavat, ettd babylonia-
laiset tunsivat toisen asteen yhtalon ratkaisumenetel-
mén. Se ei kyllakddn esiinny yleispatevina ratkaisu-
kaavana, vaan numeroesimerkkien muodossa. Esimer-
kit ovat kuitenkin selvésti tunnistettavissa yleisen me-
todin opetusvélineiksi. Eradssa tulkitussa savitaulussa
kysytddn nelion sivua, jos ala vihennettyna sivulla on
14, 30 (eli 14 - 60 + 30 = 870). Tehtavin ratkaisu on
seuraava:

Ota puolet yhdesté, eli 0; 30 ja kerro 0; 30 0; 30:114, joka
on 0; 15; lisdd tdma 14, 30:een, joka on 14, 30;15. TAméa
on 29;30:n nelio. Lisda 0;30 29; 30:een, ja tulos on 30
eli nelion sivu.

Selvisti kyseessd on yhtilon 22 —px = ¢ ratkaisukaavan

_ 2)2 p
¢ = (2 ta+g

kaytto, kun p = 1 ja ¢ = 870. — Koska negatiiviset
luvut eivit olleet kiytossd (ne keksittiin Intiassa vas-
ta ensimmaéiselld vuosituhannella jKr.), antiikin aika-
na toisen asteen yhtélot saattoivat olla vain muotoa
22 =pr+q, 22 +pr =qjax?+q=pr, missi p jaq
ovat positiivisia.

Esitellaan vield toinen tyypillinen babylonialainen esi-
merkki yhtalonratkaisusta, nykyaikaisin symbolein ja
merkinnéin: médritd z, jolle 22 + 6z = 16. Aseta
y = x + 6. Ratkaistavana on yhtaloryhma

Jos y = a+ 3 ja z = a — 3, niin jilkimma&inen yh-
tdlo on a? — 9 = 16, josta a = 5, x = 2. — Tyyppii
722 4+ 62 = 1 olevaa yht#lod ei sievennetty nykyta-
paan jakamalla xz2:n kertoimella, vaan kertomalla koko
yhtédlo 7:114: yhtéloksi saadaan (7z)% + 6(7x) = 7 eli
y?+6y="7jostay=1 o= %
Babylonialaisessa matematiikassa esiintyy jopa toista
astetta korkeamman asteen polynomiyhtél6éihin joh-
tavia tehtavid; sellaisia ratkaistiin erikoistapauksissa
kayttamalla apuna mm. n> 4+ n? -taulukkoja. Taulukoi-
den avulla ratkaistiin myos korkolaskujen yhteydessa
vastaan tulevia eksponenttiyhtdloita.

Geometria ei ollut vahva alue

Babylonialaisten matematiikka (kuten muidenkin mui-
naiskulttuurien matematiikka) suuntautui voittopuo-
lisesti laskentoon ja algebraan. Geometriasta lienee
heille ollut tuttu ainakin Pythagoraan lauseen sisilto.

Erasssd savitauluista puretussa tehtédvéssd kysytdén,
miten kauas 30 yksikkod pitkdn sauvan alapdi jou-
tuu pystysuorasta seindstd, kun ylapédaté lasketaan 6
yksikkod. Pythagoraan lauseen mukainen ratkaisu on

/302 — (30 — 6)2 = /324 = 18.

Omalaatuisin todiste siité, ettd Pythagoraan lause tun-
nettiin Babyloniassa, on luonteeltaan aritmeettinen, ni-
mittdin paljon tutkittu ja monien selitysten kohteena
ollut savitaulu, joka tunnetaan nimelld Plimpton 322.
Siind on seksagesimaalilukuja

1;59,0,15 1,59 2,49
1;56,56,58,14,50,6,15 56,7 1,20,25
1:55,7,41,15, 33, 45 1,16,41 1,50,49
1:53,10,29,32,52,16  3,31,49 5,9,1

b

Yksi taulun selitys on, ettd siind olevat luvut olisi-

c
vat lukuja (—,a,c), missi a? + b?> = 2. Tamin eh-

2 )
don toteuttagat positiivisten kokonaislukujen kolmikot
(a,b,c) ovat ns. Pythagoraan lukuja. On tunnettua, et-
td jos kolmikon luvuilla ei ole yhteisié tekijoité, niin lu-
vuista a ja b tasan toinen on parillinen; jos se on b, niin
on olemassa yhteistekijattomat kokonaisluvut p ja ¢ si-
ten, ettd a = p? — g%, b = 2pq ja ¢ = p? + ¢>. Plimpton-
taulun luvut olisivat alku taulukolle, jossa ovat kaikki

téllaiset, arvoillap < 125jal < P < 14v/2 saatavat lu-
q

24 g2
vut jarjestettynd suureen

mukaan. — Plimpton

322:n merkityksestd keskustellaan jatkuvasti, ja erilai-
sia tulkintoja on useita. — Kreikkalaista Pythagorasta
koskevat legendat kertovat hdnen saaneen oppia Baby-
loniasta.

Geometrisissa laskutehtavissd babylonialaiset kéyttivét
usein menetelmia, jotka eiviat anna ihan tarkkoja tulok-
sia. Erddn tehtdvin mukaan jana, joka jakaa nelikul-
mion, jonka sivut ovat a, b, ¢ ja d, kahteen yhta suureen
osaan (ja yhdistdd b- ja d-janat), olisi pituudeltaan

a? + b2
5

Tulos on tarkka vain, jos nelikulmio on puolisuunni-
kas. My0s esimerkiksi katkaistun pyramidin tilavuu-
delle 16ytyy babylonialaisista savitauluista seké véaria
etta oikeita laskutapoja.

Babylonialaisten tekstien tiedot ympyrdnmitannosta
osoittavat, ettd ympyran ala A laskettiin sen kehén p

avulla kaavaa
2

4=P
12
vastaavalla tavalla. Tadma merkitsisi kehén ja halkaisi-
jan yksinkertaista suhdetta 3. Erdisté teksteista 10ytyy
parempi likiarvo 3% (sddnnollisen kuusikulmion piirin
suhde ympéri piirretyn ympyran kehdéan on 0; 57, 36).
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Myo6s Vanhassa Testamentissa (joka ymmérrettavisti
heijastelee monin tavoin babylonian kulttuuria, olivat-
han juutalaiset Baabelin vankeudessakin) esiintyy "m:n
arvo 3”, kuten Ensimmaéinen Kuningasten Kirja (7:23)
kertoo:

Yleisid matemaattisia teoreemoja eivit babylonialaiset
sen paremmin kuin egyptildisetkddn tietojemme mu-
kaan tunteneet eivatkd todistaneet: heiddn matema-
tiikkansa oli (kuten ”insinéérimatematiikka” nykypéi-
vindkin) kokoelma toimintaohjeita, ei niiden perustelu-

ja. Ja moni tarpeellinen tieto katsottiin aputaulukois-
ta. Matematiikka oppina, jossa se mitd tiedetddn ja
tehdéddn, on aina vastaansanomattomasti perusteltua,
syntyi vasta Kreikassa, yli tuhat vuotta babylonialai-
sen matematiikan kukoistuskauden jalkeen. Mutta toki
suuri osa matematiikasta ja sen kaytostd tapahtuu ny-
kyadnkin niin, ettd kiyttajd, insinoori esimerkiksi, so-
veltaa matemaattista tietoa ongelmiinsa liiemmaélti pe-
rusteluja kyseleméttda. Matematiikassa ja sen kéytossa
voi yha nahda sekd babylonialaisen ettd kreikkalaisen
perinnon.

Hin [Salomo| teki myds meren, valetun, kymmenté
kyynéraé levedn reunasta reunaan, ympériinsé pyoredn
— — ja kolmenkymmenen kyynérin pituinen mittanuora
ulottui sen ympéri.

Babylonian vaikutus niakyy yha

Babylonian kulttuuri ja muinaisen Egyptin kukoistus
ovat karkeasti samanaikaisia. Matematiikassa ja laske-
misessa babylonialaiset olivat yleensd Niilin rantojen
asukkaita edella.

Kansainvilinen tilastojen luku- ja kayttotaitokilpailu jalleen kidynnissi — tervetuloa
mukaan!

Miten saada nuoret innostumaan numeroidentéyteisesté tilastojen maailmasta? MAOL ry, Suomen Tilastoseu-
ra ry ja Tilastokeskus jérjestdvit joka toinen vuosi kdynnistyvin Suomen kansallisen Tilastokilpailun, jossa
ylédkoulu- ja lukioikdiset pédsevit joukkueina ndyttdmédn tutkimuksentekotaitonsa. Kilpailun ideana on, etta
jokainen joukkue tekee pienen tutkimuksen valitsemastaan aiheesta: madrittaad tutkimuskysymyksen, kertoo hie-
man taustatietoja, kerda aineiston, analysoi sen ja tiivistaéd tutkimuksen kulun sekd saamansa tulokset posteriin
eli tietotauluun. Jokainen kilpailuun osallistuva koulu valitsee parhaan posterin yldkoulu- ja lukiosarjasta ja
ldhettdd ne Tilastokeskukseen Suomen kansallisen raadin arvioitavaksi.

Suomen yldkoulu- ja lukiosarjojen voittajaposterit jatkavat matkaansa kansainvéliseen Tilastojen luku- ja kdytto-
taitokilpailuun, johon osallistui viimeksi oppilaita kolmestakymmenesté eri maasta. Kansainvélisen tilastokilpai-
lun molempien sarjojen voittajaposterit esitellidn aina ISIn jérjestdmissé tilastokongresseissa, seuraavan kerran
maailman 60. tilastokongressissa Brasiliassa kesalla 2015, ks.

http://wuw.isi-web.org/isi-wscs/isi-world-statistics-congresses.

Ilmoittaudu mukaan Tilastojen luku- ja kayttotaitokilpailuun osoitteessa

http://tilastokoulu.stat.fi/verkkokoulu_v2.xql?7page_type=opettajalle.
Lisitietoja kansainvalisesté kilpailusta loydét osoitteesta http://iase-web.org/islp/.

Tilastokoulun http://tilastokoulu.stat.fi oppimateriaalit ja harjoitustehtévit auttavat kilpailuun valmis-
tautumisessa!

Kirjoittanut: Jenny Stdhlberg, Kasvatustieteen kandidaatti, Helsingin yliopisto Korkeakouluharjoittelija, Tilasto-
keskus
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