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Lukuteorian alkeita opiskellessa ensimméinen iso merk-
kipaalu lienee aritmetiikan peruslause, joka sanoo, et-
td jokainen luonnollinen luku n > 1 on tekijoiden jar-
jestysté vaille yksikésitteiselld tavalla alkulukujen tu-
lo. Tavallisesti tdma todistetaan niin, ettd ensin jako-
yhtéalostéd lahtien esitellddn Eukleideen algoritmi, jolla
vuorostaan ratkaistaan lineaariset Diofantoksen yhté-
16t. Lineaaristen Diofantoksen yhtédloiden ratkaisuiden
olemassaolosta sitten seuraa, ettd jos alkuluku jakaa
tulon, niin se jakaa myds jonkin tulontekijoistd. Té&-

helpohkosti.

Koska Eukleideen algoritmi on hyvin térke&, ja siksi
esiteltdva lukuteorian alkeiden yhteydessé, ylla kuvat-
tu tie aritmetiikan peruslauseeseen on varsin taloudel-
linen, ja néin asiat esitetddn useimmissa suomalaisissa
lukion oppikirjoissakin.

Toisaalta, tdmén klassisen lahestymistavan perusteella
arvaisi, ettd aritmetiikan peruslause on jollakin tapaa
vaikea lause todistaa, mutta osoittautuu, ettd néin ei
olekaan. Nimittéin, joukko-opillisista ansioistaan kuu-
luisa saksalainen matemaatikko E. Zermelo keksi vaih-
toehtoisen todistuksen 1912, joka perustuu lahinn&
jaollisuuden helpoimpiin perusominaisuuksiin, ja suo-
raviivaiseen induktioon luvun n yli. Seuraavassa tar-
koituksena on esittdéd hidnen kaunis todistuksensa.

Kertausta: jaollisuus ja alkuluvut

Muistin virkistdmisen nimisséd ja ndhddksemme, kuin-
ka vihin koneistoa my6hemmin esitettédvin todistuk-
sen taakse oikeastaan kitkeytyykédéan, aloitamme aivan
alusta, eli jaollisuuden méaéritelméstéi: Olkoot a ja n
kokonaislukuja. Jos on olemassa kokonaisluku k, jolle
a = nk, niin merkitsemme n | a ja sanomme, ettd a on
jaollinen luvulla n, tai ettd n jakaa luvun a.

Maéaritelméastd seuraa suoraan monia asioita, mutta
jaollisuuden perusominaisuuksista ei oikeastaan tarvi-
ta seuraavassa kuin sellaisia helppoja havaintoja, kuin
etta

e jos kokonaisluvuille a, b ja n pétee n | a ja n | b, niin
my6s n | (a +b) jan | (a—b), tai ettd

e jos kokonaisluvuilla a, b ja n pétee n | ¢, niin myds
n | ab.

Lukua p > 1 sanotaan alkuluvuksi, jos sitd ei voi kir-
joittaa itseddn pienempien luonnollisten lukujen tulo-
na. Luku 2 on varmasti alkuluku, koska ainoa sité pie-
nempi luonnollinen luku on 1.

Tunnetusti alkuluvut ovat erdéanlaisia multiplikatiivisia
“atomeita”, joista kaikki luonnolliset luvut koostuvat:

Havainto. Jokainen luonnollinen luku n > 1 on alku-
Iukujen tulo.

Téssd "tulo” tosin sisdltda vain yhden tulontekijan, jos
n on alkuluku.
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Todistus. Tehdéddn induktio luvun n suhteen. Tapaus
n = 2 on selvd, koska 2 on alkuluku. Oletetaan sit-
ten, ettd n > 1 ja kaikki luonnolliset luvut m, joilla
1 < m < n, ovat alkulukujen tuloja.

Nyt, jos n on alkuluku, asia on selvd. Muutoin luku n
on pienempien luonnollisten lukujen tulo, ja induktio-
oletuksen nojalla ndméa pienemmaét luvut ovat alkulu-
kujen tuloja, ja siis myGs n on, ja todistus on valmis.

Todettakoon, ettd tdmén argumentin voisi luontevasti
integroida Zermelon todistuksessa tehtavaan induktio-
paattelyyn.

Vaikka se ei olisikaan tarpeen, seuraava tulos on hyva
mainita jo ihan taydellisyydenkin vuoksi. Vaikka tata
tulosta ei aritmetiikan peruslauseen todistuksessa tar-
vitakaan, se on peruslauseen kannalta ilmeisen oleelli-
nen tulos. Lisdksi se on kenties Zermelon todistustakin
kauniimpi esimerkki siitd, miten paljon joskus pystyy
sanomaan niin vahin tyokaluin.

Lause. Alkulukuja on ddrettémén monta.

Eukleideen todistus. Tehddidn vastaoletus: olete-
taan, ettd alkulukuja on vain dérellinen maara. Olkoot
p1 < p2 < ... < pi kaikki alkuluvut, missé tietenkin
keZs.

Tarkastellaan lukua N = pyps - - - pr + 1. Koska on ole-
massa ainakin yksi alkuluku, nimittdin 2, on N > 1.
Luku N on siis alkulukujen tulo, ja sen on oltava jaol-
linen ainakin yhdelld alkuluvulla, jonka vastaoletuksen
nojalla taytyy olla jokin luvuista pi, p2, ..., pg, sa-
nokaamme p;. Nyt py | N ja varmasti py | p1p2 - - pr,
eli

pe | (N —pip2---p) =1,

mika on selvasti mahdotonta.

Aritmetiikan peruslause ja ’vastaesi-

merkkeja”

Nyt voimme keskittyd tekijoihinjaon yksikasitteisyy-
teen. Mielenkiinnon kohteena oleva tulos on siis seu-
raava.

Aritmetiikan peruslause. Jokainen luonnollinen lu-
kun > 1 on alkulukujen tulo tekijoiden jérjestysté vail-
le yksikésitteiselld tavalla.

Vaikka tdmé tulos onkin luonnollisen tuntuinen, miten-
kddn itsestédnselvd se ei ole. Kuitenkaan lukuteorian
perusesityksissé ei aina pohdita kysymysta siitd, miten
alkulukujen tekijoihinjako oikeastaan voisi menné pie-
leen. Joka tapauksessa lienee ainakin mielenkiintoista
ennen todistusta tutustua analogisiin tilanteisiin, jossa
tulos ei pade.

Hilbert esitti aikoinaan yksinkertaisen esimerkin epayk-
sikésitteisesta tekijoihinjaosta. Luonnollisesti esimerk-
ki ei voi koskea kokonaislukujen tekijéihinjakoa, koska
niille yksikésitteinen tekijoihinjako pétee, kuten tulem-
me nakeméadn. Hilbertin esimerkki koskee lukuja, jotka
ovat muotoa 4k + 1 jollakin ei-negatiivisella kokonais-
luvulla k:

1, 5,9, 13, 17, 21, 25, 29, 33

On helppo néhd4, ettd kahden tdmén listan luvun tulo
on myo6s tdmén listan luku: Nimittdin lukujen 4k + 1
ja 4k’ + 1 tulo on muotoa

(4k + 1) (4K" + 1) = 4 (4kK' + k + k') + 1.

Samoin, néille luvuille 16ytyy ilmeinen “alkuluvun” ké-
site; esimerkiksi luvut 5, 21, 9 ja 49 ovat “alkulukuja”,
koska ne eivét ole pienempien saman listan lukujen tu-
loja. Kolme viimeksi mainittua siksi, ettd niiden ainoat
oikeat alkulukutekijiat 3 ja 7 eivét ole muotoa 4k + 1.
Nyt luvulle 441 saadaan kaksi oleellisesti erilaista "te-
kijéihinjakoa”

441 =21-21=9-49.

Muita, vakavampia esimerkkejé saadaan, kun tarkastel-
laan kokonaislukujen renkaan laajennoksia, mitka luku-
teoriassa ovat erittdin tarkeitd. Esimerkiksi jos koko-
naislukujen sekaan lisdé luvun iv/5, jolloin siis tarkas-
tellaan lukuja a+biy/5, missé a, b € Z, niin osoittautuu,
ettd luvulla 21 on kaksi oleellisesti erilaista tekijoihin-
jakoa:

21=3-7= (1+2iV5)(1-2iV5).

Osoittautuu, ettd erddssd mielessd téallaiset esimerkit
ovat luonteeltaan Hilbertin esimerkin kaltaisia; alkulu-
kuja on niissa ikdén kuin liian vahé&n. 1800-luvulla tal-
le ongelmalle 16ydettiin suurenmoinen osittaisratkaisu
tarkastelemalla lukujen sijasta ns. ideaaleita.

Zermelon todistus

Todistamme aritmetiikan peruslauseen induktiolla lu-
vun n suhteen. Todetaan ensin, etté viite pitee, kun n
on alkuluku. Erityisesti, véite on selvd, kun n = 2.

Oletetaan sitten, ettd n > 1, ja ettd viite on jo to-
distettu kaikille lukua n pienemmille positiivisille ko-
konaisluvuille. Meiddn on osoitettava, ettd jos luvun n
kirjoittaa kahdella eri tavalla alkulukujen tulona, niin
itse asiassa molemmissa tuloissa esiintyvéit tdsmalleen
samat alkuluvut, tosin mahdollisesti eri jérjestyksessa.

Jos luku n sattuu olemaan alkuluku, olemme valmiit.
Muutoin on olemassa pienin epéatriviaali luvun n tekija
p, siis pienin p € Z,, jolle p | n ja 1 < p < n. TAma
luku p on itse asiassa alkuluku, silld luvun p epétrivi-
aali tekija olisi lukua p pienempi luvun n epétriviaali
tekija.
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Kirjoitetaan n = pb, missd b € Z, on tietenkin pie-
nempi kuin n. Nyt induktio-oletuksen nojalla luku b
on alkulukujen tulo yksikésitteisella tavalla. Téasta seu-
raa, ettd luvulla n on vain yksi alkutekijéihinjako, jossa
esiintyy luku p.

Seuraavaksi on osoitettava, ettd luvulla n ei voi olla
muita alkutekijéihinjakoja. Tehddén se vastaoletus, et-
td luvulla n olisi jokin muukin alkutekijoéihinjako. Ol-
koon sen pienin alkutekija q. Nyt siis p < ¢ ja n = gc
jollakin ¢ € Z 4, jolle c < n japte.

Seuraavaksi tarkastellaan lukua

pb—pc=p(b—c),

Nnog =N — pCc =
0 P {qC;DC(qp)C-

Téaméa luku on positiivinen kokonaisluku ja varmasti
pienempi kuin n. Koska p | ng, on induktio-oletuksen
nojalla alkuluvun p esiinnyttava tulon (¢ — p) ¢ alkute-
kijahajotelmassa, ja siis ainakin toisen luvuista ¢ — p
ja c alkutekijahajotelmassa. Mutta olemme jo toden-
neet, ettd p t ¢, eli on oltava p | (¢ — p). Mutta nyt olisi
myos p | (¢—p+p) = ¢, ja koska p ja g ovat molem-
mat alkulukuja, olisi p = ¢, vastoin sitd seikkaa, ettd
p < q. Olemme péddtyneet ristiriitaan, ja siksi luvul-
la n on oltava vain yksi alkutekijoéihinjako, ja olemme
valmiit.

Lahteet

Klassisesta jaollisuusteoriasta suomenkielelld 16ytyy
esimerkiksi hyvi lukiotason esitys oppikirjasta [3], ja
Vaisildn oppikirjasta [7] yliopistollisempi esitys, joka
on tiiviimpi, mutta luonnollisesti etenee aiheeseen sy-
vemmiélle.

Alkulukujen &érettomyyden todistus on peréisin
Eukleideen Alkeista [2], missd se on 9. kirjan 20. pro-
positio.

Kirjoittaja oppi Zermelon todistuksesta ensimmaisen
kerran Hassen klassikkoteoksesta [5]. Vaikka todistus
on peraisin jo vuodelta 1912, jolloin Zermelo keskus-
teli siitd mm. Hurwitzin ja Landaun kanssa, se jul-
kaistiin ensimmaéisen kerran vasta 1934 hénen ainoassa
puhtaasti lukuteoreettisessa paperissaan [8], joka 16y-
tyy myos hdnen kootuista teoksistaan [9] Volken lyhyen
mutta kiintoisan historiallisen johdannon [6] kanssa.

On mielenkiintoista, ettd ennen Gaussia ja hdnen mo-
numentaalista teostaan [4], kukaan ei ollut muotoillut

aritmetiikan peruslausetta, vaikka sithen riittdva ko-
neisto oikeastaan l6ytyykin jo Eukleideen Alkeista [2].

Hilbertin esimerkki on esitelty esimerkiksi Cohnin op-
pikirjan [1] pykélassa I11.5. Esimerkki luvun 21 tekijoi-
hinjaosta on saman teoksen pykélastd VI.6. Kokonais-
lukujen renkaan laajentamiseen ja ideaaliteoriaan voi
tutustua suomeksikin esimerkiksi Vaisdlan kirjasta [7].
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