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Lukujarjestelmista

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Mita ovat lukujarjestelméit ja miksi?

Aika suuri osa matematiikkaa — vaikkei toki lahimain-
kaan kaikki — liittyy jollain tavalla laskemiseen ja lu-
kuihin. Lukujakin on monenlaisia, mutta kaikki luvut
perustuvat jollain tavalla niihin lukuihin, joilla ilmoi-
tetaan lukumaérid: ihmiselld on kaksi silméé, koiral-
la neljé ja tuhatjalkaisella (ehkd?) tuhat jalkaa. Raha-
pussissa voi olla kymmenen euroa ja viikossa seitsemén
paivaa. Lukumaérad ilmaisevia lukuja on ruvettu kut-
sumaan luonnollisiksi luvuiksi.

Kun lukumaééristd puhutaan, tarvitaan sanoja. Eri lu-
kuméérille on kielissd sanoja: yksi, kaksi, kolme, ...;
ett, tvd, tre, ...; one, two, three, ... jne. Lukum&arien
ilmaisemiselle tulee kuitenkin periaatteellinen ongelma.
Erilaisia lukumééria on loputtomasti. Kaikille ei oikein
mitenkdédn voi riittdd erilaisia sanoja. Kieliin on muo-
dostunut tapoja, joilla tata vaikeutta voidaan kiertaé.
Annetaan oma sana jollekin lukuméaralle (kuten vaik-
ka '’kymmenen’, "tusina’ tai 'sata’) ja isompia lukuméé-
rid tarkoittavia rakennelmia kootaan niin, etté ilmoite-
taan isompia lukumaérid kdyttamalla pienempié luku-
madran nimia ja tatd isomman lukumaédran nimitysta.
Voidaan sanoa ’kolme tusinaa’ tai 'viisisataa kaksikym-
menté seitseméan’.

On aika luonnollista, ettd ihmisen mukana kulkevat
lukuméérit ovat antaneet aiheen nimetd néitd oman
sanansa saaneita lukumaéaarid. Meilld on kummassakin
kadessa viisi sormea ja kummassakin jalassa viisi var-

vasta. Tuskin muuta syytd tarvitsee miettia sille, et-
td kymmenesté tuli suosittu peruslukumééra; kun var-
paat peittavét jalkineet lienevat ihmiskunnan historias-
sa uudehko keksinto, niin kaksikymmentakin on ollut
luonnollinen peruslukumééréd. Siitd on jaanteitd kie-
lissé: suomessakin lukujen muodostus kahteenkymme-
neen asti on erilainen kuin kahdestakymmenestéa eteen-
péin ja ranskassa vaikkapa lukusana kahdeksankym-
mentd muodostetaan sanomalla quatre-vingt eli 'nelja
kahtakymment&’.

Lukumaérien merkitseminen muistiin on ollut tarkeda
ainakin yhta kauan kuin kirjoitettua kieltd on kaytet-
ty. Sama periaate kuin lukusanojen muodostamisessa
on vaikuttanut lukujen merkitsemisessa. Egyptin hie-
roglyfikirjoituksessa on oma merkkinsa "yhdelle’, "kym-
menelle’; ’sadalle’ jne., ja lukujen merkinnoissa on niin
monta ykkoésen, kymmenen, sadan jne. merkkid kuin
luvussa on ykkosid, kymmenié, satoja jne. Samaa pe-
riaatetta esiintyy muissa kielissa: tutuhkot roomalaiset
numerot noudattavat periaatteessa titéd tapaa, hiukan
muunneltuna: roomalaisissa numeroissa on oma merk-
kinsa viidelle, viidellekymmenelle ja viidellesadalle, ja
merkkien jarjestys on otettava huomioon.

Nuolenpaékirjoitusta parina ajanlaskumme alkua edel-
tdneend vuosituhantena kayttdneet Mesopotamian eli
suunnilleen nykyisen Irakin asukkaat, sumerilaiset, ba-
bylonialaiset ynnad muut, menettelivat pienten lukujen
merkinnéssd samoin kuin egyptildiset, mutta he véisti-
vat erddn egyptildiseen jarjestelméan sisdltyvin loogi-
sen ongelman nerokkaalla tavalla. Jos toimitaan egyp-
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tildisten tapaan, tarvitaan lopulta hyvin monta erilais-
ta merkkid. Jatkuuhan jono yksi, kymmenen, sata, tu-
hat jne. loputtomiin. Nuolenpéékirjoitukseen kehittyi
ensimmaéisend niin sanottu paikkajéarjestelmé. Nume-
romerkin arvon maérittad paitsi sen muoto, myos sen
paikka merkkien jonossa. Mesopotamialaisten lukujér-
jestelméssé erityisasemassa oli luku kuusikymmenta.
(Meille asti tdmé on sdilynyt tunnin tai kulma-asteen
jaossa minuutteihin ja sekunteihin.) Sama kirjoitus-
merkki tarkoitti lukuja yksi, kuusikymmenta tai kol-
metuhatta kuusisataa ja toinen kirjoitusmerkki lukuja
kaksi, satakaksikymmentéa tai seitseméntuhatta kaksi-
sataa jne. Se, mistd oli kysymys, riippui siitd, kuin-
ka monentena merkkind lukumerkkien jonossa kysei-
nen merkki esiintyi. Mesopotamialaisessa jarjestelmas-
sd oli myo6s mahdollista merkitd murtolukuja: yhta tai
kuuttakymmenté tarkoittava merkki saattoi myos tar-
koittaa yhtd kuudeskymmesosaa tai yhta kolmastuhan-
neskuudessadasosaa.

Kun mesopotamialaiseen jarjestelméaén vield liittyi lu-
kumerkkien vihentdminen kymmeneen, ollaankin ny-
kyajan lukujarjestelméssa, kymmenjdrjestelmdssd. Sen
syntyméajaksi ja -paikaksi muodostui varhaiskeskiai-
ka ja Intia. Tarvitsemme lukujen merkitsemiseen vain
kymmenen merkkia, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 ja 0, desimaa-
lierottimen, joka Suomessa on pilkku, mutta moniaal-
la piste, ja sopimuksen, jonka mukaan néistd merkeis-
td muodostettu jono tarkoittaa lukua, jonka suuruu-
den péaattelemiseksi on ensin katsottava, kuinka monta
merkkid jonossa on, ja sitten tiedettédvé, ettd esimer-
kiksi 4321 tarkoittaa yhteenlaskun 'nelja kertaa tuhat
+ 3 kertaa sata + 2 kertaa kymmenen + yksi’ tulosta.

Olemme niin tottuneet kymmenjéarjestelméén, etta pi-
ddmme sitd jotenkin itsestdédn selvind. Kun vihén ajat-
telee, huomaa, etté yleisessé kdytossia on muunkinlaisia
tapoja ilmaista suuria lukuja niin, ettd ne on ikdén kuin
ryhmitelty pienemmiksi kokonaisuuksiksi. Vuodessa on
31536 000 sekuntia. Kun kirjoitan tédtd, vuoden alusta
on kulunut noin 7895400 sekuntia. Voin kuitenkin sa-
noa tdmén paljon havainnollisemmin kertomalla, etta
nyt on 2. huhtikuuta ja kello on 9.10. Ajan ilmauksis-
sa minuutti on 60 sekuntia, tunti 60 minuuttia, vuo-
rokausi 24 tuntia ja kuukausi vaihtelevasti 28, 29, 30
tai 31 vuorokautta. Aika mutkikasta, mutta tdhénkin
olemme tottuneet, samoin kuin anglosaksit tuumiin,
jalkoihin, jaardeihin ja maileihin.

Kymmenjérjestelméin olennainen piirre on se, ettd suu-
remmissa kokonaisuuksissa on aina kymmenen kertaa
niin monta yksiléd kuin ldhinnd pienemméssi. Sata
on kymmenen kertaa kymmenen ja tuhat on kymme-
nen kertaa sata eli kymmenen kertaa kymmenen kertaa
kymmenen. Matematiikan merkintdtapoihin on vakiin-
tunut potenssimerkintd k™ osoittamaan sellaista ker-
tolaskua, jossa sama luku k on tekijana n kertaa. (Ja
on havaittu kiytinnolliseksi sopia, ettd k° = 1.) Téti
merkintié kiyttien sata on 10? ja tuhat 10%. Merkinti

6789 on itse asiassa lyhennys laskutoimitukselle
6-10° +7-10° +8-10" +9-10°.

Sanomme, ettéd lukujarjestelmadmme kantaluku on kym-
menen.

Lukujérjestelmén merkitys ei rajoitu pelkkéaan lukujen
esittdmiseen. Aritmetiikka onnistuu kaytannossa siksi,
ettd osaamme ulkoa yhteenlaskutaulun ja kertotaulun
eli kaikki sellaiset summat a+b ja tulot a-b, missa a ja
b ovat lukujen 0, 1,2, ...,9 joukossa. Kahden luvun yh-
teenlaskussa kdytdmme itse asiassa hyvéksi vaihdanta-
ja osittelulakia. Kun esimerkiksi lasketaan (vaikkapa
"allekkain”) 537 + 261 tehddén (vaikkei sitd yleensé
tiedosteta) néin:

(5-10° +3-10+7)+(2-10* +6- 10+ 1)
=(5+2)-102+ (34+6)-10+ (7+1)
=7-10>49-10+8 = 798

ja kun kerrotaan 25 - 36, lasketaan itse asiassa
(2-10+5)-(3-10 +6)
=5-(3-10+6)+2-10-(3-10+6)
=(1045)-104+3-1046-1024 (10+2) - 10
=102+ (54+3+2)-10+6-10% + 10?
=9-10% = 900.

Se, etté tallaiset laskut perustuvat laskusdéntoihin, voi-
daan kdytdnnossa unohtaa, koska sddnnot on rakennet-
tu sisdan alakoulussa opittuihin laskutapoihin.

Se, etta lukuja merkitdédn juuri nédin, on oikeastaan evo-
luution aiheuttama sattuma. Jos ihmisen sormien lu-
kumaéara olisi esimerkiksi kuusi kummassakin kédessa
(laivakissalla eli suokissalla sanotaan olevan kuusi var-
vasta joka tassussa) olisimme saattaneet johtua puhu-
maan ja merkitseméaén lukuja niin, ettd peruslukuméé-
rid olisivat 12, 144, 1728 jne. Se ei olisi varmaankaan
juuri hankalampaa kuin tama tapa, johon olemme tot-
tuneet.

Mutta oikeastikin on tilanteita, joissa 10 ei ole luonte-
vin lukujirjestelmén kantaluku. Elektronisissa laitteis-
sa tiedon esitys perustuu usein johonkin osaseen, jolla
on kaksi vaihtoehtoista tilaa, esimerkiksi ”korkeampi
jénnite” ja "matalampi jannite”. Usean tillaisen kom-
ponentin avulla voidaan esittdd lukuja jarjestelmés-
sé, jonka kantaluku on kaksi. Tallaista lukujarjestel-
méad kutsutaan binddrijdrjestelmdksi. Bindarijarjestel-
mén “usean kappaleen” lukumé&irédt ovat kaksi, nelja,
kahdeksan, kuusitoista jne. eli 2%,22,23,24 ... Jokai-
sesta tallaisesta lukumaéarasta on tarpeen tietdad vain,
onko se mukana vai ei. Tarvitaan siis vain kaksi nu-
meromerkkid, jotka voivat olla 0 ja 1. Kun bindérijar-
jestelmdan yhdistetddn paikkajérjestelmé ja kymmen-
jarjestelmésta tuttu jarjestys, huomataan, ettd kaikki
positiiviset kokonaisluvut voidaan muodostaa ykkosien
ja nollien jonoina. Esimerkiksi 101 on

1-2240-2'41-2°=5
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ja 11111011101 on

210 4 99 4 98 4 97 4 96 4 9% 1 93 4 92 4+ 1 = 9013.

Binaarijarjestelmé on kaikista lukujérjestelmista yksin-
kertaisin. Yhteenlasku- ja kertotaulut ovat &arimmaéi-
sen pelkistettyja: 0+0 =0,14+0=0+1=1,1+1 = 10;
0-0=0-1=1-0=0,1-1=1. TAm4 on hyvi asia,
kun suunnitellaan elektronisia laskimia. Bindarijarjes-
telmén haittapuoli on se, ettéd varsinkin isomman luvun
esitykseen tarvitaan monta merkkid. Kun kaikki alle
10 miljardin luvut voidaan kirjoittaa kymmenelld ta-
vallisella numeromerkillé, tarvitaan lihelld lukua 1019
olevien lukujen kirjoittamiseen 34 bin&arimerkin jono-
ja. Binadrijarjestelméan ohella ovatkin tulleet kayttoon
kantalukuun 8 perustuva oktaalijirjestelmd ja kantalu-
kuun 16 perustuva heksadesimaalijirjestelmd.

Oktaali- niin kuin bindarijarjestelméssakin selvitdan
tutuilla numeromerkeilld. Oktaalijirjestelmén numerot
ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7, lukua 8 merkitdin 10 (siis
1-81+0-8% ja

1445 = 8% +4 -84 4 = 64 + 32 + 4 = 100.

Téssd on tarpeen kayttda lukujarjestelmén ilmaisevaa
alaindeksii. Heksadesimaalijarjestelméssa tarvitaan 16
numeromerkkid. Sen sijaan, ettd olisi keksitty aivan
uusia kuvioita, on otettu numeroiksi 710”7, 7117, 7127,
7137, 7147 ja "15” kirjaimet A, B, C, D, E ja F. Esi-
merkiksi 7DDyg = 7-16% + 13- 16 4 13 = 2013.

Lukujarjestelman matematiikkaa

Kymmenjérjestelmén, bindarijarjestelmén, oktaalijér-
jestelmén ja heksadesimaalijarjestelmén yhteinen omi-
naisuus on se, ettd mitd tahansa luonnollista lukua x
merkitddn jonolla, jonka jasenet ovat tosiasiassa yhté-
16ss4

T =apq" +ap-1¢"" "+ ap_2¢"" 2+ +aigt+ay (1)

esiintyvat kertoimet a,,, a,_1,...,aq. Lisdksi ¢ on jokin
luvuista 10, 2, 8 tai 16, a,, # 0 ja jokainen luku aj on
jokin luvuista 0,1,...,¢ — 1. Yhtdlo (1) lisiehtoineen
on aivan yhtd mielekés kaikilla positiivisilla kokonais-
luvuilla g > 1.

Olemme niin tottuneet kymmenjérjestelméamme, etta
mielessimme helposti samastamme luvun ja sen, mi-
ten tdmén luvun kymmenjarjestelméssa ilmaisemme.
Oikeasti kuitenkin luvut ovat jotain sellaista, joka on
olemassa aivan riippumatta siitd, milla tavoin niitd ni-
mitdmme tai kirjoitamme. Siispd on ihan jarkevid ky-
syd, onko jokaisella luonnollisella luvulla kymmenjér-
jestelmaéesitys ja vain yksi sellainen. Mutta tdhén ky-
symykseen saadaan vastaus, jos kysytadn yleisemmin,
onko jokaisella luonnollisella luvulla yksi ja vain yksi

esitys g-jarjestelmaéssé, kun ¢ on mika tahansa ykkosta
suurempi kokonaisluku.

Tallaisiin kysymyksiin vastaaminen edellyttdéd erdén-
laista tikapuuperiaatetta. Matematiikassa sitd kutsu-
taan induktioksi. Osoittaaksemme, ettd jokaisella luon-
nollisella luvulla z on kaavan (1) mukainen esitys, em-
me voi kiyda yksitellen ldpi kaikkia luonnollisia lukuja
x, koska niitd on ddrettomén paljon. Sen sijaan menet-
telemme tavalla, joka takaa sen, ettd viitteemme pé-
tee kaikilla x. Ladhdemme siitéd, ettd vaite péatee, kun
0 <z < g—1: silloin ainoa tapa saada yhtélo (1) ehtoi-
neen patemadn on valita n = 0 ja ag = . Seuraavaksi
oletamme, etté vaitteemme pétee kaikille niille luvuille
x, joille on voimassa 0 < z < ¢"™! — 1. (Emme tésti
ole vield varmoja, mutta oletamme.) Jos nyt y on luku,
joka on > ¢"*!, mutta < ¢"*2 — 1, niin y — ¢"*! on
luku, joka on pienempi kuin

qn+2 -1 7qn+1 —_ (Q* 1)qn+1 —1.

Mutta silloin on olemassa tasan yksi sellainen p, 0 <
p<q-—1,etta

p-g" <y—¢"T < (p+1) ¢

eli
0<y—(p+1Dg"T <g"t'—1.

Jos edelld tehty oletus on oikea, niin luvulla y —
(p + 1)g"™™! on esitys g-jirjestelmissid. Mutta silloin-
han my6s luvulla y on téllainen esitys.

Mutta onko oletus oikea? Téssd tulevat ne tikapuut.
Oletus on varmasti oikea, kun n = 0, senhdn aluksi
huomasimme. Siispd esittdmémme viite on oikea, kun
n = 1. Koska se on oikea, kun n = 1, se on oikea, kun
n = 2. Néin voidaan jatkaa loputta. Viite on siis kaik-
kiaan oikea: jokaisella luonnollisella luvulla on esitys
g-jarjestelmasséa, oli ¢ mika tahansa ykkostd suurempi
luonnollinen luku.

Mutta voiko kahdella eri luvulla olla sama esitys? On-
neksi ei. Tdmén voimme todistaa epésuorasti, osoitta-
malla, ettd jos kaksi eri esitysté olisi, syntyisi ristiriita.
Ja sellaista ei matematiikka salli.

Mutta oletetaanpa, etté jollakin luvulla x olisi kaksi eri
esitysté g-jarjestelméssé:
T =ang" +an1q"" 4 +a1g+ag
= bimq™ +bm1¢™ "+ +b1g + bo.
Jos n # m, voidaan toiseen esitykseen lisdtd alkuun
kertoimia, jotka ovat nollia, ja tédten péaastid tilantee-
seen, jossa m = n. Olkoon sitten k suurin niistd lu-

vuista i, joille a; # b;. Voidaan olettaa, ettd ay > bg.
Tarkastellaan lukua

0=c—c=(a—bp)g" + (ap—1 —bp_1)g" 1+
<o 4 (a1 = b1)g + (ag — bo). (2)
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Jokainen luku a; — b; on kahden joukkoon
{0,1,...,q—1}
kuuluvan luvun erotus. Siis |a; — b;| < (¢ — 1) ja
[(ar—1 = br—1)g" "+ + (a0 — bo)| < ¢* — 1.

Toisaalta (ap —bx)g" > ¢*. Mutta timi merkitsee sit,
ettd yhtalo (2) ei voi olla tosi. Oletus, ettd c:lla olisi
kaksi eri esitysta g-kantaisessa lukujarjestelméssa johti
ristiriitaan, joten sen taytyy olla vaara.

Lukujirjestelméasti toiseen

Jossain g¢-jarjestelméssd lausutun luvun siirtdminen
kymmenjarjestelmédn onnistuu suoraan kaavan (1)
avulla. On tiedettivi (tai laskettava) potenssit ¢* ja
suoritettava kaavan (1) kerto- ja yhteenlaskut. Sama
olisi mahdollista my6s silloin, kun siirrytdén vaikka-
pa 10-jarjestelmésté g-jarjestelmidn: nyt tarvitaan lu-
kujen 10* ja 0,1,2,...,9 muodot g-jirjestelmissi ja
g-jarjestelman yhteenlasku- ja kertolaskutaulut. Esi-
merkiksi bindarijarjestelmassa on 2 = 103, 3 = 119,
4 = 1002, 5 = 1019, 6 = 1102, 7 = 1115, 8 = 10002,
9 = 10012, 10 = 10104, 10? = 10102-10102 = 11001002,
103 = (10102) - (110010)3 = 11111010004 jne. Siten

2013 = 102-11111010002+10102+115 = 111110111015.

(Jos suorittaa laskut “allekkain”, huomaa, miten yk-
sinkertaista on laskea bindérisesti.)

Ehképa kuitenkin tavanomaisempi tapa siirtya kym-
menjarjestelmésti g-jarjestelmiédn on noudattaa samaa
ajatuskulkua, jota edelld kdytimme luvun g-jarjestel-
méesityksen olemassaolon paéttelemiseen. Jos x on jo-
kin luku, selvitetddn ensin ne ¢:n perdakkaiset potenssit,
joiden villissi z on: ¢" < z < ¢"*!. Jakolasku x/¢™ joh-
taa jakoyhtdloon: x = anq™ + 7, missd nyt kokonais-
luku a, on ainakin 1, mutta enintdén ¢ — 1, ja jako-
jaannos r, on pienempi kuin ¢". Tieddmme, ettd z:n
g-jarjestelméesityksen ensimméinen "numero” on a,.
Seuraava tai seuraavat numerot saadaan, kun haetaan
ne ¢:n potenssit ¢* ja grte, joiden valissa r,, on, ja tois-
tetaan jakolasku ja jakojddnnoksen muodostaminen.

Néin esimerkiksi 2013 siirtyisi oktaalijarjestelméén seu-
raavasti: 8% = 512 ja 8* = 2048. 2013 = 3 - 512 + 47T;
82 =64 <477 < 8%, 477 =4-64 +29; 29 = 3-8+ 5.
Siis 2013 = 3735s.

Lukujarjestelméasta toiseen siirtyminen on erityisen yk-
sinkertaista silloin, kun toinen kantaluku on toisen po-
tenssi. Jos luvut kirjoitettaisiin 100-kantaisessa jarjes-
telmésséd, "numeroita” voisivat olla

00,01,02,...,09,10,11,...,99

ja luvun 10- ja 100-kantaiset esitykset nédyttéisivit ko-
ko lailla samoilta. Tamé& ilmié tulee vastaan etenkin
silloin, kun siirrytdén bindarijarjestelmésta oktaali- tai
heksadesimaalijérjestelméan. Edelld luvun 2013 kirjoi-
tetusta oktaaliesityksestd saadaan aikaisempi bindérie-
sitys kirjoittamalla perdkkdin 11, = 3g, 111, = T7g,
011, = 35 ja 1105 = 5g ja bindariesityksestd oktaa-
liesitys ryhmittelemalld bindériesityksen numerot kol-
men ryhmiin (oikealta alkaen) ja tulkitsemalla kun-
kin ryhmén osoittama bindériluku oktaaliluvuksi. Sa-
moin téstd esityksestd 111110111015 saadaan luvun
2013 heksadesimaaliesitys ryhmittelemalld jono oikeal-
ta alkaen neljan ryhmiin ja muuttamalla ndmé& heksa-
desimaaliluvuiksi: 11015 = 13 = Dqg, 1115 = 74¢. Siis
2016 = 7D D1s.

Tamén kirjoituksen aihepiiristéa 16ytyy lisda tietoa Sol-
musta, esimerkiksi suomen ja suomensukuisten kielten
lukusanoista:

http://solmu.math.helsinki.fi/2001/2/suihkonen/
suihkonen.pdf

ja roomalaisten tavasta merkitd numeroita:

http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/1lehtinen/
lehtinen.pdf

My6s Solmun Unkari-aineistossa,

http://solmu.math.helsinki.fi/2002/unkari/
luentoba.html

on lukujérjestelmiin liittyvéa asiaa.

Uutta Verkko-Solmun oppimateriaalisivulla

Teuvo Laurinollin kirjanen FEnsiaskeleet Finsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematitkka: aika, paikka ja litke on

ilmestynyt osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
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