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Lukujärjestelmistä

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Mitä ovat lukujärjestelmät ja miksi?

Aika suuri osa matematiikkaa – vaikkei toki lähimain-
kaan kaikki – liittyy jollain tavalla laskemiseen ja lu-
kuihin. Lukujakin on monenlaisia, mutta kaikki luvut
perustuvat jollain tavalla niihin lukuihin, joilla ilmoi-
tetaan lukumääriä: ihmisellä on kaksi silmää, koiral-
la neljä ja tuhatjalkaisella (ehkä?) tuhat jalkaa. Raha-
pussissa voi olla kymmenen euroa ja viikossa seitsemän
päivää. Lukumäärää ilmaisevia lukuja on ruvettu kut-
sumaan luonnollisiksi luvuiksi.

Kun lukumääristä puhutaan, tarvitaan sanoja. Eri lu-
kumäärille on kielissä sanoja: yksi, kaksi, kolme, . . . ;
ett, två, tre, . . . ; one, two, three, . . . jne. Lukumäärien
ilmaisemiselle tulee kuitenkin periaatteellinen ongelma.
Erilaisia lukumääriä on loputtomasti. Kaikille ei oikein
mitenkään voi riittää erilaisia sanoja. Kieliin on muo-
dostunut tapoja, joilla tätä vaikeutta voidaan kiertää.
Annetaan oma sana jollekin lukumäärälle (kuten vaik-
ka ’kymmenen’, ’tusina’ tai ’sata’) ja isompia lukumää-
riä tarkoittavia rakennelmia kootaan niin, että ilmoite-
taan isompia lukumääriä käyttämällä pienempiä luku-
määrän nimiä ja tätä isomman lukumäärän nimitystä.
Voidaan sanoa ’kolme tusinaa’ tai ’viisisataa kaksikym-
mentä seitsemän’.

On aika luonnollista, että ihmisen mukana kulkevat
lukumäärät ovat antaneet aiheen nimetä näitä oman
sanansa saaneita lukumääriä. Meillä on kummassakin
kädessä viisi sormea ja kummassakin jalassa viisi var-

vasta. Tuskin muuta syytä tarvitsee miettiä sille, et-
tä kymmenestä tuli suosittu peruslukumäärä; kun var-
paat peittävät jalkineet lienevät ihmiskunnan historias-
sa uudehko keksintö, niin kaksikymmentäkin on ollut
luonnollinen peruslukumäärä. Siitä on jäänteitä kie-
lissä: suomessakin lukujen muodostus kahteenkymme-
neen asti on erilainen kuin kahdestakymmenestä eteen-
päin ja ranskassa vaikkapa lukusana kahdeksankym-
mentä muodostetaan sanomalla quatre-vingt eli ’neljä
kahtakymmentä’.

Lukumäärien merkitseminen muistiin on ollut tärkeää
ainakin yhtä kauan kuin kirjoitettua kieltä on käytet-
ty. Sama periaate kuin lukusanojen muodostamisessa
on vaikuttanut lukujen merkitsemisessä. Egyptin hie-
roglyfikirjoituksessa on oma merkkinsä ’yhdelle’, ’kym-
menelle’, ’sadalle’ jne., ja lukujen merkinnöissä on niin
monta ykkösen, kymmenen, sadan jne. merkkiä kuin
luvussa on ykkösiä, kymmeniä, satoja jne. Samaa pe-
riaatetta esiintyy muissa kielissä: tutuhkot roomalaiset
numerot noudattavat periaatteessa tätä tapaa, hiukan
muunneltuna: roomalaisissa numeroissa on oma merk-
kinsä viidelle, viidellekymmenelle ja viidellesadalle, ja
merkkien järjestys on otettava huomioon.

Nuolenpääkirjoitusta parina ajanlaskumme alkua edel-
täneenä vuosituhantena käyttäneet Mesopotamian eli
suunnilleen nykyisen Irakin asukkaat, sumerilaiset, ba-
bylonialaiset ynnä muut, menettelivät pienten lukujen
merkinnässä samoin kuin egyptiläiset, mutta he väisti-
vät erään egyptiläiseen järjestelmään sisältyvän loogi-
sen ongelman nerokkaalla tavalla. Jos toimitaan egyp-
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tiläisten tapaan, tarvitaan lopulta hyvin monta erilais-
ta merkkiä. Jatkuuhan jono yksi, kymmenen, sata, tu-
hat jne. loputtomiin. Nuolenpääkirjoitukseen kehittyi
ensimmäisenä niin sanottu paikkajärjestelmä. Nume-
romerkin arvon määrittää paitsi sen muoto, myös sen
paikka merkkien jonossa. Mesopotamialaisten lukujär-
jestelmässä erityisasemassa oli luku kuusikymmentä.
(Meille asti tämä on säilynyt tunnin tai kulma-asteen
jaossa minuutteihin ja sekunteihin.) Sama kirjoitus-
merkki tarkoitti lukuja yksi, kuusikymmentä tai kol-
metuhatta kuusisataa ja toinen kirjoitusmerkki lukuja
kaksi, satakaksikymmentä tai seitsemäntuhatta kaksi-
sataa jne. Se, mistä oli kysymys, riippui siitä, kuin-
ka monentena merkkinä lukumerkkien jonossa kysei-
nen merkki esiintyi. Mesopotamialaisessa järjestelmäs-
sä oli myös mahdollista merkitä murtolukuja: yhtä tai
kuuttakymmentä tarkoittava merkki saattoi myös tar-
koittaa yhtä kuudeskymmesosaa tai yhtä kolmastuhan-
neskuudessadasosaa.

Kun mesopotamialaiseen järjestelmään vielä liittyi lu-
kumerkkien vähentäminen kymmeneen, ollaankin ny-
kyajan lukujärjestelmässä, kymmenjärjestelmässä. Sen
syntymäajaksi ja -paikaksi muodostui varhaiskeskiai-
ka ja Intia. Tarvitsemme lukujen merkitsemiseen vain
kymmenen merkkiä, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ja 0, desimaa-
lierottimen, joka Suomessa on pilkku, mutta moniaal-
la piste, ja sopimuksen, jonka mukaan näistä merkeis-
tä muodostettu jono tarkoittaa lukua, jonka suuruu-
den päättelemiseksi on ensin katsottava, kuinka monta
merkkiä jonossa on, ja sitten tiedettävä, että esimer-
kiksi 4321 tarkoittaa yhteenlaskun ’neljä kertaa tuhat
+ 3 kertaa sata + 2 kertaa kymmenen + yksi’ tulosta.

Olemme niin tottuneet kymmenjärjestelmään, että pi-
dämme sitä jotenkin itsestään selvänä. Kun vähän ajat-
telee, huomaa, että yleisessä käytössä on muunkinlaisia
tapoja ilmaista suuria lukuja niin, että ne on ikään kuin
ryhmitelty pienemmiksi kokonaisuuksiksi. Vuodessa on
31 536 000 sekuntia. Kun kirjoitan tätä, vuoden alusta
on kulunut noin 7 895 400 sekuntia. Voin kuitenkin sa-
noa tämän paljon havainnollisemmin kertomalla, että
nyt on 2. huhtikuuta ja kello on 9.10. Ajan ilmauksis-
sa minuutti on 60 sekuntia, tunti 60 minuuttia, vuo-
rokausi 24 tuntia ja kuukausi vaihtelevasti 28, 29, 30
tai 31 vuorokautta. Aika mutkikasta, mutta tähänkin
olemme tottuneet, samoin kuin anglosaksit tuumiin,
jalkoihin, jaardeihin ja maileihin.

Kymmenjärjestelmän olennainen piirre on se, että suu-
remmissa kokonaisuuksissa on aina kymmenen kertaa
niin monta yksilöä kuin lähinnä pienemmässä. Sata
on kymmenen kertaa kymmenen ja tuhat on kymme-
nen kertaa sata eli kymmenen kertaa kymmenen kertaa
kymmenen. Matematiikan merkintätapoihin on vakiin-
tunut potenssimerkintä kn osoittamaan sellaista ker-
tolaskua, jossa sama luku k on tekijänä n kertaa. (Ja
on havaittu käytännölliseksi sopia, että k0 = 1.) Tätä
merkintää käyttäen sata on 102 ja tuhat 103. Merkintä

6789 on itse asiassa lyhennys laskutoimitukselle

6 · 103 + 7 · 102 + 8 · 101 + 9 · 100.

Sanomme, että lukujärjestelmämme kantaluku on kym-
menen.

Lukujärjestelmän merkitys ei rajoitu pelkkään lukujen
esittämiseen. Aritmetiikka onnistuu käytännössä siksi,
että osaamme ulkoa yhteenlaskutaulun ja kertotaulun
eli kaikki sellaiset summat a+b ja tulot a ·b, missä a ja
b ovat lukujen 0, 1, 2, . . . , 9 joukossa. Kahden luvun yh-
teenlaskussa käytämme itse asiassa hyväksi vaihdanta-
ja osittelulakia. Kun esimerkiksi lasketaan (vaikkapa
”allekkain”) 537 + 261 tehdään (vaikkei sitä yleensä
tiedosteta) näin:

(5 · 102 + 3 · 10 + 7) + (2 · 102 + 6 · 10 + 1)
= (5 + 2) · 102 + (3 + 6) · 10 + (7 + 1)
= 7 · 102 + 9 · 10 + 8 = 798

ja kun kerrotaan 25 · 36, lasketaan itse asiassa

(2 · 10 + 5) · (3 · 10 + 6)
= 5 · (3 · 10 + 6) + 2 · 10 · (3 · 10 + 6)
= (10 + 5) · 10 + 3 · 10 + 6 · 102 + (10 + 2) · 10
= 102 + (5 + 3 + 2) · 10 + 6 · 102 + 102

= 9 · 102 = 900.

Se, että tällaiset laskut perustuvat laskusääntöihin, voi-
daan käytännössä unohtaa, koska säännöt on rakennet-
tu sisään alakoulussa opittuihin laskutapoihin.

Se, että lukuja merkitään juuri näin, on oikeastaan evo-
luution aiheuttama sattuma. Jos ihmisen sormien lu-
kumäärä olisi esimerkiksi kuusi kummassakin kädessä
(laivakissalla eli suokissalla sanotaan olevan kuusi var-
vasta joka tassussa) olisimme saattaneet johtua puhu-
maan ja merkitsemään lukuja niin, että peruslukumää-
riä olisivat 12, 144, 1728 jne. Se ei olisi varmaankaan
juuri hankalampaa kuin tämä tapa, johon olemme tot-
tuneet.

Mutta oikeastikin on tilanteita, joissa 10 ei ole luonte-
vin lukujärjestelmän kantaluku. Elektronisissa laitteis-
sa tiedon esitys perustuu usein johonkin osaseen, jolla
on kaksi vaihtoehtoista tilaa, esimerkiksi ”korkeampi
jännite” ja ”matalampi jännite”. Usean tällaisen kom-
ponentin avulla voidaan esittää lukuja järjestelmäs-
sä, jonka kantaluku on kaksi. Tällaista lukujärjestel-
mää kutsutaan binäärijärjestelmäksi. Binäärijärjestel-
män ”usean kappaleen” lukumäärät ovat kaksi, neljä,
kahdeksan, kuusitoista jne. eli 21, 22, 23, 24, . . . Jokai-
sesta tällaisesta lukumäärästä on tarpeen tietää vain,
onko se mukana vai ei. Tarvitaan siis vain kaksi nu-
meromerkkiä, jotka voivat olla 0 ja 1. Kun binäärijär-
jestelmään yhdistetään paikkajärjestelmä ja kymmen-
järjestelmästä tuttu järjestys, huomataan, että kaikki
positiiviset kokonaisluvut voidaan muodostaa ykkösien
ja nollien jonoina. Esimerkiksi 101 on

1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 = 5
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ja 11111011101 on

210 + 29 + 28 + 27 + 26 + 24 + 23 + 22 + 1 = 2013.

Binäärijärjestelmä on kaikista lukujärjestelmistä yksin-
kertaisin. Yhteenlasku- ja kertotaulut ovat äärimmäi-
sen pelkistettyjä: 0+0 = 0, 1+0 = 0+1 = 1, 1+1 = 10;
0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1. Tämä on hyvä asia,
kun suunnitellaan elektronisia laskimia. Binäärijärjes-
telmän haittapuoli on se, että varsinkin isomman luvun
esitykseen tarvitaan monta merkkiä. Kun kaikki alle
10 miljardin luvut voidaan kirjoittaa kymmenellä ta-
vallisella numeromerkillä, tarvitaan lähellä lukua 1010

olevien lukujen kirjoittamiseen 34 binäärimerkin jono-
ja. Binäärijärjestelmän ohella ovatkin tulleet käyttöön
kantalukuun 8 perustuva oktaalijärjestelmä ja kantalu-
kuun 16 perustuva heksadesimaalijärjestelmä.

Oktaali- niin kuin binäärijärjestelmässäkin selvitään
tutuilla numeromerkeillä. Oktaalijärjestelmän numerot
ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7, lukua 8 merkitään 10 (siis
1 · 81 + 0 · 80) ja

1448 = 82 + 4 · 8 + 4 = 64 + 32 + 4 = 100.

Tässä on tarpeen käyttää lukujärjestelmän ilmaisevaa
alaindeksiä. Heksadesimaalijärjestelmässä tarvitaan 16
numeromerkkiä. Sen sijaan, että olisi keksitty aivan
uusia kuvioita, on otettu numeroiksi ”10”, ”11”, ”12”,
”13”, ”14” ja ”15” kirjaimet A, B, C, D, E ja F . Esi-
merkiksi 7DD16 = 7 · 162 + 13 · 16 + 13 = 2013.

Lukujärjestelmän matematiikkaa

Kymmenjärjestelmän, binäärijärjestelmän, oktaalijär-
jestelmän ja heksadesimaalijärjestelmän yhteinen omi-
naisuus on se, että mitä tahansa luonnollista lukua x
merkitään jonolla, jonka jäsenet ovat tosiasiassa yhtä-
lössä

x = anqn + an−1qn−1 + an−2qn−2 + · · ·+ a1q + a0 (1)

esiintyvät kertoimet an, an−1, . . . , a0. Lisäksi q on jokin
luvuista 10, 2, 8 tai 16, an 6= 0 ja jokainen luku ak on
jokin luvuista 0, 1, . . . , q − 1. Yhtälö (1) lisäehtoineen
on aivan yhtä mielekäs kaikilla positiivisilla kokonais-
luvuilla q > 1.

Olemme niin tottuneet kymmenjärjestelmäämme, että
mielessämme helposti samastamme luvun ja sen, mi-
ten tämän luvun kymmenjärjestelmässä ilmaisemme.
Oikeasti kuitenkin luvut ovat jotain sellaista, joka on
olemassa aivan riippumatta siitä, millä tavoin niitä ni-
mitämme tai kirjoitamme. Siispä on ihan järkevää ky-
syä, onko jokaisella luonnollisella luvulla kymmenjär-
jestelmäesitys ja vain yksi sellainen. Mutta tähän ky-
symykseen saadaan vastaus, jos kysytään yleisemmin,
onko jokaisella luonnollisella luvulla yksi ja vain yksi

esitys q-järjestelmässä, kun q on mikä tahansa ykköstä
suurempi kokonaisluku.

Tällaisiin kysymyksiin vastaaminen edellyttää erään-
laista tikapuuperiaatetta. Matematiikassa sitä kutsu-
taan induktioksi. Osoittaaksemme, että jokaisella luon-
nollisella luvulla x on kaavan (1) mukainen esitys, em-
me voi käydä yksitellen läpi kaikkia luonnollisia lukuja
x, koska niitä on äärettömän paljon. Sen sijaan menet-
telemme tavalla, joka takaa sen, että väitteemme pä-
tee kaikilla x. Lähdemme siitä, että väite pätee, kun
0 ≤ x ≤ q−1: silloin ainoa tapa saada yhtälö (1) ehtoi-
neen pätemään on valita n = 0 ja a0 = x. Seuraavaksi
oletamme, että väitteemme pätee kaikille niille luvuille
x, joille on voimassa 0 ≤ x ≤ qn+1 − 1. (Emme tästä
ole vielä varmoja, mutta oletamme.) Jos nyt y on luku,
joka on ≥ qn+1, mutta < qn+2 − 1, niin y − qn+1 on
luku, joka on pienempi kuin

qn+2 − 1− qn+1 = (q − 1)qn+1 − 1.

Mutta silloin on olemassa tasan yksi sellainen p, 0 ≤
p < q − 1, että

p · qn+1 ≤ y − qn+1 < (p + 1) · qn+1

eli
0 ≤ y − (p + 1)qn+1 ≤ qn+1 − 1.

Jos edellä tehty oletus on oikea, niin luvulla y −
(p + 1)qn+1 on esitys q-järjestelmässä. Mutta silloin-
han myös luvulla y on tällainen esitys.

Mutta onko oletus oikea? Tässä tulevat ne tikapuut.
Oletus on varmasti oikea, kun n = 0, senhän aluksi
huomasimme. Siispä esittämämme väite on oikea, kun
n = 1. Koska se on oikea, kun n = 1, se on oikea, kun
n = 2. Näin voidaan jatkaa loputta. Väite on siis kaik-
kiaan oikea: jokaisella luonnollisella luvulla on esitys
q-järjestelmässä, oli q mikä tahansa ykköstä suurempi
luonnollinen luku.

Mutta voiko kahdella eri luvulla olla sama esitys? On-
neksi ei. Tämän voimme todistaa epäsuorasti, osoitta-
malla, että jos kaksi eri esitystä olisi, syntyisi ristiriita.
Ja sellaista ei matematiikka salli.

Mutta oletetaanpa, että jollakin luvulla x olisi kaksi eri
esitystä q-järjestelmässä:

x = anqn + an−1qn−1 + · · ·+ a1q + a0

= bmqm + bm−1qm−1 + · · ·+ b1q + b0.

Jos n 6= m, voidaan toiseen esitykseen lisätä alkuun
kertoimia, jotka ovat nollia, ja täten päästä tilantee-
seen, jossa m = n. Olkoon sitten k suurin niistä lu-
vuista i, joille ai 6= bi. Voidaan olettaa, että ak > bk.
Tarkastellaan lukua

0 = c− c = (ak − bk)qk + (ak−1 − bk−1)qk−1+
· · ·+ (a1 − b1)q + (a0 − b0). (2)
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Jokainen luku ai − bi on kahden joukkoon

{0, 1, . . . , q − 1}

kuuluvan luvun erotus. Siis |ai − bi| ≤ (q − 1) ja

|(ak−1 − bk−1)qk−1 + · · ·+ (a0 − b0)| ≤ qk − 1.

Toisaalta (ak− bk)qk ≥ qk. Mutta tämä merkitsee sitä,
että yhtälö (2) ei voi olla tosi. Oletus, että c:llä olisi
kaksi eri esitystä q-kantaisessa lukujärjestelmässä johti
ristiriitaan, joten sen täytyy olla väärä.

Lukujärjestelmästä toiseen

Jossain q-järjestelmässä lausutun luvun siirtäminen
kymmenjärjestelmään onnistuu suoraan kaavan (1)
avulla. On tiedettävä (tai laskettava) potenssit qk ja
suoritettava kaavan (1) kerto- ja yhteenlaskut. Sama
olisi mahdollista myös silloin, kun siirrytään vaikka-
pa 10-järjestelmästä q-järjestelmään: nyt tarvitaan lu-
kujen 10k ja 0, 1, 2, . . . , 9 muodot q-järjestelmässä ja
q-järjestelmän yhteenlasku- ja kertolaskutaulut. Esi-
merkiksi binäärijärjestelmässä on 2 = 102, 3 = 112,
4 = 1002, 5 = 1012, 6 = 1102, 7 = 1112, 8 = 10002,
9 = 10012, 10 = 10102, 102 = 10102 ·10102 = 11001002,
103 = (10102) · (110010)2 = 11111010002 jne. Siten

2013 = 102 ·11111010002+10102+112 = 111110111012.

(Jos suorittaa laskut ”allekkain”, huomaa, miten yk-
sinkertaista on laskea binäärisesti.)

Ehkäpä kuitenkin tavanomaisempi tapa siirtyä kym-
menjärjestelmästä q-järjestelmään on noudattaa samaa
ajatuskulkua, jota edellä käytimme luvun q-järjestel-
mäesityksen olemassaolon päättelemiseen. Jos x on jo-
kin luku, selvitetään ensin ne q:n peräkkäiset potenssit,
joiden välissä x on: qn ≤ x < qn+1. Jakolasku x/qn joh-
taa jakoyhtälöön: x = anqn + rn, missä nyt kokonais-
luku an on ainakin 1, mutta enintään q − 1, ja jako-
jäännös rn on pienempi kuin qn. Tiedämme, että x:n
q-järjestelmäesityksen ensimmäinen ”numero” on an.
Seuraava tai seuraavat numerot saadaan, kun haetaan
ne q:n potenssit qk ja qk+1, joiden välissä rn on, ja tois-
tetaan jakolasku ja jakojäännöksen muodostaminen.

Näin esimerkiksi 2013 siirtyisi oktaalijärjestelmään seu-
raavasti: 83 = 512 ja 84 = 2048. 2013 = 3 · 512 + 477;
82 = 64 ≤ 477 < 83; 477 = 4 · 64 + 29; 29 = 3 · 8 + 5.
Siis 2013 = 37358.

Lukujärjestelmästä toiseen siirtyminen on erityisen yk-
sinkertaista silloin, kun toinen kantaluku on toisen po-
tenssi. Jos luvut kirjoitettaisiin 100-kantaisessa järjes-
telmässä, ”numeroita” voisivat olla

00, 01, 02, . . . , 09, 10, 11, . . . , 99

ja luvun 10- ja 100-kantaiset esitykset näyttäisivät ko-
ko lailla samoilta. Tämä ilmiö tulee vastaan etenkin
silloin, kun siirrytään binäärijärjestelmästä oktaali- tai
heksadesimaalijärjestelmään. Edellä luvun 2013 kirjoi-
tetusta oktaaliesityksestä saadaan aikaisempi binäärie-
sitys kirjoittamalla peräkkäin 112 = 38, 1112 = 78,
0112 = 38 ja 1102 = 58 ja binääriesityksestä oktaa-
liesitys ryhmittelemällä binääriesityksen numerot kol-
men ryhmiin (oikealta alkaen) ja tulkitsemalla kun-
kin ryhmän osoittama binääriluku oktaaliluvuksi. Sa-
moin tästä esityksestä 111110111012 saadaan luvun
2013 heksadesimaaliesitys ryhmittelemällä jono oikeal-
ta alkaen neljän ryhmiin ja muuttamalla nämä heksa-
desimaaliluvuiksi: 11012 = 13 = D16, 1112 = 716. Siis
2016 = 7DD16.

∗ ∗ ∗

Tämän kirjoituksen aihepiiristä löytyy lisää tietoa Sol-
musta, esimerkiksi suomen ja suomensukuisten kielten
lukusanoista:

http://solmu.math.helsinki.fi/2001/2/suihkonen/
suihkonen.pdf

ja roomalaisten tavasta merkitä numeroita:

http://solmu.math.helsinki.fi/2000/2/lehtinen/
lehtinen.pdf

Myös Solmun Unkari-aineistossa,

http://solmu.math.helsinki.fi/2002/unkari/
luento5a.html

on lukujärjestelmiin liittyvää asiaa.

Uutta Verkko-Solmun oppimateriaalisivulla

Teuvo Laurinollin kirjanen Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja liike on
ilmestynyt osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
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