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Karamatan epayhtalo

Markku Halmetoja
Maéntén lukio

Kirjoituksessa [2] perehdyttiin funktion konveksisuu-
teen ja tatd teemaa jatketaan nyt tutustumalla Ka-
ramatan® epdyhtiléon ja sen sovelluksiin. Lukijan mu-
kavuutta ajatellen kertaamme aluksi konveksien funk-
tioiden ominaisuuksia. Valilld I maaritelty funktio f
on konveksi, jos kaikilla z,y € I ja A € ]0,1]

FOz+ 1 =Ny) <Af()+ A =Nf(y). (1)

Funktio f on aidosti konveksi, jos epayhtalossd (1) yh-
tédsuuruus toteutuu ainoastaan silloin kun x = y. Kon-
veksin funktion kuvaaja on alaspéin kupera. Voidaan
todistaa, ettd funktio f on konveksi, jos ja vain jos

(u, f(u))

(z, f(x))

kaikilla w,z,v € I, u < = < v, kuvioon piirrettyjen
sekanttien kulmakertoimet toteuttavat kaksoisepayhté-
16n

f(x) = f(u)

r—Uu

) =) _ f0) = @)

v—Uu vV—x

<

(2)

1Jovan Karamata (1902-1967), serbialainen matemaatikko.
2Johan Jensen (1859-1925), tanskalainen matemaatikko.

Jos ja vain jos yhtdsuuruudet eivét ole voimassa téssa
epayhtéaloketjussa, niin f on aidosti konveksi. Toisen
derivaatan positiivisuus on valttdméaton ja riittava eh-
to kahdesti derivoituvan funktion aidolle konveksisuu-
delle.

Karamatan epayhtalo on kirjoituksessa [2] nahdyn Jen-
senin? epéyhtdlén tavoin yleisepdyhtils, jonka avulla
voidaan todistaa monia muita epdyhtal6ita. Jensenin
ja Karamatan epayhtaloitéd soveltaen lukiolainenkin voi
periaatteessa johtaa uusia epayhtaloita tai 16ytaa uusia
todistuksia tunnetuille epédyhtélsille: on vain l6ydetta-
vé konveksi funktio, jota kukaan ei ole ennen tullut aja-
telleeksi ndiden epayhtéldiden yhteydessd. Karamatan
epdyhtdlon todistamiseksi tarvitsemme majoroinniksi
kutsuttua R™:n vektorien vélistad relaatiota. Vektoreis-
ta ei tarvitse tietdd muuta kuin se, mitd ne ovat. Jos
kuitenkin R™ tuntuu vieraalta, niin lukija voi silméilla
kirjoitusta [1]. Perehdymme aluksi majorointiin, minké
jilkeen todistamme Karamatan epayhtalon ja lopuksi
sovellamme sitd muutamissa esimerkkitapauksissa.

Majoroinnista

Olkoon & = (z1,72,...,7,) € R" ja x[, tdmén vekto-
rin 2:nneksi suurin koordinaatti. Siis

Ty 2 Tp) 2 e 2 Tp-1] 2 L)
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Sanomme, ettd vektori @ majoroi vektoria y, jos

T 2 yp)s
T+ T 2 Yu) + Y,

ra . T 2 Yt T Y1)
[ +...+:L'[n] = Y[ +...+y[n].

Jos & majoroi y:n, niin merkitsemme x > y tai y < x.
Selvasti

T -z,
rT-YNy=-ax = =1y,
T-YNy=-z = =~ 2

kaikilla x,y, z € R™. Jos ¢ > y ja © # y, niin © majo-
roi aidosti y:n.

Esim. 1 Jos « = (0,3,0), y = (1,0,2) ja z = (1,1, 1),
niin > y > z, silld

3>2, 3+0>2+4+1 ja 3+040=2+1+0
ja
2>1

, 2412141 ja 241+0=1+4+1+1.

Esim. 2 Jos n on positiivinen kokonaisluku, niin

(1,0,...,0) = (3,1,0,0,...,0)
~(,3,5,0,...,0)
-
=G o)

Esim. 3 Jos z on vektorin = (z1,...,z,) € R™ koor-
dinaattien aritmeettinen keskiarvo, niin

1}2(1'1,1‘2,-.-,-13”) - (f,f,,.’ﬁ‘):i

Karamatan epayhtalo

Seuraavassa lauseessa muotoillaan ja todistetaan Kara-
matan epayhtilo. Todistus seuraa lahteessé [3, s. 33-34]
annettua.

Lause 1 (Karamatan epiyhtdlo) Olkoot a = (a,)™_; ja
b= (b)), missé a,,b, € o, 8] kaikilla 2z =1,2,...,n.
Olkoon f: Ja, B[ — R konveksi funktio. Jos @ > b, niin

n

> fla) =D fb). (3)

=1

Jos f on aidosti konveksi, niin yhtdsuuruus voimassa,
jos ja vain jos a = b.

Todistus Epéyhtalo on selvisti voimassa, jos a = b.
Jos jollakin u:n arvolla a, = b,, voidaan termit f(a,)
ja f(b,) jattad huomioimatta. Voimme siis olettaa, et-
td a, # b, kaikilla 2:n arvoilla. Edelleen, koska epéyh-
talo (3) on riippumaton vektorien a ja b koordinaat-
tien jérjestyksestd, voimme rajoituksetta olettaa, ettd
a; > ...>apjaby > ... > b, Koska f on konveksi,
on erotusosamaarista

fla,) — f(b) _

— &
az_bz

muodostuva jono (¢,)I"_; kaksoisepéyhtédlon (2) perus-
teella vdhenevid. Aktiivinen lukija selvittdnee tdmén
vaitteen yksityiskohtaisesti. Merkitdan

k k
Av=3)a ja Bi=) b,
1=1 1=1

kaikilla k € {1,2,...,n}, ja sovitaan, ettd
AO = By =0.

Koska a = b, on A, = B, ja A, > B, kaikilla
1€ {1,...,n}. Saamme

D fla) =D fb) =D (fla) = f(b))

=1 1=1 1=1

I
M3

Cz(az - bz)
1

-
Il

Cz(Az - A’L—l - Bz + Bz—l)

[
NE

1=1

= C’L(A’L_B’L) _ZCZ(Alfl _Bzfl)
=1 =1
n—1 n—1

= Cz(Az - Bz) - Z Cz-l—l(Az - Bz)
1=0

@
Il
=

i
I}

n—1
- Cz(Az - Bz) - Z Cz+1(A7, - Bz)
1 1=1

<

[

=S e en)(A - B0, ()
1

3

7

mistéd (3) seuraa. Koska a, # b, kaikilla 2 € {1,...,n},
on A, > B, viahintddn yhdelld 2:n arvolla, ja jos f on
aidosti konveksi, niin jono (¢,)™; on aidosti vidhene-
vé. Summassa (4) on télloin vahintdan yksi positiivinen
termi, joten tdmé summa on positiivinen, koska kaik-
ki termit ovat ei-negatiivisia. Yhtdsuuruusehto seuraa
tasta.

Huomautus Jos konveksi funktio f on kasvava, niin
lauseen ehto a = b voidaan lieventdd muotoon

k k
> a,>) b kaikilla k=1,2,..,n,
1=1 1=1
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silld erotusosaméérat c,, erityisesti ¢,,, ovat ei-negatiivi-
sia (ks. todistuksen yhtédloketju). Yhtdsuuruusehto sii-
lyy samana.

Sovelluksia

Aloitamme sovellukset ndyttdmalld, miten Karamatan
epayhtalon avulla voi laatia tehtdvid. Ndimme edelld
(esim. 2), ettd jos n € Z4, niin

(1,0,0,...,0) = (%,1,1

1
Z7E7E7"'?E>7

ja tieddmme, ettd jos a > 1, niin eksponenttifunktio
f(z) = a” on aidosti konveksi. Karamatan epéyhtélon
premissit ovat siis voimassa. Saamme

a1+a0+...+a02a% +a% +...+a%,
miké sievenee muotoon
aflzn(a%fl). (5)

Yhtédsuuruus on voimassa, jos ja vain jos n = 1. Si-
joittamalla a:n paikalle luvut 2, e ja 1 + %, saadaan
sopivasti sievennellen tehtavé:

Osoita, ettd jos n € Z ja n > 2, niin
1\n
a) (1+-) >2
n

e—1

b) >en —1,

1 1\ =
c) n+7>n(1+7) .
n n

Viitteet a) ja c) todistuvat lukiomatematiikalla, silld
ne seuraavat triviaalisti binomiteoreemasta. Viite b)
seuraa helposti e-kantaisen eksponenttifunktion sarja-
kehitelmasta, joka tosin ei kuulu lukion oppimaaraan
mutta lienee tuttu monelle matematiikkaa harrastaval-
le lukiolaiselle.

Kadelburg [4] kirjoittaa matematiikkaolympialaisten
epayhtalotehtavistd, ettd niiden laatijat luultavasti
kayttdvat mm. Karamatan epdyhtdlod tehtévid kon-
struoidessaan ja keksividt elementaariset, puhtaasti
koulumatematiikkaan perustuvat ratkaisut mychem-
min. On selvad, ettd tehtavid ei voi kdyttda kilpailus-
sa, ellei alkeismatematiikkaan perustuvaa ratkaisua ole
nakopiirissa. Alkeellisen ratkaisun 16ytadminen edellyt-
tad usein huomattavaa nokkeluutta ja rajoitettu ratkai-
suaika lisd&d viela suorituksen vaativuutta. Luultavas-
ti ainakin joidenkin matematiikkaolympialaisiin osal-
listuvien maiden kansallisissa valmennustiimeissé opi-
taan my6s Karamatan epdyhtédld tavanomaisempien
menetelmien lisiksi, silla sitd voi luonnollisesti kayttaa
myo6s ratkaisemiseen. Seuraavana esimerkkind on Ju-
goslavian olympiajoukkueen karsintatehtiava [3, s. 41-
42] vuodelta 1969.

Esim. 4 Todista: Jos reaaliluvuille a, ja b, on

ay > as > ...>a, >0,
b1 > ay,

biby > ayas,

b1b2...b712a1a2...an,
niin
bi+bo+...+b,>a1+as+...+an,.

Lukujen logaritmit toteuttavat ehdon

k k
Z Ina, < Z Inb,
1=1 1=1

kaikilla k£ = 1,2,...,n, joten viite seuraa vélittomésti
siitd, ettd funktio f(x) = e® on konveksi ja kasvava.

Esim. 5 [3, s. 35] Todista: Jos a, b, ¢ > 0, niin

2 2 2 1 1 1
<

a+b b+c c+a*E+E+E

ja

Va+b+Vb+c+vVeta >V2a+ V20 + V2.

Molemmissa epéayhtéloissa vallitsee yhtdsuuruus, jos ja
vain jos a = b = c.

Epéayhtélot ovat symmetrisid muuttujien suhteen, joten
voimme rajoituksetta olettaa, ettd a > b > c¢. Talléin

(a+b,b+c,c+a) < (2a,2b,2c).

Viitokset seuraavat Karamatan epéyhtélostd sovelta-
malla sité aidosti konvekseihin funktioihin f(z) = 271,
x > 0, ja g(x) = —/x. Aktiivinen lukija voi mietti4,
miten ndmé epayhtalot yleistyvéit mielivaltaiselle méaa-

rdlle positiivisia lukuja.

Esim. 6 Karamatan epayhtalon avulla saadaan yksin-
kertainen todistus aritmeettisen ja geometrisen keskiar-
von véliselle epdyhtélolle eli AG-epayhtalolle. Olkoon

T1,T9, ..., Ly > 0 ja A niiden aritmeettinen keskiarvo.
T4ll6in

(A A, .. A) < (21,22, ., Tp)-
Funktio g(t) = —1Int, ¢ > 0, on aidosti konveksi, sil-

14 ¢”(t) = t72 > 0. Karamatan epiyhtiloi soveltaen
saadaan

—InA-InA—...—-InA< —-Inzy—Inzs—...—Inz,,
miké sievenee muotoon

nln A > In(z122...2,),
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ja edelleen

InA > %ln(ajlxg...a:n) =In Yx125... 2, =1IngG,

misté véite seuraa. Yhtdsuuruusehto seuraa funktion g
aidosta konveksisuudesta.

Esim. 7 [3, s. 42] Todistettava: Jos a, b, ¢ > 0, niin

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db) <abe (6)

Epéyhtédloé on symmetrinen muuttujien suhteen, joten
voimme rajoituksetta olettaa, ettd a > b > ¢ > 0. T&l-
16in epéayhtélon (6) vasemman puolen tekijoiden suu-
ruusjirjestys on

at+b—c>a+c—b>b+c—a,

ja ainoastaan pienin néistd luvuista voi olla ei-
positiivinen. Jos b+ ¢ —a < 0, niin (6) on voimassa
koska abc > 0. Voimme siis olettaa, ettd b+ c —a > 0.
Selvasti

at+b—c>a
(a+b—c)+(a+c—b)>a+b
(a+b—c)+(a+c—b)+(b+c—a)=a+b+c
eli (a+b—ca+c—bb+c—a) > (ab,c). Funk-

tio g(x) = —Inz on aidosti konveksi, joten Karamatan
epayhtalod soveltaen saadaan

—In(a+b—¢)—In(b+c—a)—In(c+b—a) >

—Ina—1Inb—1Inc,

mista véite seuraa. (Epéayhtélo (6) on voimassa myos
ehdolla a,b,c > 0, silld jos esimerkiksi ¢ = 0, niin sen
vasen puoli pelkistyy muotoon —(a+b)(a—b)? ja oikea
puoli on 0.)

Epéyhtélolld (6) on mielenkiintoinen sovellus kolmioi-
hin. Kolmion sisdén piirretty ympyra sivutkoon kol-
mion sivuja a, b, ¢ pisteissé, jotka jakavat ne kuvion

osoittamalla tavalla osiin

a=x+y, b=y+z ja c=z+u=x.

Naista yhtéloista seuraa

x:%(a+c—b)(>0),

1

y:§<a+b_c)(>0)a

z:%(b+cfa)(>0).

Kertomalla keskendin AG-epayhtdlot

2Vzy <z +vy, 2yz<y+z 2Jzx<z+4+x
saadaan

8ryz < (z+y)(y + 2)(2 + z),

mikd on sama kuin esimerkissd 7 yleisemmilla edelly-
tyksilld todistamamme epéyhtélo (6). Heronin kaavan
mukaan kolmion pinta-alan A nelié

A% =p(p—a)(p—b)(p—c),

missid p = % (a + b+ c), ja koska (6) on voimassa, on

A? = %(a—!—b—i—c)(a—&—b—c)(a—kc—b)(b+c—a)

1

< —abe(a+b+c). (7)
16

Saatu arvio on tarkempi kuin néissd yhteyksissé yleen-
sa esitetty

4 4
A2§p7:(a+b+c) , (8)
27 432

silld AG-epédyhtalon perusteella

abe < a+b+c)3,

1
77
joten

(a+b+c)* = i(a—+—b+c)4.

1
J— < —
abc(a+b+c) 132

16 —16-27
Arvio (8) perustuu pelkéstdédn kolmion piirin pituu-
teen, kun taas arviossa (7) tarvitaan piirin lisaksi tie-
to kolmion sivujen pituuksien tulosta. Molemmissa ar-
vioissa yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos kolmio
on tasasivuinen.

Karamatan epdyhtélon avulla voidaan relaatiota
(a+b—c,a+c—bb+c—a) > (a,b,c)

hy6dyntéen todistaa ddrettémén monta kolmion sivu-
jen vilistd epayhtdlod. Jos ndet f on aidosti konveksi
funktio, niin

fla+b—c)+ f(a+c—b)+ f(b+c—a) > f(a)+f(b)+f(c).

Yhtéasuuruus on voimassa, jos ja vain jos a = b = c.
Esimerkiksi, jos n (> 2) on kokonaisluku, niin positii-

visille luvuille médaritelty funktio f(z) = ™™ ja ei-
negatiivisille luvuille mééaritelty funktio g(z) = — /z

ovat aidosti konvekseja, joten
(a+b—c) " +(a+c—=b) "+ (b+c—a)™" > a "+b "+ "

ja

Va+b—c+¥Va+c—b+Vb+c—a< Yat Vbt e
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Lahteessd [4, s. 101] mainitaan, ettd vuonna 1996
Aasian ja Tyynenmeren alueen olympialaisissa oli teh-
tavind todistaa tdmé g-funktiosta saatava epéyhtélo
tapauksessa n = 2, miké siis Karamatan epayhtéalon
avulla todistuu vaivatta. Elementaarinen todistus on
tyolaampi.

Esim. 8 [3, s. 44] Vuoden 2000 matematiikkaolympia-
laisissa oli tehtédvana todistaa epayhtilo

(Jc—1+§)(y—1+%)(z—1+é)§1, 9)

kun z,y,z > 0 ja zyz = 1. Annetuista ehdoista seuraa,
ettd on olemassa positiiviset luvut a, b, ¢ siten, etta
a b c
r= -, =-, z=-.
b Y c a
Sijoittamalla ndmé epéayhtéloon (9) saadaan yhtapita-
vasti
b b
(9—1+9)<7—1+9)(5—1+7) <1,
b b/ \c c/ \a a
miké positiivisella luvulla abe kertoen pelkistyy esimer-
kissad 7 olevaksi epayhtaloksi.

Myo6s seuraava Jensenin epayhtédlon erikoistapaus to-
distuu helposti.

Esim. 9 Olkoon f vélilld I mééaritelty konveksi funk-
tio ja x1,...,xy, € I. Olkoon edelleen z lukujen z, arit-
meettinen keskiarvo. Koska

(Z,Zy...,%) < (z1,22,...,Zy),

seuraa Karamatan epayhtalosta

J@)+ f(@)+. ..+ f(2) < flz) + flz2) +.. .+ flan),

miké voidaan kirjoittaa muotoon

fla) = g (Pt

)S%f(:vl)—k...nt%f(xn).

Viimeiseni esimerkkini todistamme Petroviéin® epdyh-
talon. Kadelburg [3, s. 36-37] todistaa se suoraan
konveksisuuden méaritelmén avulla, mutta Karamatan
epayhtaloa kayttden saadaan lyhyempi todistus ja pie-
ni taydennyskin.

Lause 2 (Petroviéin epéayhtild) Jos x1, xa, . .
ja f:[0,00] = R on konveksi funktio, niin

)+ o+ flen) < flr+ o 4 a) + (0= 1) £(0).

Yhtéasuuruus on voimassa, jos ja vain jos f on enintdén
astetta 1 oleva polynomifunktio.

Ty >0

Todistus Koska luvut x, ovat ei-negatiivisia, on voi-
massa

(1 4+a2+...+2p,0,0,...,0) = (1,22, ...
—_———

n—1 kpl

,.Z’n).

3Mihailo Petrovié (1868-1943), serbialainen matemaatikko.

Karamatan epéyhtélostéd seuraa

flart. . Azn)+f0) + .o+ f(0) > fla)+. .+ f(zn),
—_—————

n—1 kpl

miké sievenee todistettavaksi epayhtaloksi. Yhtdsuu-
ruusehto on ilmeinen.

Karamatan epayhtalon tai esimerkissd 9 olevan epéyh-
talon avulla saadaan summalle

flz1) + f(x2) + ..+ f(zn)

myo0s alaraja. Jos & on lukujen x4, ..., x, aritmeettinen
keskiarvo, niin (Z,Z,...,Z) < (z1,22,...,Ty), joten

f@+f@)+.. .+ f(@) < fla) + flo2) +... 4 fzn).

Jos siis z1,...,2, > 0ja f:[0,00] = R on konveksi,

nf(z) <Y f@) < flar+ ...+ z0) + (n— 1) £(0).

Tapauksessa f(x) = —/x saadaan epayhtalot

1 1
<VI+V2+ .. 4+ n<n %.

n—+

Vi

Tama arvio on kuitenkin hy6dyton, silld triviaalissa ar-
viossa

n<V1I+V2+4...+vn<nyn

rajat ovat paremmat.

Kiitin emeritusprofessori Jorma Merikoskea kirjoitus-
tani tismentdneistd kommenteista.
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