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Kuusi haastavaa tehtavaa: Euroopan tyttojen
matematiikkaolympialaiset Luxemburgissa 8.-14.4.2013

Esa V. Vesalainen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Luxemburgissa jarjestettiin 8.-14.4.2013 toiset Euroo-
pan tyttéjen matematiikkaolympialaiset. Kyseessd on
vakava kansainvélinen kilpailu, jonka tarkoituksena on
toimia haastavana, motivoivana ja ilahduttavanakin
valiportaana tytoille, jotka tadhtdavéit kansainvélisiin
matematiikkaolympialaisiin. Asiat ovat ldhteneet liik-
keelle lupaavasti: kilpailut ovat olleet erinomaisesti jér-
jestettyjé ja palaute Suomen kilpailijoilta on ollut hy-
vin positiivista. Koska kilpailun taustaa ja luonnetta
on kisitelty hyvin jo aiemmin téssé lehdessé [1, 2], seu-
raavassa on esitetty vain muutama oleellinen ja mainin-
nanarvoinen asia ennen itse tehtévia ja ratkaisuita.

Kilpailuun osallistui kaikkiaan 84 kilpailijaa 22 eri
maasta. Koko kilpailussa parhaan tuloksen sai Yhdys-
valtain vierailijajoukkueen Daniella Wang, joka myos
jakoi ensimmaisté sijaa viime vuonna. Toiseksi parhaan
tuloksen saavutti Turkin Berfin Simgek, ja kolmanneksi
parhaan Serbian Andela Sarkovic. Taydelliset tulokset
16ytyvat kilpailun kotisivuilta [3].

Suomea edustivat
e Pihla Karanko Ressun lukiosta,
e Katja Kulmala Meri-Porin lukiosta,

e Neea Palojarvi Paivolan kansanopiston matematiik-
kalinjalta, ja

e Ella Tamir Helsingin matematiikkalukiosta.

Pihla Karanko ja Katja Kulmala palkittiin kunniamai-
ninnoilla.

Joukkueen johtajana toimi Esa Vesalainen ja varajoh-
tajana Jesse Jadsaari.

Kilpailun formaatti oli sama kuin viime vuonnakin. Yk-
si merkittdvd ero kuitenkin oli: tdnd vuonna kumpa-
nakin kilpailupéivina oli vain kolme tehtavda kun vii-
me vuonna oli neljd. Syyné tdhén oli, ettd ndin tehta-
vien pisteytykseen tarvittiin vdhemman ihmisid, milla
on merkitystd koska pisteyttédjid kutsutaan ulkomail-
ta asti ja majoitustilaa oli niukasti. Toki pienemmaél-
14 méaaralla tehtdvid pisteytyskin sujui sitten nopeam-
min. Joka tapauksessa kokeet olivat tdnad vuonna sa-
man mallisia kuin kansainvélisten matematiikkaolym-
pialaistenkin kokeet: tehtédvét 1 ja 4 "helppoja”, teh-
téavit 2 ja 5 oleellisesti vaikeampia, ja tehtévit 3 ja 6
erityisen haastavia.

Todettakoon vield mukavana yksityiskohtana, etta teh-
tavissa oli mukana kontribuutio Suomestakin: tehtava
kaksi oli Matti Lehtisen ehdottama.

Ensimmaisen kilpailupaivan tehtavat

1. Kolmion ABC sivua BC' jatketaan pisteen C' toisel-
le puolelle sellaiseen pisteeseen D saakka, jolle CD =
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BC'. Sivua C'A jatketaan pisteen A toiselle puolelle sel-
laiseen pisteeseen E saakka, jolle AE = 2C A. Osoita,
ettd jos AD = BE, niin kolmio ABC on suorakulmai-
nen.

2. Etsi kaikki kokonaisluvut m, joilla m x m-nelioén voi
pilkkoa viideksi suorakaiteeksi, joiden sivujen pituudet
ovat kokonaisluvut 1, 2, ..., 10 jossakin jarjestyksessé.

3. Olkoon n positiivinen kokonaisluku.

a) Osoita, ettd on olemassa 6n pareittain erisuuren
positiivisen kokonaisluvun joukko S, jonka minké
tahansa kahden alkion pienin yhteinen jaettava on
enintéifin 32n2.

b) Osoita, ettd jokaisesta 6n pareittain erisuuren po-
sitiivisen kokonaisluvun joukosta T' 16ytyy kaksi al-
kiota, joiden pienin yhteinen jaettava on suurempi
kuin 9n?.

Toisen kilpailupaivan tehtavit

4. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut a ja b, joilla
16ytyy kolme perdkkéista kokonaislukua, joilla polyno-

min 5
P(n) _ n ;—a

arvot ovat kokonaislukuja.

5. Olkoon {2 kolmion ABC' ympéri piirretty ympyra.
Ympyra w sivuaa sivuja AC ja BC, ja se sivuaa ympy-
raa {2 sisdpuolelta pisteessa P. Erés sivun AB suuntai-
nen suora kulkee kolmion ABC lipi ja sivuaa ympyraéa
w pisteessad Q.

Osoita, etté ACP = Q/C\B

6. Lumikki ja seitseman kéapiota asuvat talossaan met-
sén siimeksissid. Kuudestatoista perdkkéaisestd paivésta
jokaisena erdit kadpiot tyoskentelivit timanttikaivok-
sessa kun taas loput kdapiot kerédsivat metsdssa marjo-
ja. Kukaan kaépioisté ei tehnyt minkdan paivan aika-
na molempia toitd. Mind tahansa kahtena eri (ei valt-
tamétta perdkkéisend) paivand ainakin kolme k&&pio-
td tekivit kukin molempia toitd. Lisdksi ensimmaéise-
né paivina kaikki seitsemén kaapiota tyoskentelivét ti-
manttikaivoksessa.

Osoita, ettd jonakin néista 16 paivista kaikki seitsemén
kaapiota kerdsivat marjoja.

Ratkaisut

Seuraavassa on yksi ja vain yksi ratkaisu jokaiseen teh-
tavdan. Paljon lisdd ratkaisuita ja variantteja 16ytyy
virallisesta ratkaisuvihkosesta [4].

1. Peilataan piste A pisteen C' suhteen, jolloin syntyy
suunnikas ABA’'D, jonka lavistdjien leikkauspiste on
C. Nyt A’B = AD = BE, eli kolmio AA’BE on ta-
sakylkinen. Lisiksi AE = 2 - AC, ja AC = A'C, eli
AE = AA’. Tésta seuraa, ettd A on kolmion AA’'BE
kérjestd B piirretyn korkeusjanan kantapiste, ja on ol-
tava BA L AC.

2. Koska yhden suorakaiteen erés sivu on 10, ja sen on
mahduttava m x m-nelion sisélle, on oltava m > 10.

Liséksi, jos on m > 10, niin jokaisesta suorakaiteesta
enintdén kaksi sivua on m x m-nelion reunalla, ja jos
tosiaan kaksi sivua on reunalla, niiden on oltava eri-
pituisia. Toisaalta, m x m-nelién reunan jokainen osa
kuuluu jonkin suorakaiteen sivuun, ja siis sen piirille
4m patee

Im<1+24+34+...+10=55.
Taten m < 14. Siis on oltava 10 < m < 13.

Pienella kokeilemisella ndkee, ettd arvot m =
m = 13 ovat mahdollisia (kts. kuvat 1 ja 2).

11 ja

3 8
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6 7

4 4
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10 1

Kuva 1: Tehtivin 2 tapaus m = 11.

10 3

Kuva 2: Tehtivdin 2 tapaus m = 13.

Tapauksen m = 10 ndkee helpohkosti mahdottomaksi.
Jollakin suorakaiteista, sanokaamme suorakaiteella R,
on sivu, jonka pituus on 10. Jos R jakaisi 10 x 10-nelién
kahteen eri osaan, olisivat molemmat osat suorakaitei-
ta, jotka molemmat olisi peitettdva kahdella suorakai-
teella, joilla olisi vain eripituisia sivuja. Selvésti tdma
on mahdotonta.
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Siispé suorakaiteen R on oltava 10 x 10-nelién reunalla.
Nyt jokin suorakaide pitéisi peittdd neljélla erikokoisel-
la suorakaiteella. Ei ole vaikea vakuuttua siité, etta té-
mékadn ei ole mahdollista jos suorakaiteiden mitoissa
ei ole yhté pitkia sivuja.

Lopuksi, mahdollisuuden m = 12 voi sulkea pois tar-
kastelemalla sivujen parillisuuksia. Ei ole vaikea va-
kuuttua siitd, ettd suorakaiteet on aseteltava nelion
sisdlle niin, ettd nelion jokainen sivu koostuu kahden
eri suorakaiteen sivusta, ja jakautuu siis luonnollises-
ti kahteen osaan, ja ettd nelion sisilld on tasan yksi
suorakaide joka ei kosketa nelion sivuja.

Nelitn jokaisen sivun osat ovat samaa parillisuutta, ja
koska parillisia ja parittomia pituuksia on kéytettavis-
sé vain viisi kumpaakin, on nelién kaksi sivua jaettava
parillisen mittaisiin osiin, ja loput kaksi sivua jaettava
parittoman mittaisiin osiin.

Jos parillisiin osiin jaetut nelion sivut olisivat vastak-
kaiset sivut, niin nelion sisélle jadvan nelikulmion kaik-
ki sivut olisivat parillisen mittaisia, ja parillisen mittai-
sia sivuja olisi kuusi, mikd on mahdotonta (kts. kuva 3).

2 2 2 2
1
1 2 ; 2
— 1
1
2 2 2 2

Kuva 3: Tehtdvin 2 tapaus m = 12 johtaa ristirii-
taan, jos nelidssd vastakkaiset sivut jaetaan parillisen
mittaisiin osiin.

Jos taas parillisiin osiin jaetut nelion sivut olisivat vie-
rekkéiset sivut, niin nelion sisélle jadvin nelikulmion
sivut olisivat parittomia, ja parittoman mittaisia sivu-
ja olisi kuusi (kts. kuva 4), mika on jéilleen mahdotonta,
ja olemme valmiit.

Kuva 4: Tehtivin 2 tapaus m = 12 johtaa ristirii-
taan, jos neliossd vierekkdiset sivut jaetaan parillisen
mittaisiin osin.

3. a) Luonnollinen tapa aloittaa on kokeilla lukuja
1, 2, ..., 6n. Tamé& ei kuitenkaan toimi, koska luvut
6n ja 6n — 1 ovat yhteistekijattomia, ja niiden pie-
nin yhteinen jaettava on siis niiden tulo 36n? — 6n =

32n2+42n(2n—3), miki on valitettavasti suurempi kuin
32n2 kun n > 2.

Luonnollinen seuraava yritys on harventaa joukkoa
isompien lukujen péaéstéd, niin, ettd joukon isot lu-
vut ovat parillisia. Kokeilemisen jélkeen saattaa péaatya
joukkoon

S={1,2,...,4n — 1,4n,4n+2,4n + 4,...,8n},

miké siis sisaltad luvut 1, 2, ..., 4n, ja parilliset luvut
An+2,dn+4,4n+6, ..., 8n.

Nimittéin, jos luvut a € S ja b € S ovat suurempia
kuin 4n, niin niiden pienin yhteinen jaettava on enin-
tdan puolet niiden tulosta, eli

ab < 8n - 8n
2 2
Toisaalta, jos a € S on pienempi kuin 4n, ja b € 5,
niin niiden pienin yhteinen jaettava on pienempi kuin
niiden tulo, eli

= 32n2.

[a,b] <

[a,b] < 4n - 8n = 32n°.

b) Ratkaisun ideana on unohtaa joukon T' lukua 3n
pienemmaét elementit; joukosta T' 16ytyy ainakin 3n+ 1
lukua, jotka ovat suuruudeltaan vahintaén 3n, sano-
kaamme luvut

n<ar <ag < ... < A3pg1-

Koska murtoluvut L, L. ... L
a,’ as’ ) aszn41

kuuluvat valille

[ﬁ7 %}7 on joidenkin kahden niistéd, sanokaamme

lukujen ai < ﬁ, etédisyyden oltava enintdén 3% valin
i J

pituudesta. Nyt

0< 1 1 < 1 1 1 < 1
aj a;  3n\3n  azni1 9n2’

Koska erotuksen ai — ai pienin mahdollinen nimittaja
) P

on lukujen a; ja a; pienin yhteinen jaettava, ja koska
sen on oltava suurempi kuin 9n2, olemme valmiit.

4. Olkoot luvulle n kolme perakkéistd mahdollista ko-
konaislukuarvoa z — 1, = ja « + 1. Ratkaisun ydinaja-
tuksena on todeta, ettd koska

(x—1°=2°=(x+1)°=—a (modb),
jakaa luku b erotukset
(x+1)° —2® = 5z + 102% + 102 + 5z + 1,
(x —1)° —2® = =5z + 102® — 102 + 52 — 1,
ja
(x+1)° = (z —1)° = 102* 4 202% + 2,

sekd niiden kaikki monikerrat, ja edelleen monikertojen
summat ja erotukset. Luku b jakaa siis my06s lausekkeet

5% +102% + 1022 + 5z + 1
— 5% + 102 — 1022 + 5 — 1 = 202> + 10z,
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2 (102" + 202” + 2) — x (202° + 10z) = 302” + 4,
3(202° 4+ 10z) — 2z (302> + 4) = 22,

ja lopuksi lausekkeen

22 (5z* + 102® + 102 + 5z + 1)
— (52® +102* 4 10z + 5) - 222 = 22.

Téaten luvun b on oltava jokin luvuista 1, 2, 11 ja 22.

Todetaan seuraavaksi, ettd luku b ei voi olla parillinen,
koska luvut (z + 1)° ja 2% ovat vilttadméittd eri parilli-
suutta. Siis b on jompi kumpi luvuista 1 ja 11.

Tapauksessa b = 1 luku a voi olla miké tahansa posi-
tiivinen kokonaisluku.

Tapauksessa b = 11 lasketaan viidensien potenssien
jadnnokset modulo 11:

1 2

34 5 6 7 8 910
1-1 11 1-1-1-1 1-1

0
n®: 0 —
Tastd taulukosta ndhdiidn, ettd luvun a arvo kelpaa

tasmalleen silloin kun a = £1 (mod 11).

5. Olkoot ympyroiden w ja 2 keskipisteet I ja O. Ol-
koon suoran C'P ja ympyran w toinen leikkauspiste D,
ja olkoon ¢ ympyrdn w pisteen D kautta kulkeva tan-
gentti. Olkoon X suoran ¢ leikkauspiste ympyrin (2
kaaren AC kanssa, ja olkoon Y suoran £ leikkauspiste
ympyran € kaaren C'B kanssa. Olkoon viela F suorien
AC ja ¢ leikkauspiste, ja Z pisteen A kautta kulkevan
suoran ¢ suuntaisen suoran ja ympyrian {2 toinen leik-
kauspiste.

Kolmiot APID ja APOC ovat tasakylkisid, ja siis
my6s yhdenmuotoisia. Edelleen, koska ID 1 ¢, my06s
OC 1 {. Erityisesti kaaret XC ja CY ovat yhta suu-
ret, mistd vuorostaan seuraa, ettd kaaret AC ja CZ, ja
niitd vastaavat kehdkulmat AC ja C'Z, ovat yhtd suu-
ret. Nyt voimme todeta, ettd

DEC = ZAC = CZ = AC = CBA.

Nyt loppu on ldhelld: todetaan, ettéd peilauksessa kul-
man BOA puolittajan CT suhteen suora ¢ kuvautuu
suoralle, joka seké sivuaa ympyrdd w ettd on yhden-
suuntainen suoran AB kanssa. Lisaksi piste D kuvau-
tuu pisteelle Q, ja téten Q/C\B = ACD = ACP.

6. Olkoon V kaikkien erilaisten nollista ja ykkosista
muodostettujen seitsemén luvun mittaisten lukujen jo-
no. Joukko V sisiltda siis tasan 27 = 128 jonoa. Namé
jonot merkitsevat eri tyonjakoja yhden péivin aikana
seuraavasti: Numeroimme kadpiot luvuilla 1, 2, ..., 7,
ja jonon 7. luku on 0 tai 1 sen mukaan, tyoskentelikd .
kéapio timanttien vai marjojen parissa. Erityisesti en-
simmaisend paivana tyonjako oli 0000000, koska kaikki
tyoskentelivat timanttien parissa.

Kaikkiaan tyonjaot tarkasteltavien kuudentoista péi-
vén aikana muodostavat joidenkin kuudentoista jonon
di,...,d1g € V kokoelman. Tieddmme, ettéd yksi ndista
jonoista on 0000000, ja niistd mitka tahansa kaksi eri
jonoa poikkeavat ainakin kolmessa eri kohdassa. Mer-
kitsemme D = {dj,da,...,d1s}. Tehtdvimme on siis
todistaa, ettd joukko D sisdltdéd jonon 1111111.

Nyt otamme kayttoon uuden kasitteen: sanomme, et-
td jono x € V peittdd jonon y € V, jos x ja y poik-
keavat enintddn yhdessd kohdassa. Esimerkiksi jono
1011010 peittad jonot 1011010 ja 1010010 mutta ei jo-
noa 0001010. Jokainen jono peittaa tdsmaélleen kahdek-
san jonoa (mukaan lukien itsensd).

Olkoon B; C V niiden jonojen, jotka jono d; peittéa,
joukko. Jokainen joukoista Bi, Bs, ..., Big sisaltaa
tdsmaélleen kahdeksan jonoa. Toisaalta, koska kahdella
eri jonolla d; ja d; on ainakin kolme eriévdd kohtaa, ei
joukoilla B; ja B; ole yhteisid elementtejd. Joukot By,
Bs, ..., Bjg sisdltéavat siis yhteensa 16 - 8 = 128 jonoa.
Toisin sanoen, jokaisen jonon x € V peittdd tdsmaélleen
yksi jonoista d € D.

Seuraavaksi méaarittelemme toisenkin uuden késitteen,
painon. Jonon z € V paino on sen sisdltdmien ykkos-
ten lukumé&ira. Esimerkiksi jonon 1011010 paino on 4.
Koska erds jonoista, sanokaamme dy, on 0000000, vas-
taava joukko B; siséltdd ainoan (O-painoisen jonon ja
kaikki 1-painoiset jonot.

Mikéan jonoista do, ..., dig ei voi olla painoa 2, koska
muutoin vastaava B; sisaltdisi my6s 1-painoisia jono-
ja, ja siis yhteisid elementtejd joukon B; kanssa. Siten
kaikki (;) = 21 painoa 2 olevat jonot peittyvét niilla
jonoista d € D, jotka ovat painoa 3. Koska jokainen
3-painoinen jono peittda tdsmélleen 3 painoa 2 olevaa
jonoa, on jonoista d € D tasmalleen % = 7 kappaletta
painoa 3.

Joukossa V' on (;) = 35 painoa 3 olevaa jonoa, jois-

ta seitseméan kuuluu joukkoon D, ja loput 28 peittyvét
joillakin 4-painoisilla jonoilla d € D. Koska jokainen
4-painoinen jono peittdd tasan 4 painoa 3 olevaa jo-
noa, kuuluu joukkoon D tésmélleen % = 7 kappaletta
4-painoisia jonoja.

Nyt olemme siis todenneet, etté joukko D sisdltdad yh-
den O-painoisen, seitsemén 3-painoista, ja seitsemén
4-painoista jonoa. Néaiden lisdksi se sisdltdd vain yh-
den jonon d lisda, jonka on peitettdava kaikki 6- ja 7-
painoiset jonot (koska mikd4n alempipainoisista joukon
D elementeista ei niitd peitd). Koska 6- ja 7-painoisia
jonoja on kaikkiaan 8 kappaletta, on jonon d peitettava
vain ja ainoastaan kyseiset 8 jonoa.

Jonon d on oltava painoa 6 tai 7, koska se peittdd jo-
non 1111111, eikd se voi olla painoa 6, koska muutoin
se peittéisi 5-painoisia jonoja. Siis jono d on painoa 7,
eli se on 1111111, ja olemme valmiit.
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