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Kaanteistd marjanpoimintaa
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Mista on kysymys?

Mustikan pinnalla on normaalisti ohut ultravioletti-
valoa heijastava vahakerros. Nékyvin valon aallonpi-
tuudella kerros aiheuttaa sen, ettd marja néyttaa si-
niseltd. Tervamustikaksi kutsutulta kiiltdvanmustalta
varimuunnokselta vahakerros puuttuu. Teeret ja pu-
nakylkirastaat suosivat sinisid mustikoita, silld lin-
nut ovat mieltyneité ultraviolettivaloon. Tervamustikat
ovat melko harvalukuisia, mutta joillain alueilla niita
tavataan runsaastikin.

Sammeli on kidynyt kerddmasséd kipollisen mustikoita.
Velipoika Miihkali yrittda arvata, mistd Sammeli on
mustikkansa hakenut. Ahkujarven rannoilla kasvavis-
ta mustikoista p4 - 100 % on tervamustikoita, Bieg-
gajingén laitamien mustikkasadossa tervamustikoiden
osuus on pg - 100 %. Muita mustikkapaikkoja lahi-
maastossa ei ole. Sammelin kerddméssd otoksessa ter-
vamustikoiden osuus kaikista mustikoista ei valttamét-
td ole ldhelldkddn mainittuja prosenttimédrid, mutta
keskittydksemme Miihkalin kdyttaméaan paattelymene-
telmédn tarkastelemme pelkistettyd tilannetta, jossa
Sammelin marjasaaliin tervamustikkapitoisuus on ta-
san pa - 100 % tai tasan pp - 100 %. Edellisessa tapauk-
sessa marjat tulkitaan Ahkujdrven ja jalkimméisessé
Bieggajangén sadon osaksi. Sammeli ei anna Miihkalin
tutkia kipponsa sisdltod, vaan nayttdd hénelle kipos-
ta summamutikassa ottamansa marjan yksi kerrallaan
palauttaen mustikan aina takaisin kippoon. Téllaista

kutsutaan otannaksi takaisinpanolla. Se jatkuu kun-
nes laskintaan néprailevd Miihkali lopulta rohkaistuu
ilmoittamaan hyvinkin valistuneen arvauksen mustikoi-
den alkuperasta. Normaalikasittelyssd mustikan vaha-
kerros kuluu helposti pois, mutta nyt oletamme vahan
pysyvan. Millainen on Miihkalin menetelméa?

Matemaattinen malli

Todennékéisyyslaskennan kielelld ilmaistuna kyseessé
on toistokoe, jossa peréttiiset toistot ovat toisistaan
rigppumattomat. Mustan (M) ja sinisen (S) vérin to-
dennékoisyydet ehdoilla, ettd marja on poimittu Ah-
kujéarveltd (A) tai vastaavasti Bieggajingéilta (B), ovat

P(MnA)
P(A)
P(M|B) = ps,

P(M|A) = =pa, P(S|A)=1-pa,

Sulkeaksemme pois mielenkiinnottomat erikoistapauk-
set oletamme, ettd 0 < pa < 1,0 < pp < ljapas # pB.
Olkoon V,, marjojen vérien jono siind vaiheessa, kun
Miihkali on ndhnyt n mustikkaa, ja m(n) mustan véi-
rin esiintymiskertojen lukumaééréd jonossa V,,. Jos esi-
merkiksi kaksi ensimmaéistd mustikkaa ovat sinisid ja
kolmas musta, varijono on V3 = (S, S, M), ja m(3) = 1.
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Tallaisen jonon esiintymistodennékoisyydet ovat
P(V3|A) = P(S|A)P(S|A)P(M|A) = pa(1 — pa)?,
P(V3|B) = P(S|B)P(S|B)P(M|B) = pp(1 — pp)>.

Yleisesti

P(Va]4) = (1 = pa)* ™,

P(Va|B) = pg ™ (1 = pp)" ™.
Todenndkdisyyden kertolaskusddnndstd

P(AIVL)P(Vi) = P(V,|A)P(A)
saadaan Bayesin kaava

P(A|V,) = W

Kokonaistodenndkédisyyden kaava
P(Vn) = P(V,|A)P(A) + P(V,|B)P(B)
antaa Bayesin kaavalle muodon

P(ValA)P(4)
PVLJAIP(A) + P(V,[B)P(B)
1
P(V,|B) P(B) M

Y Bv,.I4) PA)

P(A[V,) =

Jos néiden todennékoisyyksien jono ldhestyisi nollaa
otannan edistyessé, olisi varmaankin kyse Bieggajan-
gidn mustikoista. Jos jono ldhestyisi ykkostd, mustikat
luultavasti olisivat Ahkujérveltd peraisin.

Mallin suppeneminen

Suppenemistarkastelut saattavat tuntua hankalilta tot-
tumattomasta lukijasta. Edes jonkinlaiseen téasmalli-
syyteen pyrkivin esityksen yksityiskohtien ymmarté-
minen ei ole oleellista itse asian kannalta. Yritdmme
selvittaa, milloin jonolla P(A|V},) on raja-arvo, ja mi-
ké se on. Ehdollisten todennékoisyyksien P(V,|B) ja
P(V,|A) suhde on

P(V,|B) _pp" (1

_ pB)nfm(n)
p’:;l(n)(l _ pA)”fm(")

P(V,|A)
m(n) 1_mn)
_ <Z7B> (1—]93) "
Pa 1 —pa
Lukumédrien m(n) ja n suhde m(n)/n on mustan vérin
suhteellinen frekvenssi jonossa V,,. Jos marjat ovat Ah-
kujarven mustikoita, suurten lukujen lain ns. vahvan

version nojalla suhteellinen frekvenssi lahestyy raja-
arvonaan todennakoisyyttd p4 siind mielessé, etta

P (mfln) —>pA> =1.

Talloin sanotaan, ettd m(n)/n konvergoi melkein var-
masti (engl. almost surely) kohti lukua p 4, ja merkitain

m(n)

PA-
n a.s.

On periaatteessa mahdollista, ettd kiposta sattumal-
ta tulee poimituksi esim. koko ajan vain sinisid mar-
joja, jolloin m(n)/n =0 — 0 # p4, mutta tdméankal-
tainen tilanne on darimmaéisen harvinainen, sen toden-
nakoisyys on 0. Seuraavassa tarkastelemme vain niita
virijonoja, joille m(n)/n — p4 tavanomaisessa mieles-
sé, kun n — oo. Sellaisille jonoille johtamamme tulok-
set pétevit todennikoisyydelld 1 kaikkien vérijonojen
joukossa. Edelld oletimme marjojen sisaltyvin Ahku-
jarven satoon. Bieggajangin mustikoiden tapauksessa
tarkastelemme vastaavasti vain niitd vérijonoja, joilla
m(n)/n — pp. Voimme siis kirjoittaa

3=

iy [2012)]

w53 | P(Vo[A)
Pa /1 _ 1-pa
<pB> < pB) tapauksessa A,
B DA 1—pa
pPB 1— 1-pB
<pB> ( pB) tapauksessa B.
pA 1—pa

Suhteen P(V,,|B)/P(V,|A) raja-arvon méaarittamiseksi
tarvitsemme pari aputulosta eli lemmaa:

Lemma 1. Olkoon 0 < 2 < 1,0 <y < ljax # y.
Talloin

w (2) (1) "«
w(5) (55) e

Todistus: Jilkimmaéinen viite (b) seuraa edellisestd
kédnteislukuihin siirtymaélld, joten riittda todistaa (a).
Se on yhtéapitdva epayhtalon

fl@)=a(1—2)"7 <y?(1-y)' (3)

kanssa. Téssd f(y) = yY(1 — y)'~Y. Funktion f deri-
vaatta muuttujan x suhteen on

flla) =y’ (1 —a) Y +a¥(1—y)(1—2)7¥ - (-1)
1—x 1—x\ Y 1—xz\ Y
() (57) o (5) ey
x x x
1— 1—xz\ Y
()] ()
x x
_ [Q—l} (1—x>_y.
T T
Téasséd tulossa jalkimméinen tekija on positiivinen, jo-

ten ensimmaéinen tekija maarda tulon etumerkin. Té-
ten f/(x) > 0 eli f on aidosti kasvava, kun 0 < z < y.
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Vastaavasti f/'(z) < 0 eli f on aidosti vdhenevd, kun
y<z<l O

Lemman perusteella siis
pa /q 1—pa
) =) <
pA 1—pa ’
PB 1-pp
) =) >
PA I—pa

Lemma 2. Olkoon lim a, = a, missd 0 < a # 1.

n—oo
T&ll6in

ja

{0, 0<a<l,

. n_
lim a, = . a>1
, .

n—oo

Todistus: Perustamme todistuksen lukujonon raja-
arvon madritelmédn. Olkoon A = (a+1)/2 lukujen a ja
1 keskiarvo. Tapauksessa 0 < a < 1 on olemassa sellai-
nen positiivinen kokonaisluku ni, ettd 0 < a, < A <1
aina, kun n > nj. Indeksin arvoilla n > n; pétee
0<ap <A™ —=0.

Tapauksessa a > 1 on olemassa sellainen positiivinen
kokonaisluku ns, ettd a, > A > 1 aina, kun n > ns.
Indeksin arvoilla n > ng patee a;, > A" — oo. O

Soveltamalla lemmaa raja-arvoyhtdloon (2) saamme
yhtélon

y P(V,|B) [0 tapauksessa A,
300 P(V,|A) | oo tapauksessa B.

Lopuksi otamme taas kaikki virijonot mukaan, jolloin
tavallisen suppenemisen tilalle astuu melkein varma
suppeneminen. Kaavan (1) perusteella

P(AIV,)
_ 1 { 1 tapauksessa A,

P(V,|B) P(B) s 10 tapauksessa B. (4)

' P4 P(A)

Laskentakaava

Tarkoituksenamme on johtaa kéytdnnollinen iteraa-
tioon eli toistoon perustuva kaava todennédkoisyyksien
P(A|V,) laskemiseksi. Olkoon F, jonon V,, viimeinen
alkio. Kun F,, poistetaan jonosta V,,, jiljelle jaa jono

Vi—1. Kaavasta (1) saadaan Bayesin kaavan avulla

P(A|Vn)
_ P(Va|A)P(A)
= P(Vu|A)P(A) + P(V,|B)P(B)
_ P(Fn|A)P(Va-1|A)P(A)
 P(Fu|A)P(Vao1|A)P(A) + P(Fu|B)P(Va-1|B)P(B)
P(V,_1|A)P(A)
P(Vo_1)

+ P(F,|B)

P(F,|A)

P(V,_1|A)P(4)
P(Vo1)

_ P(F|A)P(A|Vn1)

"~ P(FulA)P(A|Va—1) + P(Fn|B)P(B|Vn-1)’

P(V,._1|B)P(B)

P(F,|A) PV 1)

Symmetriasyistd vastaavat yhtalot pateviat myos vaih-
tamalla A ja B keskenéén:

P(Fp|A)P(A|Vs-1
(Fn|A)P(A|Vp—1) + P(F,.|B

P(Fy|B)P(B|Vn-1
(Fn|A)P(A|Vy-1) + P(Fu|B

~

P(AIVn) = 5 P(BVn_1)’

P(BIV.) = 5

| =

P(B|V,-1)

Merkitsemme Py(A) = P(A), Py(B) = P(B), P,(A) =
P(A|V,) ja P,(B) = P(B|V,), kun n > 0. Nailla
merkinnéilld todennékdisyyksille saadaan helppokayt-
toinen iteratiivinen laskentakaava

Py(A) = P(A)
{PO(B) = P(B)
= P(Fn|A)Pn1(A)
P = B AP (A) + PFAIB)Pas (B) 5
P.(B) = P(F,|B)P._1(B)

" P(Fu|A)Py_1(A) + P(Fa|B)P._1(B)

Alin yhtélé on mukana vain symmetrian havainnollis-
tamisen takia. Laskennassa se kannattaa korvata yh-
talolld P, (B) = 1 — P,(A). Jos jompikumpi todenné-
koisyyksista P,(A) ja P,(B) on tasan 1, jolloin toi-
nen on tasan 0, iteroinnin jatkaminen ei end&d muu-
ta todenndkoisyyksid. Verrattuna laskentakaavaan (1)
iteraatio (5) on kétevé siind mielessd, ettd koko ha-
vaintojonoa V;, ei tarvitse sdilyttda muistissa, vaan ai-
noastaan jompikumpi edellisistd todennédkoisyyksisté
P,_1(A) ja P,_1(B). Toinen riittaa, silla P,_1(A) +
P,_1(B) = 1. Tietysti P(M|A), P(M|B), P(S|A) ja
P(S|B) tarvitaan myos, mutta ne siilyvéit samoina ko-
ko laskennan ajan. Kun vaiheen n — 1 jilkeen tulee
uusi havainto (so. katsotaan seuraavan mustikan véri
F,), vaiheen n — 1 posterioritodenndkoisyydet P, _1(A)
ja P,_1(B) otetaan vaiheen n prioritodenndkéisyyk-
siksi, ja lasketaan uudet posterioritodennékéisyydet
P,(A) ja P,(B). Kertoimia P(F,|A) ja P(F,|B) kutsu-
taan nimelld uskottavuus (engl. likelihood), ja nimittéaja
P(F,|A)P,-1(A) + P(F,|B)P,-1(B) on normeeraus-
vakio. Viimeksi mainitun ainoana tehtévina on varmis-
taa, ettd P,(A) 4+ P,(B) = 1.
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Esimerkki 1. Tervamustikoiden osuudet kaikista
mustikoista ovat tavallisesti sen verran pienié, ettd ha-
vainnollista esimerkkié ajatellen musta mustikka tois-
tuu aivan lilan harvoin. Sen takia téssd simulaatiossa
liioitellaan: Ahkujarven marjoista 60 % ja Bieggajin-
gin marjoista 30 % oletetaan tervamustikoiksi. Sam-
meli kerdsi marjat Ahkujérveltd, mutta Miihkali ei sitd
etukéteen tieda.

n | Fn, | Pu(4) P,(B) Kommentti

0 0.45 0.55 Arvattu priorijakau-
ma

11 S | 0.3185841 | 0.6814159 | Sininen tukee Bieg-
gajankaa

2| S | 0.2108346 | 0.7891654

3 | M | 0.3482467 | 0.6517533 | Musta tukee Ahku-
jarvea

4 | M | 0.5165919 | 0.4834081

5| M | 0.6812537 | 0.3187463

6 | M | 0.8104115 | 0.1895885

7| M | 0.8952788 | 0.1047212

8 | M | 0.9447463 | 0.0552537

9| S | 0.9071536 | 0.0928464 | Sininen tukee Bieg-
gajankaa

10 | M | 0.9513168 | 0.0486832 | Musta tukee Ahku-
jarvea

11 | S | 0.9178054 | 0.0821946 | Sininen tukee Bieg-
gajankaa

12 S | 0.8645118 | 0.1354882

13 | S | 0.7847669 | 0.2152331

14 | S | 0.6756932 | 0.3243068

15 | M | 0.8064641 | 0.1935359 | Musta tukee Ahku-
jarvea

16 | M | 0.8928648 | 0.1071352

17 | S | 0.8264577 | 0.1735423 | Sininen tukee Bieg-
gajankaa

18 | S | 0.7312771 | 0.2687229

19 | M | 0.8447834 | 0.1552166 | Musta tukee Ahku-
jarvea

20 | M | 0.9158619 | 0.0841381

Aika hyvin asettuivat todennikoéisyydet oikean vaih-
toehdon eli Ahkujérven kannalle jo 20 ensimmaisella
iteraatiokierroksella. Ise asiassa paras tulos saatiin jo
kierroksella 8, mutta sen jilkeen tuli sattumalta pal-
jon sinisid mustikoita, jotka houkuttelivat todennakoi-
syyttd Bieggajangin suuntaan. Suurten lukujen laki al-
kaa kuitenkin “vadjaamatta” (so. todennékoisyydelld
1) toimia jossain vaiheessa. Kierroksen 20 jalkeen Miih-
kali tietdd yli 90 %:n varmuudella, ettd kyse on Ahku-
jarven mustikoista — vai tietddko sittenkddn? Viimei-

selté riviltd ndhdddn todennékoisyys sille, ettd marjat
on poimittu Ahkujérveltd ehdolla, ettd Sammelin suo-
rittamassa “jalkipoiminnassa” on saatu vérisarakkeen
mukainen mustikkajono. Todennékoisyydet ovat péte-
vié vain, mikali ensimmaisen rivin priorijakauma on to-
dellisen tilanteen mukainen. Priorijakauma tarkoittaa,
etta 45 % Sammelin poimintaretkista suuntautuu Ah-
kujarvelle ja loput 55 % Bieggajangalle. Vaikka prio-
rijakauma olisi arvattu tédysin pieleen, iteraation jos-
sain vaiheessa alkaa selvésti ndkyéd, kummasta paikasta
marjat ovat perdisin. Vaaréstd priorijakaumasta lahte-
neen iteraation antamat ehdolliset vilitodennékdisyy-
det ovat enemmén tai vihemmén roskaa, mutta tavoit-
teenahan onkin lopputulos, siis kumman vaihtoehdon
kohdalle todennékoisyys lopulta kasaantuu.

Yleistykset

Edellé esitetty oli kenties yksinkertaisin mahdollinen
esimerkki tilastollisesta inversiosta. Se yleistyy ilmei-
sella tavalla tilanteisiin, joissa mustikkapaikkoja on K
kpl, siis esim. Ay, ..., Ax. Nyt kahden todennékoisyy-
den P,(A) ja P,(B) muodostaman jakauman paikalla
on todennékoisyyksisti P, (A1), ..., Py(Ax) muodos-
tuva jakauma. Malliin on my6s helppoa ottaa useampi
véri. Iteraatio (5) ei muutu paljon:

Py(A1) = P(Ar)

Po(Ax) = P(Ax)

_ P(F|A) Py (A)
S P(FulAy)Pa_i(Ay)

P,(4)

_ P(FulAk)Pa1(Ak)
Sy P(Ful|Ar) Pa-1(Ar)

P, (Ak)

Vérien lisddntyminen merkitsee vain muuttujan F,
mahdollisten arvojen lisdantymista. Talloin pitdd tietda
myo6s ndiden arvojen todennédkdisyydet jokaisen mar-
japaikan Aj kohdalla. Kun marjastusesimerkista ir-
rottaudutaan ja etddnnytién, saadaan yleistykset kai-
kenulotteisille diskreeteille ja jatkuville jakaumille. N&-
maé, yleistykset toimivat yotdpaivad lukemattomien ar-
kikaytossé olevien laitteiden prosessoreissa, mutta néis-
ta asioista kertomisen jatan viisaammille.
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