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Edellisen numeron tehtavista

Tédman vuoden ensimmaéisessd Solmussa jatettiin luki-
jan ratkottaviksi pari tehtavda. Ensimmaisessé piti et-
sid kaikki kokonaisluvut z, jotka toteuttavat yhtédlon

27(4— z) = 22 + 4. (1)

Koska 2% on positiivinen, on lausekkeiden 2z + 4 ja
4 — z oltava samanmerkkiset. Niilld ei ole yhteisid nol-
lakohtia, joten tutkittavaksi jaa xz:n arvot —1,0,1,2 ja
3. Niista yhtdlon (1) toteuttavat x =0,z = 1 jax = 2.
My6s muita ratkaisutapoja 16ytyy, mutta todennakoi-
sesti suurin osa niistd johtaa hyvin pitkddn algebral-
liseen pyorittelyyn. Kilpatehtaville on tyypillista, etta
yksi ratkaisutapa on lyhyt, muut pitkié.

Toisena tehtdvana oli osoittaa, ettd jos m ja s ovat po-
sitiivisia kokonaislukuja joiden tulo on 20002°°!, niin
yhtalolla

max? — sy? =3 (2)

ei ole kokonaislukuratkaisuja. (Kilpailutehtévd Make-
doniasta)

Tehtavd voidaan ratkaista ristiriitatodistuksella. Ole-
tetaan, ettd (2) toteutuu joillakin positiivisilla koko-
naisluvuilla x ja y, ja ettd m ja s ovat tehtdvian ehdot
toteuttavia lukuja. Koska 2000 = 16 - 125, voimme kir-
joittaa

ms = (2453)2001 — 9800456003

Kakkosen saaminen tekijaksi on hyodyllista, silld nyt
voidaan ottaa parillisuus ja parittomuus tyckaluksi teh-
tdvan ratkaisussa. Koska ms on parillinen, eivat m ja
s voi molemmat olla parittomia. Jos s on parillinen,
on m:n oltava pariton, silli maz? = 3 + sy? on pariton.
Voimme siis téssa tapauksessa kirjoittaa m = 5, missé
« on kokonaisluku, joka toteuttaa ehdon 0 < o < 6003.
Tistd seuraa, etté s = 2800456003— joten alkuperiinen
yhtalo saadaan muotoon

5041,2 — 3 + 28004560037&,1!2' (3)

Yhtélon oikea puoli on kongruentti luvun 3 kanssa mo-
dulo 4. Vasemmalla puolella on 22, joka neliéné on 0
tai 1 modulo 4, joten siité ei 5:114 kertomalla saa lukua,
joka olisi kongruentti 3:n kanssa modulo 4.

Jos puolestaan m on parillinen, niin s on pariton.
Siis s = 57 jollakin kokonaisluvulla 3, joka toteuttaa
0 < B < 6003. Nyt m = 2800456003=5 33 alkuperiinen
yvhtélo on

3 + 5By2 _ 28004560037’3‘%2. (4)

Yhtilostd (4) ndhddén, ettd S el voi toteuttaa ehtoa
0 < B < 6003, silla téssd tapauksessa seuraisi 5 |3, mi-
k& on mahdotonta. Jos 5 = 0, niin

y> = -3 =2 (mod 5).
Jos 8 = 6003, niin 22 = 3 (mod 5), koska

98004 _ 44002 — (_1)4002 = | (104 5).
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Siispé tdmékin vaihtoehto johtaa ristiriitaan, silld luku-
jen neliot ovat kongruentteja lukujen 0, 1 tai 4 kanssa
modulo 5. Aktiivinen lukiolainen voi varmistaa asian
laskemalla lukujen 5n, 5n+ 1, bn+ 2, 5n+ 3 ja bn+4
nelict.

Maol loppukilpailu 2013

Loppukilpailuun kutsuttiin syksylld pidetyistd alkusar-
joista kolme ensimméisen vuoden, kuusi toisen vuoden
ja noin kaksitoista kolmannen vuoden lukio-opiskelijaa.
Varsinkin niille kolmelle nuorimmalle kutsutulle edessa
oli todella haastetta, silld loppukilpailu ei tunne sarja-
jakoa. Kuitenkaan he eivét yleensd jéa aivan tuloslistan
loppupéaéhén, saati pisteittd. Joskus joku heistéd padsee
kymmenen parhaan joukkoon. Niin kavi tdnédkin vuon-
na.

Viidesta tehtévistd viimeistd oli vuotta aiemmin kéay-
tetty Eteld-Korean matematiikkakilpailujen loppukil-
pailussa, ja se kasitteli lukuteoriaa.

Ftsi kaikki kokonaislukukolmikot (m, p, q), jotka to-
teuttavat yhtdalon

2" +1=¢". (5)
ja joissa lisiksi m > 0 sekd p ja q ovat alkulukuja.

Ratkaisu ldhtee liikkeelle siirtdmaéalla ykkonen oikealle
puolelle. Koska ¢° — 1 on jaollinen (¢ — 1):114, ¢ — 1 on
muotoa 2"p*, missi n < m ja k on 0, 1 tai 2. Téllais-
ten eksponenttiehtojen asettaminen tulee melko usein
vastaan kilpatehtdvien yhtéloissé, joissa etsitdén koko-
naislukuratkaisuja. Yhdistdmaélla edellisen tuloksen ja
yhtélon (5) saamme yhtéloparin

2mp2 — q5 -1
2pk =g — 1.

(6)

Jakamalla yhtdlot (6) puolittain saadaan

2—k:q5
-1

2m—n

p ="+ ++q+1, (7

missé oikea puoli on pariton, joten m = n. Binomikaa-
vaa soveltamalla saadaan

2mp2 +1= q5 — (2mpk + 1)5 > 25mp5k + 17
mista seuraa
2mp2 2 25mp5k

ja edelleen
p275k Z 24m Z 1.

Eksponenteista tulee vaatimukseksi 2 — 5k > 0. Aiem-
min k:lle saatu ehto antaa ainoaksi vaihtoehdoksi k = 0
ja siten ¢ — 1 = 2™. Alkuperainen yhtdlo on nyt

2mp? +1 = (2™ +1)°. (8)

Avaamalla yhtalossé (8) sulut, vihentdmalla ykkoset ja
jakamalla luvulla 2™ saadaan

p?=2%" 4525 1 10-22" +10-2™ +5.  (9)

Jos nyt m > 2, niin yhtélosta (9) seuraa
p? =5 (mod 8),

minkd aktiivinen lukiolainen toteaa mahdottomaksi.
Taten m = 1. Sijoittamalla ratkaistut luvut aiempiin
yhtéloihin saadaan lopuksi (m, p,q) = (1,11, 3).

Pari tehtavaa pohdittavaksi

Funktionaalitehtévit edellyttavat kuvauksiin liittyvien
perusominaisuuksien ymmaértamista. Téllaisia ominai-
suuksia ovat mm. kéanteiskuvaus ja useat sisikkéiset
funktio-operaatiot. Seuraavaa tehtavaa ei ehké heti aa-
vista funktionaalitehtévéksi.

Olkoon a = '°%/1992. Kumpi luvuista

A vai 1992 (10)
on suurempi? Yhtdilon vasemmalla puolella on 1992
kappaletta a-kirjaimia.

Lausekkeiden arvoihin, siis lukuihin, liittyvat pohdin-
nat kuten numeroiden maarat, ensimméiset tai viimei-
set numerot ratkeavat yleenséd kongruenssin laskuséan-
noilla. Joskus binomikaava ja induktio riittavét, kuten
seuraavassa tehtavéssa.

Madaritd luvun

25 425 195" 4 428" (11)
kaksi viimeistd numeroa, kun luku kirjoitetaan kym-
menjdarjestelmdssa.

Vihjeeksi edelliseen vaikkapa se, ettd kannattaa kat-
soa, mihin kahteen numeroon kaksi ensimméisté ter-
mid paidttyvat kymmenjarjestelméssd. Padtelméan voi
yrittdd sen jélkeen yleistdd induktiolla.

Kilpailutehtédvien ratkaisuissa esiintyvét usein kongru-
enssi, induktio, parillisuus, nelién ei-negatiivisuus, ke-
hékulmat, yhdenmuotoisuus, sopivien lukujen sijoitta-
minen funktionaaliyhtéloiden sisélle, polynomiyhtaloi-
den juurten ominaisuudet ja muutamat muut perus-
asiat. Hienous lienee juuri téssé. Varsin rajatulla mate-
matiikan osa-alueella, kilpailumatematiikalla, voidaan
kehittdd nuoren lukiolaisen matemaattista oppimisky-
kya melko rajattomasti. Haasteet kilpailumatematii-
kassa eivat lopu kesken.

Ratkaisuihin palattaneen jonkin seuraavan Solmun
palstoilla.



	Sekalaisia kilpailutehtäviä

