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Binomijakautuneen satunnaismuuttujan odotusarvon
ja varianssin laskeminen suoraan maéaritelmiin tukeu-
tuen on laskuteknisesti haastava tehtéva ja lukion op-
pikirjoissa ne yleensa annetaankin valmiina kaavoi-
na. Téssd kirjoituksessa esitetdén differentiaalilasken-
taa soveltava oikotie kyseisten parametrien johtamisek-
si. Lukijan mukavuutta ajatellen kerrataan aluksi erai-
ta yleisid kasitteité.
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kutsutaan binomikertoimiksi, silld jos n on positiivinen
kokonaisluku, niin
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Binomikaava (1) todistuu mukavasti esimerkiksi induk-
tiolla binomikertoimien yhteenlaskusd&ntoa
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soveltaen. Yhtélon (1) avulla saadaan jatkossa tarvit-
tava yleisempi binomikaava
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Aktiivinen lukija suorittaa yhtal6ihin (1), (2) ja (3) liit-
tyvét todistukset yksityiskohtaisesti tai katsoo ne Pek-
ka Alestalon kirjoituksesta [1].

Satunnaismuuttujan X todenndkoisyysjakaumasta il-
menee, milld todennakoisyydelld muuttuja saa minkéa-
kin arvon. Jos muuttujan arvojoukko on édérellinen, niin
jakauma esitetddn usein taulukkona

X: x1 ... T ... Tn
p: p1 ... Pk --- Pn

missd siis P(X =ap) =prjapr+...+pp = 1.
Todennakdisyydet p, on mukava ajatella z-akselin pis-
teisiin xj asetetuiksi massoiksi, joiden kokonaismééra
on 1. Tallgin satunnaismuuttuja odotusarvo
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on massan painopiste ja varianssi
0 =D?X = (1 — p)’pr + ...+ (0 — 1)?pn

sen hitausmomentti painopisteen suhteen. Varianssi on
siis varsin luonnollinen mittari kertomaan todennakoi-
syyden keskittymisestd odotusarvon ldheisyyteen. Ak-
tiivinen lukija muuntaa varianssin kaavan jatkossa tar-
vittavaan muotoon
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Kerrataan lyhyesti my6s binomitodennékoéisyys. Siithen
tullaan suorittamalla n riippumatonta toistoa kokeesta,
jonka tulosmahdollisuudet ovat A ja A. Jos Am esiinty-
mistodennédkoisyys yksittéisessé toistossa on p ja satun-
naismuuttuja X on A:n esiintymiskertojen lukumé&éra
n:sséa toistossa, niin

n

P(X=k)= <k>pk(1—p)nk, k=0,1,...,n.

Talloin sanotaan, ettd satunnaismuuttuja X on bino-
mijakautunut parametrein n ja p, ja merkitdan

X ~ Bin(n,p).

Kaavaa (3) soveltaen ndhddén, ettd binomitodennakoi-
syyksien summa
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Binomijakautuneen muuttujan odotusarvo
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ja varianssin méérittdmisessi kaavaa (4) soveltaen on
laskettava summa
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Aktiivinen lukija tutkii millaisiin komplikaatioihin
summien (5) ja (6) késittely johtaa, silla siten saa pers-
pektiivid seuraavaan yksinkertaiseen esitykseen.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jolla on &&-
rellinen arvojoukko {z1,...,z,} ja P(X = =) = px.
Maaritelldédn sen generoiva funktio g seuraavasti:

g(t) = prt™ + ...+ pat™, (¢t >0).
Derivoimalla saadaan

g/(t) = p1x1t$1—1 4. _’_pnxntwn—l7

joten
p=EX =g'(1).

Varianssin laskemisessa tarvitaan g:n toinen derivaatta
g"'(t) = pray(xy — D72 4+ L+ puxy(x, — 1)t 2,

Sen arvo pisteessi t = 1

n n
9"(1) = Zplxk(wk -1)= ZPM% —-g'(1),
k=1 k=1

joten
n
> peri =g (1) +4"(1).
k=1

Téamaén avulla varianssin kaava (4) saadaan muotoon
n
2 2 2
o7 =—pt+ E Dk
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=—g(1)* +¢'(1) +¢"(1)

=g"(1) +4'(1) - g(1)%

Binomijakauman generoiva funktio

Sen derivaattojen
g'(t) =np(pt +1—p)"~!
g'(t) =n(n —1)p*(pt +1—p)" >
avulla saadaan muuttujan X odotusarvo
p=EX =g'(1)=mnp
ja varianssi
0? =D?X =g¢"(1) +¢'(1) - 9(1)°
=n(n—1)p* + np — (np)*
= (np)* — np* + np — (np)®
= np — np*

=np(1 —p).
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