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Yksi tehtava, monta ratkaisua

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Marraskuussa 2012 pidetyn Lukion matematiikkakil-
pailun avoimen sarjan ensimméisen kierroksen neljés
tehtéva oli seuraava:

Terdvan kulman /A puolittajalta valitaan piste P ja
toiselta kyljeltd piste B. BP:n jatke leikkaa toisen kyl-
jen pisteessd C'. Osoita, ettd lausekkeen

1,
|AB| = |AC|

arvo ei riipu pisteen B valinnasta, kun P pidetdan pai-
kallaan.

Kuten odottaa sopi, tehtévé osoittautui varsin vaikeak-
si geometrian ja todistamisen melko kaukaa kierté-
van opetussuunnitelmamme mukaan opiskelleille kil-
pailijoille: vain alle 10 % osallistujista osasi kirjoittaa
hyvéksyttavin ratkaisun. Kilpailutilanteessa ei toisaal-
ta ole liikaa aikaa ja ratkaistavana on muitakin tehté-
vid, joten tédstd vaatimattomasta tuloksesta ei kannata
liian syvéllisid johtopaatoksia tehda.

Mutta tdméa tehtdvad on siitd hauska, ettd sitd voi l&-
hestyé varsin monesta suunnasta, ja aina péddsee maa-
liin. Ennen kuin ldhdetddn kulkemaan naitd polkuja,
sovitaan muutamasta merkinnasté; kaikkia ei kuiten-
kaan tarvita kaikissa ratkaisuissa. Olkoon ZBAC = a,
/CBA=p3,/ACB=~,AB =¢, AC =b, ZAPC = ¢
ja AP = d. Olkoon vield @) se AB:n piste, jolle AC ja
QP ovat yhdensuuntaiset ja QP = e. (Emme kéyta ja-
nan pituuksille itseisarvomerkkejé, niin kuin tehtdvan
tekstissd tehtiin.)

Kilpailutoimikunta tarjosi malliratkaisuksi seuraavaa
yksinkertaista paéttelyé, jonka ydin on monesti kéyt-
tokelpoinen idea "laske sama asia kahdella eri tavalla”.

1. ratkaisu. Kolmion ACB kaksinkertainen ala on
besin . Tamé ala on my6s kolmioiden ACP ja APB
o

kaksinkertaisten alojen bdsin% ja dcsin§ summa.
Kun yhtéalo

bdsin% + dcsin% = besin a

jaetaan puolittain be:114, saadaan

- b 51n2—slna.

Koska « ei riipu pisteen B valinnasta, ei myoskaan

lauseke
1 1 n 1
¢c b AB AC
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siita riipu.

Useimmat tehtdvin onnistuneesti ratkaisseet kilpaili-
jat lahestyivét sitd sinilauseen kautta. Polku ratkai-
suun voi nyt hiukan vaihdella, mutta se on kaikissa
tapauksissa edellistd pinta-aloihin perustuvaa péaétte-
lyd mutkallisempi ja tarvitsee joitain trigonometrisia
temppuja.

2. ratkaisu. Kolmiosta ACP saadaan

d _ siny
b sing
ja kolmiosta APB
g _ sin 8 __sinf
c  sin(180° — @)  sing’
Néin ollen
1 1 sinf+siny
b ¢ sing

Yhtélon oikealla puolella on kolme B:n sijainnista riip-
puvaa kulmaa. Yksi hyvd tapa edetd on kéyttad tri-
gonometrian kaavastoa ja seuraavaa yksinkertaista al-
gebrallista havaintoa: kahdesta luvusta toinen on lu-
kujen keskiarvo lisattyné lukujen erotuksen puolikkaal-
la, toinen keskiarvo vihennettyné samalla puolikkaalla.
Tamé huomio ja sinin yhteenlaskukaava johtavat (tun-
nettuun, muttei kovin helposti ulkoa muistettavaan)
tulokseen

sin 8 4 siny = sin m—l—m
2 2
. (B+ty B—v
+51n( B B
:2Sinﬂ+vcosﬂ_i
2 2
Siis
1 1 2 Sinﬂ+’ycos/87’y
o= 2 2 (1)
b ¢ d sin ¢

Suure 5+ v = 180° — « ei riipu B:n sijainnista. Entd
8 — v ja ¢7 Katsotaan vielad kolmioita ACP ja APB.
Kolmion kulman Vieruskulrga on kolmionoléiahden muun
kulman summa, joten 5+ 7 = ¢ jay+ 7= 180° — ¢.
Kun ndmé yhtdlot vahennetdén toisistaan, saadaan
B —~ =2¢—180° ja cos s ; T cos(¢ —90°) = sin ¢.
sin ¢ supistuu pois kaavasta (1), joten viite on todis-
tettu. Mutta on toki mukava laskea tehtavassa kysytyn
lausekkeen arvo. Se on

1 1 2 @

-+ — = -cos—.

b ¢ d 2

Kun lauseketta verrataan kuvaan, havaitaan, etté itse
asiassa

U S
AB = AC  PQ’

Koordinaatisto ja analyyttinen geometria tarjoavat
oman keinomaailmansa késilla olevan tehtédvan ratkai-
suun. Suora, leikkauspiste ja pisteiden vélinen etéisyys
ovat analyyttisessd geometriassa yksinkertaisia asioi-
ta, mutta suorien vélinen kulma, joka tehtavéssé ilme-
nee kulman puolittajan mukana olemisena, saattaa olla
hankalasti késiteltavi. Analyyttistd geometriaa kiytet-
tdessd on kuitenkin usein mahdollista yksinkertaistaa
asioita jarkevilld valinnoilla.

3. ratkaisu. Viisas valinta on ottaa kulman ZA puo-
littajaksi koordinaattiakseli, kaikkein edullisimmin y-
akselin (jotta viltytdan tapauksen BC L AP kasittele-
misestd erikseen), ja pisteiksi A ja P kiintedt y-akselin
pisteet, vaikkapa A = (0, 0) ja P = (0, 1). Kulman
ZA kyljet tulevat nyt olemaan suoria, joiden kulma-
kertoimet ovat itseisarvoltaan yhtd suuret ja vastak-
kaismerkkiset. Suoran AB yhtalo voi siis olla y = kx
ja suoran AC y = —kx, missd k on positiivinen va-
kio. Suora AB on jokin pisteen (0, 1) kautta kulkeva
suora, siis y = mx + 1. Koska tdmé suora leikkaa kul-
man ZA molemmat kyljet, on oltava |m| < k. Pisteet
B ja C ovat suorien y = kz ja y = max + 1 ja suorien
y = —kx ja y = mx + 1 leikkauspisteet. Leikkauspis-
teiden z-koordinaatit ovat
1 1

rp=—, a0 =
k—m’

k+m
Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista néh-
déadn heti, ettd hypotenuusat AB ja AC ovat verran-
nollisia kateetteihin 5 ja |z¢|. Mutta

1 1

—=k—m+k+m=2k.
g |zc|

Suure ei riipu m:sté, joten viite on todistettu.

y=mz+1

C = (., —kz.) B = (zp,kzp)

- (0,0)2

Koordinaattitaso, xy-taso, on rakenteeltaan kéytan-
nollisesti katsoen sama kuin kompleksilukujen z =
x + iy muodostama joukko, kompleksitaso. Ei ole yl-
lattavaa, ettd samat pédttelyt, jotka voi suorittaa
xy-tasossa, voi siirtdd kompleksiluvuilla tapahtuvik-
si. Muutamat kompleksilukujen ominaisuudet saatta-
vat toisinaan helpottaakin ratkaisua. Yksi késilld ole-
van tehtavin kompleksilukuja hyodyntavé ratkaisu voi-
si olla seuraava.
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4. ratkaisu. Valitaan kulman puolittajaksi reaaliakse-
li, pisteeksi A kompleksiluku 0 ja pisteeksi P komplek-
siluku 1. Jos z on jokin suoran AB kiinted piste, niin
piste B on tz, missé t on jokin reaaliluku. Nyt komplek-
siluvun z = x + ¢y liittoluku Z =  — 4y on z:n kanssa
symmetrinen reaaliakselin suhteen. Se on siis suoran
AC piste. Piste C on siis uZ, missé u on reaaliluku. ¢ ja
u eivit ole mielivaltaisia: niitd sitoo se ehto, ettd suo-
ra BC kulkee P:n kautta. Kompleksiluvuin ilmaistuna
tdmé on tz — 1 = k(1 — uZ), missd k edelleen on jokin
positiivinen reaaliluku. Mutta kompleksiluvut ovat sa-
mat, jos ja vain jos niiden liittoluvut ovat samat. Taméa
merkitsee sitd, ettéd t ja u toteuttavat yhtéaloparin

z2t+kzu=k+1
zZt +kzu =k + 1.

Ratkaistaan tdmaé: tavalliseen tapaan saadaan
_(k+1)(2—7%) _(k+1)(2—7%)

2z k(277
Mutta nyt saadaankin
1 1 1 1

AB T AC 1]

z

ule]

B 1 L k 22 -7
S \k+1  k+1) |2/(2—2)
52 _ 52

|2l(z — %)
Koska z on kiinted suoran AB piste, lausekkeen arvo
ei riipu B:n valinnasta.

Edellisessa ratkaisussa kéytetyt operaatiot, kompleksi-
lukujen yhteenlasku ja kompleksiluvun kertominen re-
aaliluvulla, ovat olennaisesti samoja kuin tason vekto-
rien vastaavat laskutoimitukset. Ei ole yllattavaia, etta
tehtavd voidaan ratkaista myos tavallisilla vektorilas-
kennan keinoilla.

5. ratkaisu. Valitaan taas piste A origoksi. Pisteen P
paikkavektoriksi voidaan ottaa AP = i: kulman ZA
puolittaja on siis positiivinen z-akseli. Kulman kyl-
jet tulevat kiinnitetyiksi, kun kummaltakin valitaan x-
akselin suhteen symmetrinen piste. Nama voivat olla

= - - . T - ird
B’ ja C’, niin etta AB" = i + kj ja AC' = i — kj,
misséd k on jokin positiivinen luku. Huomataan, etté
— —=
|AB'| = |AC'|. Suorien AB’ ja AC’ pisteet B ja C
ovat nyts_el}ausua7 otti AD = tAB’ = t(i + kj) ja
1@ = vAC" = u(;— k;), missd ¢ ja u ovat positii-
visia lukuja. Naita lukuja sitoo toisiinsa se, ettd B,
P ja C ovat samalla suoralla. Samalla suoralla olemi-
sen (ja sen, ettd P on B ja C:n vilissi) ehto on,
cttd PB — sCD jollain positiivisella Tuvulla s. Mut-
ta PB = AB — AP = t(i + kJ) — 7 = (t — 1)i + tk] ja
CP = AP~ AC = i—u(i—kj) = (1—u)i+kuj. Pistei-
den B, P ja C samalla suoralla olemisen ehto sisiltyy
siis vektoriyhtdloon

(t —1)i 4 thj = s(1 — w)i + skuj.

Tallainen vektoriyhtéld toteutuu, jos kantavektoreiden
i ja j kertoimet ovat samat yhtdlon molemmilla puolil-
la. On siis oltava voimassa yhtdlopari

t—1=s(1—u)
tk = sku.

Tésté on helppo ratkaista

t:s—l-l u=5+1.
2 2s
Nyt on
1 1 1 2(1+s)
iy e ey vt

Lausekkeen arvo ei riipu B:n valinnasta eli parametris-
ta t.

Ehka — kilpailutoimikunnan tarjoaman ratkaisun ohes-
sa — yksinkertaisin ratkaisu perustuu kuitenkin ihan
perusgeometriaan.

6. ratkaisu. Olkoon BP = z ja PC = y. Tunnetus-
ti kolmion kulman puolittaja jakaa vastakkaisen sivun
viereisten sivujen suhteessa. Siis

by

c x
Yhdenmuotoisista kolmioista BAC' ja BQP nahdain
heti, etta

r e
r4+y b
Siis
1 1 1 z+yl b1 1
Syt Y Y- _2-_°2

b ¢ b xb r b eb e

Koska e = AP ei riipu B:std, todistus on valmis (ja
tehtavin lausekkeelle saatiin selvd, geometrinen merki-

tys).
Tata viimeista ratkaisua ei — niin kuin ei sitd edelté-

vid kompleksiluku- tai vektoriratkaisuakaan — kukaan
kilpailija ehdottanut.
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