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Sumeaa logiikkaa lukiolaisille

Saku Snicker
Helsingin yliopisto

Johdanto

Sumealla logiikalla voidaan tarkoittaa periaatteessa
kahta eri asiaa. Toisaalta se viittaa erddseen tiettyyn
ei-klassiseen matemaattiseen formaaliin logiikkaan; toi-
saalta silld viitataan kaikkeen matematiikkaan, mika
liittyy sumeuteen. Lieneekin paikallaan korostaa heti
aluksi, ettd téssd kirjoituksessa tulemme kéyttdmé&in
ensimmadisté tulkintaa: esittelemme lyhyesti lahinné su-
mean propositiologiikan perusteet. Jalkimmaéisen tul-
kinnan kiyton puolesta on tosin puhunut voimakkaas-
ti "sumean logiikan isd” yhdysvaltalainen matemaatik-
ko Lotfi A. Zadeh, joka itse asiassa aloittikin teoriansa
rakentamisen sumeasta joukko-opista.

Misté tédssd sumeudessa sitten on kyse? Lyhyesti sa-
nottuna kyse on jonkinlaisesta epdmaéaraisyydesté, jo-
ka eri matematiikan osa-alueilla tulkitaan eri tavoin.
Esimerkkiné voitaisiin tarkastella seuraavaa kysymys-
té joukko-opin alalta: kuuluuko elokuu kesdkuukausien
joukkoon? Klassisen, naiivin joukko-opin mukaan jouk-
ko on hyvinmaéaritelty, mikali jokaisesta oliosta voidaan
sanoa, kuuluuko se tdhan joukkoon vai ei, mutta kum-
pikaan naista vaihtoehdoista ei elokuun tapauksessa oi-
kein tunnu téysin oikealta. Sumea ajattelu pyrkii anta-
maan vastauksia tdménkaltaisiin ongelmiin.

Sumean ajattelun historia ulottuu antiikin Kreikkaan
asti. Tutkielmassaan De Interpretatione Aristoteles
pohti, onko véite "Huomenna tulee olemaan meritais-
telu” tosi vai epéatosi tdndan. Jos vaite olisi tosi, niin

talléin huomenna tosiaankin aivan varmasti tapahtuisi
meritaistelu, minkd hyviksyminen tdndan tuntuu epéa-
mielekk&altd. Samoin véitteen sanominen epétodek-
si tarkoittaisi, ettd huomenna ei misséan nimessé ta-
pahtuisi meritaistelua, miké tuntuu sekin tdndan ko-
vin kummalliselta pédételmélta. Totuuden ja epatotuu-
den viliin sijoittuu siis erdénlainen harmaa alue, jonka
tutkimisessa kunnostautunein henkilé lienee puolalai-
nen matemaatikko Jan FLukasiewicz (1878-1956). L.uka-
siewicz kehitteli muun muuassa niin sanotun kolmiar-
vologiikan, jossa totuusarvojen "tosi” ja “epétosi” li-
siksi otetaan kdyttoon kolmas totuusarvo eli "maaraa-
maton”. Myohemmin Yukasiewicz yleisti tdmén idean
useammallekin kuin kolmelle totuusarvolle, ja néité lo-
giikoita kutsutaankin FLukasiewiczin moniarvologiikoik-
si.

Kuten jo aikaisemmin mainittiin, varsinaisena sumean
ajattelun kehittdjana pidetddn kuitenkin yhdysvalta-
laista matemaatikkoa Lotfi A. Zadehia. Kuuluisassa
julkaisussaan "Fuzzy Sets” [1] Zadeh esitteli ensim-
méistd kertaa epdmaédraisen eli sumean joukon késit-
teen. Kriitikot ovat tosin jilkikéteen epéilleet [2], ettéd
Zadeh sai kunnian sumean ajattelun keksimisesté 1a-
hinné siksi, ettd hin keksi antaa artikkelilleen mielen-
kiintoisen nimen: "Min- ja max-operaatioiden kaytosta
reaalisen yksikkovélin osavélien késittelyssd” olisi to-
dennékoisesti hautautunut tieteellisten artikkelien har-
maaseen massaan. Itdvaltalainen matemaatikko Karl
Menger oli esimerkiksi jo vuonna 1951 konstruoinut
sumean relaation késitteen idean, mutta hén ei sattu-
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nut kiyttdméan siitd nimitystd "sumea relaatio”. 1980-
luvun lopulla sumea ajattelu 16i itsensé lopullisesti 1api
muunakin kuin akateemisena népertelyné, kun Yhdys-
valloissa herédttiin huomaamaan, ettd japanilaiset tie-
nasivat sumean ajattelun sovelluksilla melkoisen maéa-
rén rahaa. Nykyisin sumeaa logiikkaa kaytetdankin hy-
vin monissa systeemeissé: esimerkiksi kameroissa, po-
lynimureissa, pesukoneissa, ilmastoinnin sdédossé, au-
toissa, lentokoneissa ja jopa avaruusaluksissa.

Kuriositeettina mainittakoon, ettd suomenkielisen ter-
min "sumea” keksi Turun yliopiston apulaisprofessori
Markku I. Nurminen. Hén sai idean ajatellessaan, etté
valomerkin jilkeen turkulaisesta opiskelijoiden ja tai-
teilijoiden suosiossa olevasta ravintola Hdmeenportista
astuu kaupungille sumea joukko.

Klassista propositiologiikkaa

Kasitelldan aluksi klassista logiikkaa. Logiikan aivan
perustavin késite on lause eli vaittamé. Ehképa yk-
sinkertaisin esimerkki lauseista on niin sanotun pro-
positiologiikan lauseet eli propositiolauseet. Intuitiivi-
sesti sanottuna propositiolauseet ovat véittamié, jotka
ilmaisevat, miten jotkin asiat ovat, ja joiden voidaan
ajatella olevan aina joko totta tai epatotta. Tarkalleen
ottaen propositiolauseet voidaan mééritelld seuraavas-
ti: yksinkertaisimpia propositiolauseita ovat propositio-
symbolit pg,p1,p2, ..., joita myds atomilauseiksi kut-
sutaan. Namé ovat propositiolauseita, jotka on muo-
dostettu ilman sidossanojen, kuten ”ja”, ”tai” ja ”jos...
niin”, kayttoa. Esimerkiksi 76 > 2” ja ”Kuu on juustoa”
ovat siis atomilauseita, joista ensimméinen on totta ja
jalkimmaéinen epétotta. Sen sijaan ”Olkoon x reaalilu-
ku”, "Lupaan kayda kaupassa huomenna”, ”Ostin kau-
pasta maitoa ja maksoin sen kiteiselld” ja ”Aygabiy
1927566688” eivat ole propositiologiikan atomilauseita
(miksi?).

Alla olevia symboleita puolestaan kutsutaan konnektii-
vetksi. Niiden avulla saadaan mukaan propositiolausei-
siin myés mm. edellamainittuja ”ja”, ”tai” ja "jos...
niin” -rakenteita sisdltavit lauseet:

e — negaatio (vastaa ei-sanaa, eli viite ei pide)

e A konjunktio (vastaa ja-sanaa, eli molemmat véiit-
teet pétevit)

e V disjunktio (vastaa tai-sanaa, eli ainakin toinen
vaitteistd pétee)

e — implikaatio (jos ensimméiinen viite pétee, niin
toinen viite pétee)

e <> ekvivalenssi (molemmat viitteet joko patevét tai
eivit pade).

Propositiosymbolien ja konnektiivien avulla voidaan
nyt méaritelld induktiivisesti kaikki propositiolauseet.

raavien sdaantdjen avulla propositiosymboleista, kon-
nektitveista sekd sulkumerkeista 7(” ja ”)” muodostet-
tuja merkkijonoja:

1. Propositiosymbolit pg, p1,p2, - - -
lauseita.

ovat propositio-

2. Mikdli merkkijonot A ja B ovat propositiolauseita,
niin merkkijonot A, (AAB), (AV B), (A — B) ja
(A < B) owvat propositiolauseita.

Esimerkki 1. Olkoon py atomilause "On syksy”, p1
atomilause “Sataa vettd” ja ps atomilause "Puiden leh-
det putoavat” Lause "Ei ole syksy” voidaan nyt forma-
lisoida merkinndlld —pg, jo lause "Jos on syksy, niin
sataa vettd ja puiden lehdet putoavat” voidaan forma-
lisoida merkinnalld (po — (p1 A p2)).

Atomilauseiden totuus riippuu tietysti monesta asiain-
tilasta. Taté tekstid kirjoittaessa Helsingissa sataa, jo-
ten edellisen esimerkin atomilause p; on talld hetkella
totta. Mutta jos atomilauseiden totuus tiedetdén, niin
miten pédatellidn muiden propositiolauseiden totuus?
Tahan tarvitaan totuusjakauman ja totuusarvojen ké-
sitteitd. Merkitsemme seuraavassa totuutta numerolla
1 ja epétotuutta numerolla 0.

funktio v : N — {0,1}. Propositiolauseen A totuusar-
vo jakaumalla v, merkitiin v[A], madritelliin seu-
raavasti:

1. v[pn]) = v(n) kaikilla n € N

2. v[-A] = 0, mikali v[A] = 1, ja v[-A] = 1, mikdli
v[A] =0

3. v[(A A B)] = 1, jos sekd v[A] = 1 ettd v[B] = 1,
muutoin v[(AAB)] =0

A + B)] =1, jos v[A] = v[B], muutoin v[(A +

Totuusjakauma siis méardd suoraan, mitka atomi-
lauseista p, ovat totta ja mitkd ei. Monimutkaisem-
pien lauseiden totuudet paatelldéan edellisten sddntojen
avulla, ja ne on ndppéra esittad taulukoiden eli niin sa-
notuilla totuustauluilla. Edellisen méaaritelmén perus-
teella totuustaulut konnektiiveille nayttavit seuraavil-
ta:

Al -A
0 1
1
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A[B|(AAB)[(AVB) [ (A= B) | (A B)
00 0 0 1 1
01 0 1 1 0
1[0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Sumeaa propositiologiikkaa

Vaikka edelld esitellylld propositiolauseen késitteella
voidaankin jo ilmaista monia asioita, on se silti suh-
teellisen rajoittunut. Esimerkkiné voitaisiin tarkastella
mukaelmaa johdantokappaleen esimerkistéd: onko véi-
te "Elokuu on kesdkuukausi” propositiolause, eli toisin
sanoen voidaanko sanoa, etté se olisi joko tosi tai epé-
tosi? On vaikea paéttad yksikéasitteisesti, pitaako edelli-
nen véite paikkansa vai ei, joten néinkin yksinkertainen
lause joudutaan hylkd&maéaédn propositiologiikan lausei-
den joukosta.

Sumean logiikan yleistys propositiologiikkaan on kai-
kessa yksinkertaisuudessaan seuraavanlainen: sumei-
den propositiolauseiden totuusarvojen ei vaaditakaan
olevan diskreetisti joko O tai 1, vaan ne voivat olla mi-
téa tahansa suljetulta valiltd [0, 1]. Siis sumea totuusja-
kauma on miké tahansa funktio uw: N — [0, 1].

Esimerkki 2. Merkitaan vditteitd "Heindkuu on ke-
sakuukausi”, ”Elokuu on kesdkuukausi” ja "Syyskuu on
kesdkuukausi” symboleilla py, p1 ja p2. Erds mahdolli-
suus mddritelld ndille vditteille sopiva sumea totuus-
jakauma w on mddritelld w(0) = 1, u(l) = 0,7 ja
u(2) =0,3.

Edellisessé esimerkissa tulee esiin hyvin sumean ajatte-
lun erés ominaispiirre: sen mukanaan tuoma epamaé-
rdisyys on aina subjektiivista. Voisihan joku olla vaik-
kapa sitd mieltd, ettd viite "Elokuu on kesikuukausi”
on tdysin totta — tai ettd sen totuusarvon tulisi olla
pienempi kuin 0,7. Tietysti selvissé tilanteissa, kuten
"Heindkuu on kesdkuukausi” tai "Tammikuu on kesé-
kuukausi”, totuusarvo on helppo antaa, mutta néin on
asiain laita myos klassisessa logiikassa: sumea logiik-
ka antaakin edes jonkinlaisen viitekehyksen tarkastella
niita tilanteita, jotka eivét ole dkkiseltdén niin selvia.

Koska eri totuusarvoja eli vilin [0,1] pisteitd on &&-
reton médréd, kdy konnektiivien totuusarvojen esitté-
minen totuustauluilla hieman hankalaksi. Tarvitaankin
siis vihan nappardampi tapa madéritelld esimerkiksi ne-
gaation totuusarvo tai kahden propositiolauseen kon-
junktion ja disjunktion totuusarvo. Tamé tehdéan seu-
raavasti:

Maaritelma 3. Olkoot A ja B sumeita propositio-
lauseita, joilla u[A] = a ja u[B] = b. Talloin madri-
tellddn

1. u[ﬁA] =1-—a

2. u[(A A B)] = min {a, b}
3. u[(AV B)] = max {a, b}.

Idea maéaritelmissé on se, ettd ne toimivat normaalisti
klassisessa tapauksessa, jossa propositiolauseet ovat jo-
ko taysin totta tai taysin epétotta. Jos esimerkiksi su-
mea propositiolause A on téysin totta (eli u[A] = 1)
ja sumea propositiolause B on tdysin epéatotta (eli
u[B] = 0), niin u[(A A B)] = min{1,0} = 0, joten
sumea propositiolause (A A B) on tédysin epétotta —
kuten klassisen propositiologiikan nojalla pitdéakin. Sa-
moin ndhdéidn, ettd téssa tapauksessa sumea proposi-
tiolause (A V B) on téysin totta.

Itse asiassa on olemassa vieldkin yleisempi tapa méa-
ritelld negaation, konjunktion ja disjunktion totuusar-
vot. Taéma toteutuu niin sanottujen yleisten negaatioi-
den, t-normien ja s-normien avulla. Niiden tulee kéyt-
taytyéd klassisessa tapauksessa kuten klassisten vasti-
neidensa, ja liséksi niiltd vaaditaan myos joitakin mui-
ta ominaisuuksia. Emme kuitenkaan perehdy tdhén sen
enempaa.

Lukijalle herdnnee seuraavaksi mieleen kysymys, mi-
ten implikaation ja ekvivalenssin totuusarvot mééray-
tyvat sumeassa logiikassa. Valitettavasti asia ei ole nii-
den tapauksessa yhtéd helppoa. Vaikka olisimme valin-
neet konjunktiota ja disjunktiota vastaaviksi t-normiksi
ja s-normiksi minimin ja maksimin, niin jaa silti mon-
ta erilaista epédyhtépitdvad mutta silti jarkevdd tapaa
maédritelld sumea implikaatio. Monet néistd maédritel-
misté perustuvat ideaan, jossa pyritdan loytamadan jo-
kin toinen propositiolause, jolla on klassisessa propo-
sitiologiikassa kaikilla mahdollisilla totuusjakaumilla
sama totuusarvo kuin implikaatiolla (A — B). Tél-
laisia ovat esimerkiksi propositiolauseet (—A V B) ja
((A A B)V —-A): ensimmiistd vastaavuutta kdyttden
muodostettua implikaatiota kutsutaan fukasiewiczin
implikaatioksi, ja jalkimmaéisen avulla muodostettua
implikaatiota kutsutaan Zadehin implikaatioksi.

Lopuksi

Kuten johdannossa mainittiin, edellisessd kappaleessa
esitelty klassisten késitteiden sumentaminen on mah-
dollista tehda monella eri matematiikan alalla. Ehképa
tunnetuin néistd on joukko-oppi, jossa sumentaminen
toteutetaan siten, etté alkio voi kuulua joukkoon myds
osittain: sen niin sanotun jasenyysfunktion arvo voi siis
olla mitd tahansa valiltd [0, 1], jossa jasenyysfunktion
arvo 0 vastaa tilannetta, jossa alkio ei kuulu joukkoon
lainkaan, ja jdsenyysfunktion arvo 1 vastaa tilannetta,
jossa alkio kuuluu joukkoon tdysin. Klassisen joukko-
opin tulokset, kuten myos klassisen logiikan tulokset,
yleistyvét suurilta osin sumeaan joukko-oppiin ja sume-
aan logiikkaan. Poikkeuksiakin kuitenkin on: esimer-
kiksi klassisilla joukoilla pétevi laki ANCA = 0 ei pide
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sumeilla joukoilla. Sumeassa logiikassa tdmé vastaa sita
tilannetta, ettd propositiolause (AA—A) ei olekaan niin
sanottu ristiriita eli propositiolause, jonka totuusarvo
on 0 kaikilla totuusjakaumilla. Asiasta kiinnostuneille
mainittakoon, ettd ldhteessd [2] on esitetty kattavasti
ja selkedsti my6s sumean joukko-opin perusteet. Liséksi
se siséltdd mainion ja laajan kirjallisuusluettelon, josta
loytéda lisdlukemista yleisistd sumean logiikan oppikir-
joista sumeaan differentiaalilaskentaan.

Monet ovat kritisoineet sumeaa ajattelua siité, etta sii-
né ei ole itse asiassa kyse mistddn muusta kuin toden-
nékoisyyslaskennasta uudelleen formalisoituna. Asia ei
ole kuitenkaan nain yksinkertainen, silla on olemassa
monenlaista muutakin epdmaardisyyttd kuin satunnai-
suuden maarddmad stokastisuutta. Esimerkit meritais-
telusta ja kesdkuukausista ovat siind mielessé huonoja,
ettd niiden epdmaéaraisyys liittyy satunnaisuuteen: voi-
daan ajatella, ettd meritaistelu tapahtuu tietylla toden-
nikoisyydelld, ja ettd elokuu on kesdkuukausi tietylld
todennékoisyydelld. Parempi esimerkki puhtaasta su-
meudesta olisikin seuraava: onko 180 cm pitkd ihminen
kookas vai ei? Kysymys on taas selvasti kédsitteen "koo-
kas” subjektiivisesta epdmaéaariisyydesta eli sumeudes-

Kilpailumatematiikan opas ilmestynyt

ta, mutta nyt sumeus ei esimerkiksi selkene ajan kans-
sa. Ei ole kovinkaan jarkevid esimerkiksi ajatella, ettd
tdnddn 180 cm pitkd ihminen voisi olla kookas, mutta
huomenna jollakin tietylld todennéakéisyydelld nain ei
olisi.

Kaiken kaikkiaan sumean ajattelun voitaneen kuiten-
kin sanoa olevan melko kétevéd tapa kuvata ihmisten
luontaista ajattelutapaa. Thmiseldmaéssd kun asiat ovat
harvoin taysin mustavalkoisia.

Kiitokset vield Kaarlo Reippaalle mainiosta klassisen
logiitkan oppimateriaalista, jota on kdytetty apuna td-
man kirjoituksen klassisen logitkan osion kirjoittami-
sessa.
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