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Mita ei voida laskea?
Tuomas Korppi

Johdanto

Matemaatikkoja kuulee usein syytettivan siité, ettd he
olettavat, ettd mitd tahansa voidaan laskea. Peruste-
luna sille, ettéd kaikkea ei voida laskea, tarjotaan usein
rakkauden méarda tai jotain vastaavaa, joka on niin
epamaéaaraista, ettd matemaattiset metodit eivét pure
siihen.

Todellisuudessa matemaatikot eivit oleta, ettd mita ta-
hansa voidaan laskea. He nimittéin tietavét, ettd ma-
tematitkan sisdltd 10ytyy asioita, jotka ovat eksaktisti
madriteltyjd, mutta niin monimutkaisia, ettd mikain
laskentamenetelmaé ei tepsi niithin. Téassé kirjoitelmassa
tutustumme pariin téllaiseen kysymykseen.

Korostan vield, ettd esitdmme tasséa kirjoitelmassa ky-
symyksid, joista voidaan todistaa, ettd niiden vastauk-
sia ei edes periaatteessa voida laskea. Téssé siis laske-
mattomuus ei johdu siitd, ettd laskentamenetelmia ei
ole viela keksitty.

Mita tarkoitamme laskemisella?

Tarkoitamme laskennalla prosessia, jonka ldhtokohta
on sydte, jokin (jossain ennaltamiddrdtyssi dédrellises-
sé aakkostossa annettu) dérellinen merkkijono, ja joka

paattyy tulokseen, joka on samoin &érellinen merkki-
jono. Laskenta voi koostua useista valivaiheista, mut-
ta oletamme, etta laskennalla on jotkin sddnnot, jotka
maaradvat yksikasitteisesti kussakin kohdassa, kuinka
laskentaa jatketaan. Tama4 siis tarkoittaa, ettd s&&nnot
eivit missddn kohdassa anna laskijalle valinnanvaraa
jatkon suhteen.

Laskettaessa esimerkiksi kynalld ja paperilla kiytetta-
vissé oleva aika ja paperin méaard méaaradvat, kuinka
pitkd laskenta voi olla. Teoreettisessa laskennan késit-
teessdmme emme tee téllaista rajoitetta, vaan laskenta
saa olla vaikka kuinka pitké, kunhan se on &arellinen.
Samoin syote ja tulos saavat olla kuinka pitkié tahansa,
kunhan ne ovat aérellisia.

Edelld puhuimme kynilld ja paperilla laskemisesta,
mutta yleisemmin laskemme tietokoneella. Téman joh-
dosta kutsummekin niitd sddntoja, joilla laskenta ete-
nee, tietokoneohjelmaksi. Téssa siis hyviksymme tieto-
koneohjelmaksi minké tahansa tavallisen tietokoneoh-
jelman, joka saa aluksi yhden syStteen', prosessoi si-
td ja palauttaa lopuksi laskennan tuloksen. Ainoa ero
tavallisiin tietokoneohjelmiin on se, ettd oletamme tie-
tokoneessa olevan muistia rajattomasti, eli niin paljon
kuin on tarpeen. Laskenta voi myd6s kestaé niin pitkdan
kuin on tarpeen, vaikka tarvittava aikaméara olisikin
epéarealistisen pitka.

Lukijalle kenties herasi kysymys, ettd milld ohjelmointi-
kielelld oletamme ohjelmamme olevan kirjoitettu. Tés-

ITéssé siis sySte on yksi merkkijono. Yhteen merkkijonoon voi koodata vaikka kuinka paljon tietoa, esimerkiksi useita lukuja
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sé vastaus on: Sillé ei ole merkitysté. Kéytannossa kaik-
ki kdytossa olevat ohjelmointikielet ovat yhtéa vahvoja,
eli niilld voidaan toteuttaa samat laskennat. Kun siis
puhumme tietokoneohjelmasta, lukija voi vapaasti aja-
tella sen olevan kirjoitettu hénelle tutuimmalla kielel-
l44n, esimerkiksi C:lla, C++:1la tai Javalla. Myds ky-
nilld ja paperilla (kunhan sitd on rajattomasti) voi-
daan teoriassa toteuttaa tésmélleen samat laskennat
kuin ohjelmointikielilld — joskin se on kiytannossa huo-
mattavasti tySlaampad.

Teemme vield yhden lievennyksen edelldesitettyyn
laskennan késitteeseen. Sallimme tietokoneohjelmiksi
myo6s ne, jotka eivit kaikilla syotteilld palauta tulosta,
vaan jotka voivat joillain syotteilld ”jadadéa jumiin”, eli
joillain syotteilld laskenta jatkuu ikuisesti eiké tulosta
anneta?3. Jos ohjelma antaa tuloksen jollain syStteells
x, sanomme, ettd ohjelma pysdhtyy syotteelld x.

Pysidhtymisongelma

Valitaan aluksi ohjelmointikieli. Oletamme, etté kaikki
tdssd luvussa mainitut tietokoneohjelmat on kirjoitettu
talla kielelld. Tutkitaan seuraavaa kysymysté:

On annettu tietokoneohjelma T ja syote x. Pysahtyyko
ohjelma T syotteelld z?

Meité kiinnostaa se, voidaanko muodostaa tietokoneoh-
jelma Tjy, joka vastaa tdhén kysymykseen kaikkien pa-
rien T,z osalta. Téllainen ohjelma siis saisi syGttee-
nédn parin 7', z, ja palauttaisi merkkijonon "Kyll&”, jos
T pysahtyy syotteelld x ja merkkijonon "Ei”, jos T ei
pysahdy syotteelld = tai T ei ole kelvollinen (valitulla
ohjelmointikielelld kirjoitettu) tietokoneohjelma.

Osoittautuu, ettd téllaista tietokoneohjelmaa Tj ei voi-
da muodostaa. Seuraavaksi todistamme kyseiseen véit-
teen. Kdytdmme pohjana Wikipediasta [2] 16ytyvaa to-
distusta. (Voit skipata todistuksen, jos sen lukeminen
tuntuu lilan raskaalta.)

Tehd&dan vastaoletus: Téllainen tietokoneohjelma Ty on
olemassa. Muodostetaan Tj:aa muokkaamalla uusi tie-
tokoneohjelma 77, joka saa syStteenddn merkkijonon s
ja toimii seuraavasti:

e Jos Ty palauttaa sytteparilla s, s vastauksen "Ei”, T}
palauttaa syotteelld s tuloksena merkkijonon “ok”.

e Jos Ty palauttaa syoteparilla s, s vastauksen "Kyll&”,
T, jaa syotteelld s laskemaan ikuisesti.

Nyt kysymys kuuluu: Kuinka 77 toimii, jos sille anne-
taan itsensi (eli T) syotteeksi?

e Jos Ty palauttaa syGtteelld 77 merkkijonon “ok”, Tj
palauttaa parilla 77, T} vastauksen "Ei”, eli T} jaa ju-
miin syotteelld T;. Kuitenkin oletimme, ettd 17 py-
sahtyy syotteelld T;. Ristiriita.

e Jos taas 77 jaa jumiin syotteelld T, ohjelma T pa-
lauttaa sy6teparilla T, 77 vastauksen "Kylla”, eli T
pysdhtyy syotteelld T;. Kuitenkin oletimme, ettd T
jaa jumiin syGtteelld 7. Ristiriita.

Siis kaikki mahdolliset vaihtoehdot johtavat ristirii-
taan, eli vastaoletuksemme on vééra, ja tietokoneoh-
jelmaa Ty ei voida muodostaa.

Olemme siis nyt 16ytdneet ensimmaéisen eksaktisti maa-
ritellyn kysymyksen, jonka vastausta ei voida (kaikissa
tilanteissa) laskea: Pysihtyyko annettu tietokoneohjel-
ma annetulla syGtteella?

Voidaan tosin muodostaa sellainen tietokoneohjelma
Ty, joka saa syStteendén tietokoneohjelman T' ja merk-
kijonon s, ja joka simuloi T:n laskemista syGtteelld s.
Kuitenkin, jos laskenta kestdd kauan, ei missddn vai-
heessa laskentaa valttamatta ole mahdollista sanoa, et-
td olemme laskeneet niin kauan, ettd ohjelma ei var-
masti tule pysdhtymaan.

Luettelevat tietokoneohjelmat

Aiemmin tutkimme tietokoneohjelmia, jotka yleensé
pyséhtyivat. Seuraavaksi méérittelemme késitteen luet-
televa tietokoneohjelma, joka ei saa syotettd, vaan alkaa
laskennan tyhjasta, eiké valttaméatta pysahdy. Luettele-
va tietokoneohjelma antaa kuitenkin laskennan edetes-
sd tulosteita. Koska laskenta voi jatkua &darettomaésti,
se voi laskennan kuluessa antaa yhteensd &drettOomén
méadrin tulosteita.

Laskennan edetesséd luetteleva tietokoneohjelma voi
kayttad yha enemmén ja enemmén muistia, ja oletam-
me, ettd luettelevalla tietokoneohjelmalla on kiytos-
sdén rajattomasti muistia niin, ettd ohjelman suoritus
ei tyssid muistin loppumiseen?.

Ne lukijat, jotka eiviat tunne oloaan kotoisaksi tieto-
koneiden parissa, voivat yhé ajatella kynalld ja pape-
rilla suoritettavaa laskentaa, joka jatkuu ja jatkuu, ja
laskennan edetessd madrattyja vélituloksia kutsutaan
tulosteiksi.

2 Jokainen ohjelmointia harrastanut lukija lienee tehnyt vihintéin kerran eliméssién sellaisen ohjelmointivirheen, jonka johdosta,

ohjelma on jadnyt ikuiseen silmukkaan.

3T4illainen ikuisesti jatkuva laskenta voi vaatia laskennan edetessi yhi enemmin ja enemmin muistia. Oletamme, etté tillaisella
laskennalla on kdytossadn rajaton madra muistia, niin, ettei se lopu.

4Lukija voi puolileikillisesti ajatella direlliselld muistilla varustetun luettelevaa tietokoneohjelmaa suorittavan tietokoneen, joka
osaa ilmoittaa muistin loppumisesta, ja koneen vieressa istuvan juoksupojan, joka kiy aina tarpeen vaatiessa ostamassa lisdad muistia

ja asentaa sen koneeseen laskennan jatkamiseksi.
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Totuus lukuteoriassa

Olkoon (n,n + 2) pari luonnollisia lukuja. Sanomme,
ettd n ja n + 2 ovat alkulukukaksoset, jos sekd n etta
n + 2 ovat alkulukuja. On avoin ongelma, onko alkulu-
kukaksosia dérellinen vai daretén maara. Jos kivisimme
lapi kaikki luonnolliset luvut n ja testaisimme jokaisen
kohdalla, ovatko n ja n 4+ 2 alkulukukaksosia, joutui-
simme kéyméaan lapi darettoméan monta lukua n, joten
tallainen lapikaynti ei ole laskenta tarkoittamassamme
mielessd®. Téllaisia direttoméistd médrastid luonnolli-
sia lukuja puhuvia lauseita on muitakin, ja herda kysy-
mys, olisiko mahdollista muodostaa jokin dédretonta 1a-
pikdyntid ovelampi laskentamenetelma, jolla ratkaista
kaikkien téllaisten lauseiden totuus. Esittelemme tésséa
luvussa tuloksen, joka sanoo, ettd tdma ei ole mahdol-
lista.

Tulos, jonka aiomme esitelld, puhuu luonnollisia luku-
ja koskevista lauseista. Koska téssé meilld lauseet ovat
matematitkan tutkimuksen kohde, eivit matematiikan
tutkimuksen vdline, tarvitsemme eksaktin méaritelméan
niille lauseille, josta tuloksemme puhuu.

Jatkon kannalta olennaista on ymmaértas, ettd tar-
koitamme lukuteorian lauseilla lauseita, jotka puhuvat
luonnollisista luvuista, ja joilla on tietty, tarkasti m&a-
ratty muoto. Muoto on sellainen, ettéd voidaan laskea,
onko jokin merkkijono tatd muotoa oleva lause. Lisak-
si kyseistd muotoa olevia lauseita on dareton maara.
Téssd on huomattava, ettd muoto on sellainen, etté ky-
seistd muotoa oleva lause voi olla joko tosi tai epéto-
si; muoto médrdd vain sen, ettd kyseessd on mielekés
lause, jolla on totuusarvo.

Annamme hiukan tarkemman luonnehdinnan (joskaan
emme tarkkaa méadritelméd). Sen voi halutessa sivuut-
taa. Tarkkakin mé#ritelméa on mahdollista antaa, mut-
ta emme halua rasittaa lukijaa sen yksityiskohtien 14-
pikdynnilla.

Lukuteorian lauseella tarkoitamme “mielekésta”, &éa-
rellistd lausetta, joka saadaan muodostettua kiyttéden
merkkeja (,),0,1, 4+, x,=,A (ja),~ (ei),V (kaikilla) se-
kd rajatonta ma#drdd muuttujasymboleja xg,z1,....
Muuttujien ajatellaan saavan arvoikseen luonnollisia
lukuja.

Esimerkkeja lukuteorian lauseista ovat
1+14+1=1+1,

joka on hyvinmuodostettu (joskin epétosi) lause, joka
vaittad, ettd kaksi on yhtasuuri kuin kolme,

on(:vo = X9 + 0),

joka vaittdd, ettd jos mihin tahansa luonnolliseen lu-
kuun lisdtdan nolla, saadaan alkuperédinen luku,

V.’Eoﬁ(ﬂ?o = X9 + 1),

joka vaittaa, ettd mikdan luonnollinen luku ei ole sel-
lainen, ettd kun siihen lisdtddn yksi, saadaan alkupe-
rainen luku,

0=0A(1=1),

joka viittaa, ettd sekd nolla ettd yksi ovat yhtédsuuria
itsensé kanssa,

Vl‘o"(l‘o x 0= 0),

joka on epétosi lause, joka vaittad, ettd mikaddn luon-
nollinen luku kerrottuna nollalla ei ole nolla, seka

V.’ﬂo_'v.’tl_'(xl =29 + 1),

joka vaittdd, ettd jokaiselle luonnolliselle luvulle xg
on olemassa toinen luonnollinen luku x; siten, etta
x1 = xo + 1. (Tdsséd kannattaa huomata, ettd "Ei ole
niin, ettd millddn x ei péade...” tarkoittaa samaa kuin
”On olemassa x, jolle pétee...”.)

Myos viite, ettd alkulukukaksosia on d&retén méaré,
on mahdollista kirjoittaa lukuteorian lauseena, joskin
lauseesta tulisi melko pitka.

Lukuteorian lauseen késitteeseemme sisdltyy myos se,
ettd jokaiseen x;:n esiintymaén vaikuttaa kvanttori Vz;,
eli

To =9+ 0

ei ole lukuteorian lause tarkoittamassamme mielessé.
Nyt voidaan todistaa seuraavaa teoreemat:

Teoreema 1. FEi wvoida muodostaa luettelevaa tieto-
koneohjelmaa, joka luettelee kaikki todet lukuteorian
lauseet ja vain ne.

Teoreema 2. Ei voida muodostaa tietokoneohjelmaa,
joka saadessaan toden lukuteorian lauseen sydttecksi
antaa tuloksen “kylla” ja saadessaan epdtoden lukuteo-

rian lauseen syétteeksi antaa tuloksen “ei”.

Todistukset ovat vaikeita, ja ne 16ytyvét teoksesta V&a-
nénen [1]. (Tulosten saamiseksi tarvitsemme Maéritel-
mén 13.1, Lauseen 12.8 ja Lauseen 12.3.)

Olemme nyt 16yténeet toisen hyvinmuotoillun ongel-
man, jonka vastausta ei voida (kaikissa tapauksissa)
laskea, nimittdin matemaattisten véitteiden totuuden.
Sanon edelld "matemaattisten véitteiden”, mutta itse
asiassa olemme todenneet, ettd laskemattomuus koskee
jo hyvin rajallista muotoa olevia matemaattisia vaittei-
té.

5Useissa tapauksissa tillaisten kaikista luonnollisista luvuista puhuvien lauseiden totuus voidaan ratkaista #érelliselld todistuk-
sella, ja useimmat uskonevatkin, ettd alkulukukaksoskysymys saadaan ennemmin tai myShemmin ratkaistua talla tavoin.
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Seuraus matematiikan harjoittamiselle

Oletetaan, ettd olemme saaneet matemaattisen todis-
tuksen késitteen niin hyvin maéritellyksi, ettd voidaan
laskea, onko annettu merkkijono todistus. Ts. voidaan
muodostaa tietokoneohjelma Tj, joka saa syOtteenddn
parin P, R, ja palauttaa merkkijonon "Ok”; jos merkki-
jono P on lauseen R todistus ja merkkijonon "Ei-Ok”,
jos néin ei ole. Tama oletus on realistinen, koska néin
voidaan tehdd®. Kiytannosss vain todistusten saami-
nen téallaiseen eksaktiin muotoon on ddrimmaéisen tyo-
lasté, joten matemaatikot eivit koskaan esité todistuk-
sia tdssd muodossa.

Nyt voidaan muodostaa luetteleva tietokoneohjelma
Ty, joka toimii seuraavasti: Se kiy lapi kaikki parit P, R,
ja aina kohdatessaan parin P, R, missd P on R:n hy-
viksyttivi todistus, se tulostaa R:n”. Ohjelma voidaan
tehdd mm. niin, ettd ensin kdydadan lapi kaikki kah-
den merkin mittaiset parit P, R, sitten kaikki kolmen
merkin mittaiset parit P, R, sitten kaikki neljin merkin
mittaiset ja niin edelleen.

Edelleen T7:n avulla voidaan muodostaa luetteleva tie-
tokoneohjelma T5, joka poimii T7:n tulosteista kaikki
lukuteorian lauseet. T5 siis luettelee kaikki lukuteorian
lauseet, joille on olemassa hyvéiksyttava todistus.

Edellisessé luvussa totesimme, etté ei voida muodostaa
luettelevaa tietokoneohjelmaa, joka luettelee kaikki to-
det lukuteorian lauseet. Koska T5 luettelee kaikki luku-
teorian lauseet, joille on hyvaksyttéava todistus, teem-
me seuraavan johtop#adtoksen: On olemassa tosia luku-
teorian lauseita, joita ei voida todistaa nykyisen todis-
tuskésityksen mukaisesti. Sama pétee mille tahansa to-
distuskésitykselle, jossa todistuksen pétevyys voidaan
laskea.

Pahkinoita

1. Osoita, ettd ei voida muodostaa tietokoneohjelmaa
Ty siten, ettd Ty saa syotteenddn tietokoneohjelman

T, ja palauttaa merkkijonon "Tosi”, jos T pysdhtyy
kaikilla sy6tteilld, ja merkkijonon "Epétosi”; jos on
vihintaéan yksi syote, jolla T ei pysdhdy. (Téassa teh-
tavissd valitaan ohjelmointikieli ja oletetaan, etté
kaikki tehtdvéssd mainitut ohjelmat on kirjoitettu
téalla kielelld.)

2. Edellisen kappaleen lopussa annoimme argumentin
sille, ettd on olemassa vahintéddn yksi tosi lukuteo-
rian lause, jota ei voida todistaa nykyisen todistus-
késityksen mukaisesti. Osoita kiyttden tdssa kirjoi-
telmassa mainittuja tuloksia, ettéd téllaisia lukuteo-
rian lauseita on &areton mé&ara.

3. Olkoon T luetteleva tietokoneohjelma. Osoita, et-
td voidaan muodostaa tietokoneohjelma, joka antaa
vastauksen "Kylld” tdsmaélleen niilla syotteilla, jotka
T luettelee (ja muilla sydtteilld ja4 jumiin).

4. Olkoon T tietokoneohjelma, joka joillain (ennalta-
madrityssa ddrellisessi aakkostossa annetuilla) syot-
teilld antaa tuloksen "Kylld”, joillain (samassa aak-
kostossa annetuilla) syotteilld antaa tuloksen “Ei” ja
ja& jumiin lopuilla (samassa aakkostossa annetuilla)
syotteilld. Osoita, ettd voidaan muodostaa luetteleva
tietokoneohjelma, joka luettelee tdsmaélleen ne syot-
teet, joilla T" antaa tuloksen "Kyll4”.
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6Siihen, kuinka tim4 tehd#sin, emme tdssi mene, mutta taikasanat ovat 1. kertaluvun predikaattilogiikka + ZFC.

"Vaikka téllainen tietokoneohjelma voidaan teoriassa tehdi, kiytinnossi se on niin hidas, ettd sen kdyttdminen todistusten

etsimiseen on aivan toivotonta.
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