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Yksi helppo, viisi vaikeaa? — Kansainvaliset

matematiikkaolympialaiset 2012

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset pidettiin
heindkuussa 2012 53. kerran. Kilpailujen historiassa té-
mé oli kolmas kerta, kun toimittiin eteldisen pallon-
puoliskon talvessa, ilmastossa, jossa esimerkiksi Suo-
men koululaiset ovat tottuneet oppia saamaan ja osaa-
mistaan osoittamaan. Kilpailijoita oli 548, maita 100,
Eteld-Korea oli paras ja Suomi sijalla 65; Suomen Ot-
te Heindvaara sai hopeamitalin. Namé ja muut tilasto-
tiedot 16ytyvéit Matematiikkaolympialaisten virallisilta
verkkosivuilta http://www.imo-official.org/year_
info.aspx?year=2012.

Olympialaisissa ratkotaan aina kuusi tehtdvaa kahdes-
sa neljin ja puolen tunnin mittaisessa kokeessa. Tehté-
vat paattas kaikkien osallistujamaiden joukkueenjohta-
jista koostuva tuomaristo. Tuomaristo on sidottu asian-
tuntijaraadin etukéteen laatimaan 30 tehtdvin ehdo-
kaslistaan, ja sen pohjana puolestaan ovat kaikista osal-
listujamaista pyydetyt ehdotukset. Niité oli tdnéd vuon-
na saatu 136 kaikkiaan 40 maasta. Kuuden tehtdvin
joukkoon on tapana valita ainakin yksi edustaja kul-
takin neljalta kilpailumatematiikan vakiintuneelta osa-
alueelta, nimittain algebrasta, geometriasta, kombina-
toriikasta ja lukuteoriasta. Tapana on myos luokitella
tehtévat helpoiksi, keskinkertaisiksi ja vaikeiksi. Kuta-
kin téllaista on sarjaan pyritty saamaan kaksi kappa-
letta. Kun helpot tehtdvéit ratkaisevat melkein kaik-
ki kilpailijat ja vaikeita ei juuri kukaan, niin parem-
muusjirjestys on usein jaanyt riippumaan vain kahdes-

ta keskinkertaisesta tehtévastd. Tamén vuoden tuoma-
risto oli tiedostanut ongelman ja pyrki lisdidmaédn kes-
kinkertaisten tehtédvien osuutta helppojen ja vaikeiden
kustannuksella. Lopputulokset osoittivat, etta téssa ei
aivan onnistuttu: kahden vaikeimman tehtévan ratkai-
su onnistui vain kymmenkunnalle viidesta ja puolesta
sadasta kilpailijasta.

Olympiatehtéivien ratkaisuihin voi tutustua esimer-
kiksi Suomen matemaattisen yhdistyksen Valmen-
nusjaoston sivuilla osoitteessa http://solmu.math.
helsinki.fi/olympia/IM0/2012/ratk2012.pdf.

Téassé kirjoituksessa pyritddn tuomaan esiin ratkaisun
loytamisen kannalta olennaisia asioita. Etenkin vai-
keimpien tehtévien kohdalla yksityiskohtiin asti ei men-
na.

Helpoimmaksi tehtéaviksi ennakoitiin olympialaisten
tehtavaa 1, jonka aihepiiri oli klassinen geometria:

Kolmion ABC karked A wvastassa olevan sivuympyran
keskipiste on J. Sivuympyrin ja sivun BC sivuamis-
piste on M. Ympyrd sivuaa suoraa AB pisteessia K ja
suoraa AC pisteessd L. Suorien LM ja BJ leikkaus-
piste on F ja suorien KM ja CJ leikkauspiste on G.
Olkoon wvield S suorien AF ja BC ja T suorien AG ja
BC leikkauspiste. Todista, ettd M on janan ST keski-
piste.

Tehtavatekstiin liittyi vield sivuympyran maéaéritelma.
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Kolmion sivuympyroitdhdn ovat ne kolme ympyraé,
jotka sivuavat yhté kolmion sivuista ja kahden muun
jatkeita.

Tehtavan monista eri ratkaisutavoista yksinkertaisin
lienee se, jossa hyddynnetddn kahdesti tietoa, jonka
mukaan ympyrian tangenttien leikkauspisteestd sivua-
mispisteisiin piirretyt janat ovat yhta pitkét. Niin muo-
doin AK = AL, BK = BM ja CM = CL. Viitteen
SM = MT todistamiseksi riittaé siis, jos saadaan néy-
tettyd, ettd SB = BA ja CT = CA. Nyt SB = BA
toteutuu, jos kolmio BAS on tasakylkinen. Koska BF
on kulman ZSBA puolittaja, tasakylkisyyden osoitta-
miseksi riittdd nayttda, ettd BEFLAS. Tamé puoles-
taan onnistuu, kun keksii kayttda apukuviota, ympy-
rédd w, jonka halkaisija on AJ. Kun kayttda hyvikseen
kehdkulmalausetta ja tietoja kulmanpuolittajista, joil-
la piste J on, pystyy osoittamaan, ettd F' on ympyralla
w; koska AJ on ympyrian halkaisija, kulma ZAFJ on
suora, ja todistuksen saa helposti vietya loppuun.

Selvésti helpoimmaksi tehtdva osoittautuikin. Téaydet
7 pistettd annettiin 402 kilpailijalle ja peréti 36 maan
kaikki kilpailijat saivat tehtévista tdydet pisteet. Teh-
tavé oli kilpailutehtévistd ainoa, jonka selvd enemmis-
t6 kilpailijoista ratkaisi. Suomi ja muut Pohjoismaat
joutuvat aina juuri geometriassa antamaan tasoitusta
maille, joissa vield geometriaa opetetaan. Tanska ke-
rasi tehtévastd 33 pistettd, Suomi 22, Ruotsi ja Norja
20.

Annettujen pisteiden keskiarvolla mitattuna toiseksi
helpoin olympialaisten tehtéavéa oli toisen kilpailupéivéin
ensimmaéinen tehtava. Se oli tyypiltddn funktionaaliyh-
talotehtédva, jossa etsittava kokonaislukufunktio toteut-
taa annetun ehdon argumentin arvoilla, joita myos si-
too ehto.

Mddritd kaikki ne funktiot f: Z — Z, joille pdtee
F@)?+f(0)°+f(c)® = 2f(a) f(b)+2f (b) f(c)+2f (c) f(a)

kaikille sellaisille kokonaisluvuille a,b, c, joilla a 4+ b +
¢ =0. (Tdssi Z tarkoittaa kokonaislukujen joukkoa.)

Ehképéa hiukan yllattavisti yhtédlolla on kahdenlaisia
ratkaisuja. Yksinkertaiset sijoitukset osoittavat, ettd
valttdmattd f(0) = 0 ja f(—a) = f(a). Sijoitus a = b,
¢ = —2a johtaa yhtiléén f(2a)? = 4f(a)f(2a), joten
f(2a) = 0 tai f(2a) = 4f(a). Jos f(z) = 0 jollain
x # 0, niin sijoitus b = =, ¢ = —a — x johtaa yhtal66n
fla+z) = f(a); talléin f:114 on jaksona z. Jos f(1) = 0,
f on identtisesti 0; jos f(1) = k # 1, niin f(2) = 0 tai
f(2) = 4k. Jos f(2) =0, f:n jakso on 2 ja f on muo-
toa f(xz) = k, kun 2 on pariton, ja f(z) = 0, kun
on parillinen. Mutta jos f(2) = 4k, niin f(4) = 0 tai
f(4) = 16k. Edellinen vaihtoehto johtaa funktioon, jon-
ka jakso on 4. Koska talloin f(3) = f(—1) = f(1) =k,
funktio saa arvon k kaikilla parittomilla argumentin ar-
voilla, arvon 0 argumenteilla, jotka ovat jaollisia 4:114,
ja arvon 4k niilla parillisilla luvuilla, jotka eivit ole
jaollisia 4:114. Entd jos f(4) = 16k # 07 Nyt esi-
merkiksi sijoitukset (a,b,¢) = (1,2,-3) ja (a,b,¢) =
(1,3,—4) osoittavat, ettd f(3) toteuttaa kaksi toisen
asteen yhtélod, joiden yhteinen juuri on f(3) = 9k.
Siis f(x) = k2?2, kun = € {1,2,3,4}. Induktioaskeleen
f(x) = ka? = f(x+1) = k(x + 1)? ottamiseksi on esi-
merkiksi kiytettavi sijoituksia (a,b,¢) = (x,1,—x — 1)
ja (a,b,c) = (x — 1,2,—x — 1), joiden avulla saa
f(z 4 1):lle jalleen kaksi toisen asteen yhtaloa, joiden
yhteinen juuri on f(x + 1) = k(z + 1)2.

Kaikki kolme mahdollista ratkaisumuotoa toteuttavat
annetun yhtélon. Tamén toteamiseksi on tehtava muu-
taman rivin laskut. Niiden puuttuminen tai sivuutta-
minen "on helppo ndhd4, ettd” -toteamuksella johti pis-
temenetyksiin; erdét joukkueet tatd kovin protestoivat.
Taysin pistein palkittiin 143 kilpailijaa, ja ratkaisun
monimuotoisuus mahdollisti tehtdvien suurimman pis-
tehajonnan.

Seuraavaksi helpoin, mutta toiseksi eniten tdysin oi-
keiksi arvioituja ratkaisuja tuottanut oli ensimmaéisen
kilpailupéivén toinen tehtava. Sekin oli algebraa, ja ké-
sitteli matemaattiikkakilpailujen vakioaihetta, epéyh-
taloita.

Olkoon n > 3 ja olkoot as,as, . ..,a, positiivisia reaa-
lilukuja, joille patee asas---a, = 1. Todista, ettd

(1+a2)?*(1+az)® - (1+a,)" >n"

Tehtévén ratkaisemiseksi ei tarvinnut huolellisesti kil-
pailuihin valmentautuneen epéyhtalotyokaluista muu-
ta kuin aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisen
epédyhtalon ja oivalluksen, ettd 14-aj on kirjoitettavissa
k:n luvun summaksi

l+ap,=(k-1)-

Kun summaan soveltaa mainittua epdyhtilod, saa re-
laation
kk

(1+ak)k > m

g,
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ja kun ndma eri k:n arvoilla kertoo keskendén ja tekee
ilmeiset supistukset, saa epayhtalon

n

H(l—i—ak)k >n" ﬁak =n".

k=2 k=2

On vield torjuttava yhtdsuuruuden mahdollisuus. Yh-
tdsuuruuden toteutumiselle olisi valttdméatontéd, ettd

1
p— kaikilla k£, 2 < k£ < n, mutta silloin lu-
kujen ay, tulo ei voisi olla 1.

ap —

Tehtavén pistejakauma oli hyvin kaksihuippuinen. Tar-
peellisen oivalluksen tehneet saivat yleensé tédydet pis-
teet. Niitd annettiin 172:1le kilpailijalle. Toisaalta 263
kilpailijaa jai kokonaan pisteitta.

Neljés useamman kuin muutaman kilpailijan ratkaise-
ma tehtéva oli toisen paivin toinen tehtévi, sekin hyvin
klassisentyyppista kilpailugeometriaa.

Kolmiossa ABC on ZBCA = 90° ja D on C':std piir-
retyn korkeusjanan kantapiste. Olkoon X janan CD si-
sapiste. Olkoon K se janan AX piste, jolle BK = BC
ja L se janan BX piste, jolle AL = AC. Olkoon M
AL:n ja BK :n leikkauspiste. Osoita, ettd MK = ML.

Tehtavan varsin lyhyt ja elegantti ratkaisu perustuu
olennaisesti pisteen potenssille ympyrin suhteen. En-
sin on vain 10ydettdvd ympyrdt. Tehtdvin ehto antaa
kaksi: A-keskisen, C':n ja L:n kautta kulkevan I'1:n ja
B-keskisen, C:n ja K:n kautta kulkevan I'y:n. Ympyrét
leikkaavat C':n liséksi pisteessd E, BX leikkaa I'y:n L:n
liséksi pisteessd P ja AX T's:n K:n liséksi pisteessa Q.
Piste X on ympyroéiden yhteiselld jénteelld CE, joten
silld on sama potenssi CX - X E molempien ympyroi-
den suhteen. Erityisesti KX - XQ = LX - X P. Mutta
nyt pisteen potenssia voidaan soveltaa vihemmaén ta-
valliseen suuntaan, osoittamaan, ettd nelja pistettda on
samalla ympyralld. Jos I's on pisteiden P, K, L kautta
kulkeva ympyra ja KX leikkaa td&mén ympyrdn myos
pisteessd @', niin PX - XL = KX - X@Q'. Aikaisemman
yvhtdlon perusteella paitellaan, ettda Q' = @, ts. ettéd
P, K, L ja Q ovat kaikki ympyrélla I's. Koska AC' L BC|

A:n potenssi I'p:n suhteen on AC? = AK - AQ. Mut-
ta silloin myds AL? = AK - AQ; kun timé tulkitaan
A:n potenssiksi I's:n suhteen, niin ndhdéén, ettd AL
on I's:n tangentti. Samoin on KB, ja viite MK = ML
seuraa heti.

Taméa tehtdvd osoittautui olennaisesti vaikeammaksi
kuin sarjan toinen geometriatehtava. Tédydet pisteet sai
86 kilpailijaa, mutta kokonaan pisteitta jai 349.

Ensimmaisen kilpailupéivin viimeinen tehtévéa kuului
aihealueeseen kombinatoriikka. Siind esiteltiin melko
eksoottinen peli.

Valehteluleikki on peli, jossa on kaksi pelaajaa A ja B.
Pelin sdannot perustuvat posititvisiin kokonaislukuihin
k ja n, jotka ovat molempien pelaajien tiedossa.

Pelin alussa A walitsee kokonaisluvut x ja N, 1 < x <
N. A pitdd luvun x salassa, mutta ilmoittaa B:lle re-
hellisesti luvun N. B pyrkii saamaan tietoa luvusta x
tekemdlld A:lle kysymyksid. Jokaisessa kysymyksessd
hdan esittdd jonkin posititvisten kokonaislukujen joukon
S (samaa joukkoa on voitu kayttid jo aikaisemmassa
kysymyksessi) ja kysyy A:lta, kuuluuko x joukkoon S.
B voi tehdd niin monta kysymystd kuin haluaa. A:n on
heti vastattava jokaiseen B:n kysymykseen joko kylld
tai et, mutta hdn voi valehdella niin usein kuin halu-
aa. Ainoa rajoitus on, ettd jokaisen k+ 1:n perdkkdisen
vastauksen joukossa on oltava ainakin yksi rehellinen.
Kysyttyddn niin monta kysymystd kuin on halunnut, B
ilmoittaa positiivisten kokonaislukujen joukon X, jos-
sa on enintdin n alkiota. Jos x kuuluu joukkoon X, B
voittaa. Muussa tapauksessa hdn hdvidd. Todista, ettd

1. josn > 2, niin B:lli on voittostrategia;

2. jokaista tarpeeksi suurta k:ta kohden on olemassa
sellainen n > 1,99, ettd B:lli ei ole voittostrategi-
aa.

Tehtéavan kahdella osiolla on varsin erityyppinen rat-
kaisu. Ensimmaiseen kysymykseen vastaamiseksi riit-
tdd, kun osoitetaan, ettd B voi ldhted joukosta Ty =
{1,2,...,N} ja alkio kerrallaan poistaa siitd sellai-
sia alkioita y, joista hin tietdd, ettd y # x; tétd
voi tehdé niin kauan kuin joukossa on jaljells 2% al-
kiota. Voidaan olettaa, ettd jiljella on joukko T =
{1,2,...,2% ... .m}. B kysyy ensin enintéin k+ 1 ker-
taa kysymyksen "onko x = 2F?”. Jos A vastaa aina
"ei”, niin ainakin yksi vastaus on oikein, joten x # 2%,
Jos taas A vastaa ainakin kerran "kylla”, B esittda
seuraavaksi k kysymysté, joista jokainen on ”onko x:n
bin&ariesityksen i:s numero 07”. Jos A:n kaikki k + 1
vastausta (mukana siis 2 = 2% -kysymykseen annettu
"kylld”) olisivat vaarid, niiden komplementtien avul-
la olisi rakennettavissa x. Koska vastauksista ainakin
yksi on oikea, komplementeista rakentuva y ei ole x,
ja tdma y voidaan poistaa T:std ja jos T:ssd yhd on
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enemmaén kuin n alkiota, toistaa prosessi. Toisen kysy-
myksen vastaus perustuu siithen, ettd jos 1 < ¢ < 2, ja
n=[(2—c)ck*t| — 1, niin B ei pysty kysymyksilliin
saamaan riittavésti tietoa. Sanomme, ettd A valehtelee
luvusta ¢, jos hdn vastaa B:n kysymykseen "z € S?7”
kylla, ja ¢ ¢ S, tai ei, ja ¢ € S. Jalkimméiiseen kysy-
mykseen vastauksen tarjoaa A:n vastausstrategia, joka
ei riipu x:sté, ja jonka mukaan A ei koskaan valehtele
enemmaén kuin k£ kertaa mistdén luvusta ¢. Ndin B ei
missddn vaiheessa saa tarpeeksi tietoa x:std. Talloin A
valitsee luvun N = n + 1 ja muodostaa funktion

N
o=
i=1

missé eksponentit m; ilmoittavat, kuinka monta perék-
kéistd kertaa A on valehdellut i:std. Osoittautuu, etté
jos A valitsee aina seuraavan vastauksensa niin, etti ¢
saa pienimméin mahdollisen arvon, niin aina ¢ < c¢*+1,
joten jokainen m; < k. Jos erityisesti 1,99 < ¢ < 2, niin
n > 1,99%.

Tehtavaédn vastasi tdysien pisteiden arvoisesti 8 kilpaili-
jaa. Kolmisenkymmenté pystyi vastaamaan ensimmai-
seen osioon, mutta 481 kilpailijaa jai pisteitta.

Olympialaisten viimeinen tehtdva valittiin sarjaan lu-
kuteorian osastosta, mutta tehtdvi on melko algebral-
linen.

Solmun matematiikkadiplomit

Mddritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille
on olemassa sellaiset ei-negatiiviset kokonaisluvut
a1,a9,...,0y, €tta

1 1 1 1 2 n

271+2a2 .'.+3an

e T30 T 3m

=1 (1)

Osoittautuu, etta tehtdvan ratkaisuiksi kelpaavat kaik-
ki sellaiset luvut n, joille patee n =1 mod 4 tain = 2
mod 4. Sen etté ehto on valttdméaton, ndkee melko vé-
littomasti laventamalla jalkimmaista yhtdlod tarpeeksi
korkealla 3:n potenssilla ja tulkitsemalla saatua yhté-
164 mod 2. Saadaan, ettd 1+2+---4n on pariton, joka
on yhtapitavaa edelld viitetyn kanssa.

Toisin péin pédattely perustuu havaintoihin

1 1 1 T Y

. z
2a+1 + 2a+1 = 270, Ja 3a+1 + 3a+1 = 37a7

jos x +y = 3z. Niitd kiyttden yhtdlo (1) voidaan suu-
rempien n:ien tapauksessa redusoida tapaukseen, jossa
n korvautuu luvulla n — 12, ja viimein todeta, ettd kun
n € {2,5,6,9,10,13, 14}, vaaditut luvut 16ytyvit.

Tehtavadn 16ysi ratkaisun 10 kilpailijaa; 474 jai koko-
naan pisteitté.

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I — VII tehtdvineen seké diplomin VIII tehtéavat ovat

tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Opettajalle lahetetddn pyynnosté vastaukset koulun sdhkopostiin. Pyynnon voi ldhettaé osoitteella

marjatta.naatanen(at)helsinki.fi
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