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Eksponenttijakauman tiheysfunktio

ae” %, kun z >0,
) = {0, kun z < 0,

missd a > 0. On helppo osoittaa, ettd f todellakin on
tiheysfunktio ja ettd tdmén jakauman sekd odotusar-
vo etté keskihajonta on 1/a. On my6s helppo osoittaa,
ettd eksponenttijakauman kertyméfunktio

1—e *, k >0
Flo) = e % kunx >0,
0, kun z < 0.

Lukiossa eksponenttijakaumaa kasitellddn vain ohi-
mennen (ks. esim. [1, teht. 299]), jos ollenkaan, mutta
se ansaitsisi enemmén huomiota. Nimittdin satunnais-
muuttuja on "muistiton”, jos ja vain jos se noudattaa
eksponenttijakaumaa. Tamé seuraa kiinnostavalla ta-
valla eksponenttifunktion ominaisuuksista. Késittelem-
me tétéd asiaa enimmékseen Rossin kirjan [2, luku 5.2.2]
perusteella.

Mitd tarkoittaa satunnaismuuttujan muistittomuus?
Olettakaamme, ettd tietty laite L on pysynyt kaytto-
kunnossa melko kauan. Lisdako vai vihentdadko téllai-
nen tieto todennékoisyyttéa sille, ettd L toimii edelleen
hyvin? Voitaisiin ajatella, ettd se vihentaé, koska L on
jo tullut ndin ”vanhaksi”. Toisaalta voitaisiin ajatella
péinvastoin, ettd se lisdd, koska L on jo osoittautu-
nut ndin "kestaviksi”. Kumpi vastaus on oikea, riippuu

tietenkin L:sté ja tarkasteltavien ajanjaksojen pituuk-
sista. Mutta tdmé esimerkki oikeuttaa myos "kompro-
missiin” ndiden vastausten valilla eli ajattelemaan, et-
tei téllaisella tiedolla ole vaikutusta. Silloin todenné-
koisyys sille, ettd L toimii edelleen, ei riipu siitéd, kuin-
ka kauan L on jo toiminut. Toisin sanoen L:n jaljella
oleva ”elinaika” on "muistiton” sikéli, ettei se riipu L:n
"iAsta”.

Yleisesti sanomme, ettd satunnaismuuttuja X on muis-
titon, jos

P(X>s+t|X>t)=P(X >s)

eli
P(X>s+t)=P(X >s)P(X >1)

kaikilla s,t > 0.

Eksponenttijakauma on helppo osoittaa muistittomak-
si. Nyt herdd mielenkiintoinen kéénteisongelma: Onko
olemassa muita muistittomia jakaumia? Naytdmme, et-
tei ole.

Tarkastelemme satunnaismuuttujaa X, jonka kertymé-
funktio on F. Merkitsemme F(z) = P(X > z). Talloin
X on muistiton, jos ja vain jos

F(s+1t)=F(s)F(t)

kaikilla s,t > 0. Méaritdmme aluksi kaikki ne oikeal-
ta jatkuvat funktiot g (kertyméfunktion taytyy olla oi-
kealta jatkuva), jotka toteuttavat funktionaaliyhtilon
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g(s+1) =g(s)g(t) (1)
kaikilla s,t > 0.

Aluksi huomaamme, ettd valttamatta
9Z)=g(x+ 1) =9()9(5) =9(3)?

kaikilla n € Z, . Edelleen ndemme induktiolla, etta

g(=) =g(;)™ (2)
kaikilla m,n € Z, . Asettamalla nyt m = n saamme

g(1) =9(;)"
eli )

9(3) = g(1)7. 3)
Yhtéloiden (2) ja (3) perusteella

g(%) =g(1)™ (4)
kaikilla m,n € Z4 eli

g9(x) = g(1)", ()

kun x > 0 on rationaalinen. Lisdksi tdmé pétee ar-
volla z = 0, koska g on oikealta jatkuva. Mutta (5)
péatee myos x:n ollessa irrationaalinen. Nimittain téssa
tapauksessa on olemassa sellainen jono (zj) z:44 suu-
rempia rationaalilukuja, ettd © = limy_, o %, joten g:n
oikeanpuolisen jatkuvuuden, yhtéilon (4) ja eksponent-
tifunktion jatkuvuuden perusteella

g(x) = g( lim 1)

— lim g(zy)
k—o0

klim g(1)™*x
—00
= g(1)imeooe Tk = g(1)",

Siis (5) on voimassa kaikilla ei-negatiivisilla reaalilu-
vuilla z.

Merkitsemélld a = — In g(1) saamme

g(z) =e " (6)

Siis g:n téytyy olla muotoa (6), misséd a € R on mieli-
valtainen. Toisaalta jokainen tdmadnmuotoinen funktio
toteuttaa selvésti funktionaaliyhtdlon (1). Néin ollen
tuon funktionaaliyhtdlon kaikki oikealta jatkuvat rat-
kaisut ja vain ne ovat muotoa (6) (ja siis jatkuvia).

Kertyméfunktiota F' koskeva vastaava ehto on

F(z)=e"%

eli
Flz)=1—e"%

kaikilla > 0. Mutta nyt taytyy olla a > 0, jotta F
olisi kertyméfunktio. On helppo nahdé, ettd F(x) = 0,
kun z < 0. Olemme siis osoittaneet, ettd eksponentti-
jakauma on ainoa muistiton jakauma.

Seuraava esimerkki on asiallisesti sama kuin [2,
esim. 5.2]. Olkoon P jokin sellainen paikka, jossa
7asiakkaita” palvellaan kahdelta "luukulta” tai muus-
ta "palvelupisteesta”. Kun A tulee P:hen, kummallakin
luukulla on asiakas; olkoot he B ja C. Ottamansa jo-
notusnumeron perusteella A péésee asioimaan heti sen
jalkeen, kun B tai C on lopettanut. Saatuaan asiansa
toimitetuksi A poistuu heti. Milld todennékoéisyydella
joko B tai C vield jatkaa silloin asiointiaan?

Tata tehtavad ei tietenkdédn voida ratkaista ilman li-
sdoletuksia. On yksinkertaisinta olettaa, ettd luukul-
la asioinnin kesto noudattaa eksponenttijakaumaa tie-
tylld parametrilla a. Kun A péésee luukulle, asiointi
toisella luukulla kestédé vield ajan, joka eksponenttija-
kauman muistittomuuden takia noudattaa tdtid samaa
eksponenttijakaumaa. Olkoon X sielld asioiva B tai C.
Talloin A:n ja X:n vélinen tilanne on tdysin symmet-
rinen, joten kysytty todennikoéisyys on %
Mutta eikos todennékoisyyden sille, ettd X saa asiansa
toimitetuksi ennen A:ta, pitdisi olla suurempi kuin %,
koska X on jo ehtinyt jonkin aikaa asioida A:n aloit-
taessa? Oikeastaan todennékéisyys é saattaa vaikuttaa
suorastaan jarjettomaltd. Kuitenkin jarjellisyys tai jar-
jettémyys riippuu téysin siitd, miten hyvin tai huonosti
eksponenttijakauma sopii mallintamaan asioinnin kes-
toa. Lukijan mietittdviksi jaa keksid esimerkki, jossa
tdma jakauma sopii hyvin, ja toinen esimerkki, jossa se
sopii huonosti. Tamé tehtdvd on helppo, mutta lukija
saa myo0s vaikean tehtédvin: Onko funktionaaliyhtalol-
14 (1) epdjatkuvia ratkaisuja?
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