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Jannenelikulmioiden juhlaa — Tyttojen
matematiikkaolympialaisten tehtavasatoa

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Cambridgessa jarjestettiin 10-16.4.2012 kautta aikain
ensimmadiset Euroopan tyttdjen matematiikkaolympia-
laiset. Kilpailun idea oli saatu Kiinasta, jossa tyttdjen
kilpailuja on ollut jo pitkddn. Kilpailun tarkoitus oli
kannustaa tyttojd matematiikkakilpailuihin tarjoamal-
la yksi mukava véliporras matkalla kansainvélisiin ma-
tematiikkaolympialaisiin. Ajatus on hyvé: kansainvé-
lisissé matematiikkaolympialaisissa tyttdjen méaérd on
vain n. 10 %, jolloin moni tytt6 vaistdmétta tuntee it-
sensa joukosta poikkeavaksi. Tehtédvit ovat haastavia.
Tarkoituksella.

Kilpailuun osallistui joukkue kuudestatoista Euroopan
maasta, sekd Indonesiasta, Saudi-Arabiasta ja Yhdys-
valloista. Suomea edustivat Pihla Karanko, Katja Kul-
mala, Neea Palojérvi ja Jiali Yan. Joukkueenjohtajana
toimi FT Anne-Maria Ernvall-Hytonen ja varajohtaja-
na FL Esa Vesalainen. Jiali Yan saavutti pronssimita-
liin oikeuttavan sijan, ja Neea Palojarvi sai kunniamai-
ninnan. Kilpailun voittivat Bulgarian Pavlena Neno-
va ja Yhdysvaltain Danielle Wang. Suomen joukkueen
osallistumisen mahdollisti Teknologiateollisuuden sata-
vuotissdation sekd Matematiikan rahaston tuki.

Keskustellaanpa vield hetki tehtdvien valinnan filoso-
fiasta ennen itse tehtéviin siirtymistd. Kilpailu on kak-
sipdivdinen, molempina paivind nelja tehtdvdéd ja ai-
kaa nelja ja puoli tuntia. Molempina péaivind on tar-
koitus olla yksi helppo tehtava, eli tehtavéit 1 ja 5. Ma-
tematiikkakilpailujen tyypilliset alat —algebra, geomet-
ria, kombinatoriikka ja lukuteoria — ovat kaikki edus-

tettuna molempina péivind. Algebra ei taédllakaén ole
varsinaista algebraa siind mielessé kuin se yliopistos-
sa ymmarretddn, vaan kokonaisuus kilpailumatematii-
kan osa-aloja, kuten funktionaaliyhtdloitd, epayhtaloi-
té, polynomeja, jonoja jne. Kilpailun tehtavét oli valin-
nut komitea, eika siis joukkueenjohtajista koostuva raa-
ti. Tehtévéisarja oli hyvd, mutta en voi viittda kannat-
tavani kyseistd mallia, jossa joukkueenjohtajien valta
on redusoitu veto-oikeuden kayttoon tehtdvin kohdal-
la, mikéli ehdokas on jo tunnettu. Joukkueenjohtajat
tietenkin myos kadnsivat tehtavét.

Viimeisen tehtévin (tehtdvé 8) on tarkoitus olla hyvin
hankala, kuten tehtévinvalintakomitean johtaja Geoff
Smith luonnehti: ”Silta varalta, etté tailla on uusi Lisa
Sauermann, ettd héanelldkin on jotain tekemistd.” (Lisa
Sauermann on IMO:n historian Hall of Famen karki,
joka hallitsi kilpailuja muutamat viime vuodet.) Toi-
nen huomattava asia on, ettd molemmissa geometrian
tehtavissa seikkailee jannenelikulmio. Jinnenelikulmiot
ovat toki erinomaisen hyodyllisid, mutta hieman yllat-
tavaltd tamaé silti tuntuu. Kuitenkin ehképé vield yllét-
tavampéad oli, ettd tulkinnan mukaan kolme tai nelja
tehtévaa oli enemmaén tai vihemmaén kombinatorisia.

Tehtavat

Tehtava 1. Olkoon ABC kolmio, jonka ympéri piirre-
tyn ympyréan keskipiste on O. Pisteet D, F ja F ovat
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sivujen BC, C A ja AB sisapisteité, tassi jarjestykses-
sé, niin ettd DFE on kohtisuorassa C'O:ta vastaan ja DF
on kohtisuorassa BO:ta vastaan. (Se, ettd piste on si-
sipiste, tarkoittaa esimerkiksi, ettéd piste D on suoralla
BC, ja ettd D on pisteiden B ja C vilissa tuolla suo-
ralla.) Olkoon K kolmion AFE ympéri piirretyn ym-
pyrén keskipiste. Osoita, ettd suorat DK ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Tehtava 2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. M&aa-
ritd luvun n funktiona suurin mahdollinen positiivinen
kokonaisluku m, jolla on seuraava ominaisuus: Tauluk-
ko, jossa on m rivid ja n saraketta voidaan tayttaa re-
aaliluvuilla niin, ettd mille tahansa kahdelle eri riville
[a1,az,...,a,] ja [b1,ba, -+, by,] pitee

max(|ay — by, |az — b2l ..., |an —by|) = 1.

Tehtdva 3. Etsi kaikki funktiot f: R — R, joilla

fflz+y)+ f(z) =4z +2yf(x +y)

kaikilla z,y € R.

Tehtdva 4. Kokonaisluvuista koostuvaa joukkoa A
kutsutaan summatéaydeksi, jos A C A+ A, eli jos jokai-
nen joukon A alkio a € A on joukon A jonkin alkioparin
b,c € A summa (b ja c eivit valttamétta ole erisuuria).
Kokonaisluvuista koostuvan joukon A sanotaan olevan
nollasummavapaa, jos 0 on ainoa kokonaisluku, jota ei
voida esittda joukon A &darellisen epatyhjan osajoukon
alkioiden summana. Onko olemassa summatéytté nol-
lasummavapaata kokonaisluvuista koostuvaa joukkoa?

Tehtava 5. Luvut p ja q ovat alkulukuja ja toteuttavat
ehdon

D g+1 2n
=+ =
p+1 q n -+ 2
jollakin positiivisella kokonaisluvulla n. Etsi kaikki
mahdolliset erotuksen g — p arvot.

Tehtiivi 6. Adrettomin monta ihmistd on rekisterdi-
tyneené yhteistverkkoon, jonka nimi on Pérstéakerroin.
Jotkut kahden eri kayttdjan muodostamat parit ovat
rekisterdityneet ystaviksi, mutta jokaisella kayttajalla
on vain darellinen mééra ystavia. Jokaisella kéyttajalla
on ainakin yksi ystdvi. (Ystdvyys on symmetristé, eli
jos A on kayttajan B ystava, niin B on kdyttajan A ys-
téva.) Jokaisen on valittava yksi ystavistaan parhaaksi
ystaviakseen. Jos A valitsee kiyttdjan B parhaaksi ys-
téavikseen, ei siita (valitettavasti) seuraa, etta B valit-
sisi kdyttdjan A parhaaksi ystévikseen. Sellaista joka
on valittu parhaaksi ystédviksi, kutsutaan 1-parhaaksi
ystaviksi. Yleisemmin, jos n > 1 on positiivinen koko-
naisluku, niin kayttaja on n-paras ystéava, jos hénet on
valittu sellaisen kéyttédjéan parhaaksi ystéaviksi, joka on
(n — 1)-paras ystéava. Sellaista, joka on k-paras ystéavi
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k, kutsutaan suo-
situksi.

(a) Todista, etta jokainen suosittu kdyttdja on jonkun
suositun kayttdjan paras ystéva.

(b) Osoita, etta jos kiyttajilla voi olla darettoméan pal-
jon ystévid, niin on mahdollista, ettéd suosittu kayttaja
ei ole yhdenkéan suositun kayttdjan paras ystéva.

Tehtava 7. Olkoon ABC terdvikulmainen kolmio, jon-
ka ympari piirretty ympyréd on I' ja ortokeskus H. Ol-
koon K sellainen ympyrén I' piste, joka on eri puolella
janaa BC kuin A. Olkoon L pisteen K peilaus suoran
AB suhteen, ja olkoon M pisteen K peilaus suoran BC
suhteen. Olkoon E toinen kolmion BLM ympéri piirre-
tyn ympyran ja ympyran I' leikkauspiste. Osoita, ettd
suorat KH, EM ja BC leikkaavat samassa pisteessa.
(Kolmion ortokeskus on korkeusjanojen leikkauspiste.)

Tehtava 8. Sana on jonkin aakkoston kirjainten &dérel-
linen jono. Sana on toistava, jos se on on saatu kirjoitta-
malla perdkkiin vahintdan kaksi identtistd sanaa (esi-
merkiksi ababab ja abcabc ovat toistavia, mutta ababa
ja aabb eivit ole). Osoita, ettd jos sanalla on sellai-
nen ominaisuus, ettd minka tahansa kahden vierekkéi-
sen kirjaimen paikan vaihtaminen keskenéén tekee siité
toistavan, niin sen kaikki kirjaimet ovat samoja. (Huo-
maa, ettd on mahdollista vaihtaa kahden vierekkéin si-
jaitsevan identtisen kirjaimen paikkaa siilyttden sana
samana. )

Ratkaisut

Ratkaisu 1. Kehdkulmalauseen nojalla ZCOB =
2/A. Liséksi OB = OC, joten ZOBC = /BCO =
90° — ZA. Samoin /FKFE = 2/A ja /KFE =
/FEK =90° — ZA. Koska DE ja C'O ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vasten, piatee EDC = 90° — ZDCO =
90° — ZBCO = /A, ja vastaavasti /ZBDF = /A, jo-
ten ZFDE = 180° — 2/A. Téten KFDFE on jinnene-
likulmio, joten samaa jénnettd vastaaville kulmille pé-
tee ZKDE = Z/ZKFFE =90° — LA. Siis ZKDC = 90°,
joten DK on kohtisuorassa suoraa BC' vastaan.

Ratkaisu 2. Missdédn vaaditut ominaisuudet téayttéa-
vassa taulukossa ei sarakkeen suurin ja pienin alkio voi
erota kuin korkeintaan yhdella. Siispé, jos jokainen sa-
rakkeen arvo, joka ei ole suurin eiké pienin, vaihdetaan
(ihan miten vaan) sarakkeen suurimmaksi tai pienim-
maksi arvoksi, ei se muuta minkain sellaisten a;, b;
arvoja, joilla |a; — b;] = 1, eikd se myodskddn muuta
mitddn erotusta suuremmaksi kuin yksi, joten taulu-
kolla on yhéd vaadittu ominaisuus. Kuitenkin téllaisen
muutoksen jélkeen, riippumatta siitd, mitd minkakin
sarakkeen pienin ja suurin arvo ovat, on jokaisessa sa-
rakkeessa vain kaksi mahdollista vaihtoehtoa, suurem-
pi ja pienempi. Koska tehtdvin ehdon mukaan mitkaan
kaksi rivid eivit voi olla identtisié, erilaisia riveja voi
olla korkeintaan 2™ kappaletta. Ta&mé on siis ehdoton
maksimi. Toisaalta, tdmé voidaan saavuttaa ottamalla
taulukkoon kaikki n:n alkion mittaiset luvuista 0 ja 1
koostuvat rivit.
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Ratkaisu 3. Kun y = 0, saadaan f(f(z)) = 4x, joten
f on bijektio. Lisdksi

f(0) = f(4-0) = f(f(f(0))) = 4£(0),

ja taten f(0) = 0. Kun z = 0 ja y = 1, saadaan tehté-
vanannon yhtalon sekd ensimmaéaisen yhtalon avulla

4= ) =2fQ),

joten f(1) = 2, ja f(2) = f(f(1)) = 4. Sijoituksella
y =1 — x saadaan

feA—2)+ f(z) =4z +4(1 —2) =4 = f(2)

kaikilla z € R. Koska f on injektio, saadaan f(z) =
2 — 2(1 — ) = 2z. On helppo tarkistaa, ettd tdmé
funktio toteuttaa alkuperdisen ehdon. Siispa f(x) = 2x
kaikilla = € R on etsitty funktio.

Ratkaisu 4. Ehké yllattavastikin téllainen joukko on
olemassa. Asetetaan

A:{FQn\n:1,2,...}U{fF2n+1|n:1,2,...},

missid Fy on k:s Fibonaccin luku (F; = 1, F» = 1.
Frio = Fry1 + Fi, kun k& > 1), ja osoitetaan, ettd
tamé kdy esimerkistd. Nyt Fy, = Fopio + (—Font1)
ja —Fony1 = (—Fapys) + Fopyo, kun n > 1, joten
A on summatéysi (ja peréti yksikésitteiselld esityksel-
14). Fibonaccin luvuille pitee Fy = Fy, F3 = F5 + 1.
Néistéd ja luvut madrittelevistd palautuskaavasta saa-
daan induktiolla ng = F2k—1 + ng_g + -4 F1 ja
Fory1 = Fop+ Fop—o+- - -+ Fy + 1. Néistd ominaisuuk-
sista seuraa, ettd O ei ole kahden A:n alkion summa.
Jos néin olisi, olisi myo6s

s t
§ FQni = § F2nj+1-
i=1 j=1

Molemmissa summissa on oltava enemmén kuin yksi
yhteenlaskettava, joten se summista, jossa suurin yh-
teenlaskettava on suurempi, on itseisarvoltaan aidosti
suurempi kuin toinen.

Riittaa siis osoittaa, etté kaikki nollasta poikkeavat ko-
konaisluvut voidaan esittdd joukon A erisuurten alkioi-
den summana, eli lukujen 1,-2,3,-5,8,—13,21,...
avulla. Tama voidaan tehda kayttden niin kutsuttua
ahnetta algoritmia: Kun esitetddn luku n, aloitetaan
valitsemalla m = £F}, missd |m| > |n|, lukujen n ja
m etumerkit ovat samat, ja m on itseisarvoltaan pie-
nin ndma ehdot toteuttava luku. Tamén jéalkeen jatke-
taan induktiivisesti, kasitellen seuraavaksi lukujen m
ja n erotus. On helppo ndhdé, ettd mitdén lukua ei
kaytetd kahdesti: Osoitetaan tdmé induktiolla. Tapaus
k = 2 (eli m = 1) on alkutilanne. Induktio-oletus on,
ettd niilld n, joilla algoritmi alkaa alkiolla +Fp, kun
{ < k, el mitdén alkiota jouduta kdyttdméadn kahdesti,
eikd myoskddn jouduta kdyttdméaan alkioita £F}, kun

j > £. Induktion saattaminen loppuun on suoraviivais-
ta.

Ratkaisu 5. Tamé tehtdvd on ratkaistavissa tarkas-
telemalla lukujen p, ¢ ja n parillisuutta, ja jakamalla
tarkastelu osiin. Kéaydaédn téssd kuitenkin l4pi hieman
lyhyempi, joskin ehka hieman enemmén kekselidisyytta
vaativa ratkaisu.

Kun tehtavin yhtdlon molemmilta puolilta vahenne-
tdan 2, ja kerrotaan yhtdlo tdmén jalkeen luvulla —1,
saadaan

1 1 4

n+2°

p+1 ¢

Téaten g > p + 1. Edelleen

Alp+1)g
—p—1=—2T10
—r n+2
Koska ¢ ei voi olla luvun p + 1 tekijé (eli vasen puoli ei
ole luvulla ¢ jaollinen), on luvun ¢ oltava luvun n + 2

tekiji. Kirjoitetaan 22 = 4, missi u on positiivinen
kokonaisluku. Nyt
4(p+1)
¢-p-1l=—"-

joten ug — u(p +1) = 4(p + 1). Téten p + 1 on luvun
uq tekija. Koska g on alkuluku ja ¢ > p+1,eip+ 1
voi olla luvun ¢ tekijd, vaan sen on oltava u:n tekijé.

Kirjoitetaan v = p%. Nyt

4
¢—p=1+_¢{235}

Kaikki kolme tapausta ovat mahdollisia, silld kolmi-
koksi (p, q,n) voidaan valita (3,5,28) tai (2,5, 28) tai
(2,7,19). Huomaa, ettd kaikki alkulukukaksoset tuot-
tavat ratkaisun kolmikolla (p,p + 2,2(2p% + 6p + 3)).

Ratkaisu 6. Merkitddn henkilon A parasta ystévia
f(A)lla. Olkoon lisiksi fO(x) = =z, ja fFti(z) =
f(f*(x)), eli kuka tahansa, joka on k-paras ystivi, on
fF(A) jollekin A. Olkoon X suosittu, ja olkoon x, sel-
lainen henkils, jolle f*(x;) = X. Koska henkilslld X
on vain aarellinen maard ystdvid, adrettoman monen
henkilsistd f¥~1(z;) (jotka kaikki siis ovat valinneet
henkilon X parhaaksi ystédvikseen) on oltava samoja,
jonka siis my0s taytyy olla suosittu.

Jos taas on mahdollista olla darettomén paljon ysté-
vid, niin tarkastellaan henkil6itd X; positiivisilla koko-
naisluvuilla ¢ ja henkil6itd P; ;, missd ¢ < j ja j on
positiivinen kokonaisluku. Valitkoon X; henkilon X,
parhaaksi ystévikseen, ja valitkoon taas P;; henkilon
X1 parhaaksi ystédvikseen, ja valitkoon F;; henkilon
P;1,; parhaaksi ystdvikseen, kun 7 < j. Nyt kaikki
henkil6t X; ovat suosittuja, mutta X; ei ole suositun
henkilén paras ystava.
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Ratkaisu 7. Koska BM EL on jannenelikulmio, pétee
/BEM = /BLM. Lisdksi tehtdvidnannon konstruk-
tion mukaan |BK| = |BL| = |BM], joten

ZBLM =90° — %ZMBL
1 1
=90° — (180° - §4KBL — 24KBM>

= (;AKBL—k ;4KBM> —90°

= (180° — ZB) — 90°
= 90° — /B.

Huomataan myos, ettd /BEM = Z/BAH, joten suo-
rien EM ja AH leikkauspiste N on ympyralla T'. Ol-
koon X suorien K H ja BC leikkauspiste, ja olkoon N’
suorien M X ja AH leikkauspiste. Koska BC puolittaa
janteen K M, kolmio K M on tasakylkinen. Koska suo-
rat AH ja M K ovat yhdensuuntaisia, kolmio HX N’ on
tasakylkinen. Koska suorat AH ja BC ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vasten, on N’ pisteen H peilaus suoran
BC suhteen. Tunnetusti tillainen peilaus on ympéri-
piirretylld ympyralla, eli ympyralla T', joten N = N'.
Téten pisteet E, M, N ja M, X, N’ ovat samalla suo-
ralla M N, eli suora EM kulkee pisteen X kautta.

Ratkaisu 8. Tata tehtavid voi ldhestyé hyvin monella
eri tavalla. Esitetddn nyt ratkaisu, joka ei ole késitté-
mattoman pitka, ja joka ei kdytd mitddn kovin syvél-
listé tietamysta.

Kutsutaan sanaa vakioksi, jos sen kaikki kirjaimet ovat
samoja. Tarkastellaan epédvakiota sanaa W, jonka pi-
tuus |W| = w, ja johdetaan tésté (ennen pitkaa) risti-
riita tehtdvin viitteen kanssa, eli tehdaan vastaoletus-
todistus. Koska sanassa W on ainakin kaksi erisuurta
kirjainta, olkoon W = AabB, missd a # b. Voidaan
olettaa, ettd B = ¢C, epatyhja sana, eli W = AabcC
(emme oletaan mitdén sanoista A ja C, edes epétyh-
jyyttd). Sopivilla vaihdoilla saadaan toistavat sanat
W' = AbacC = P“/P? jonka jakson P pituus p ja-
kaa luvun w, 1 < p < w ja W = AachC = Q“/9,
jonka jakson @ pituus ¢ jakaa luvun ¢, 1 < ¢ < w.
Kuitenkin, jos sana UV on toistava, niin on myos sa-
na VU toistava, ja samalla jakson mitalla (mutta jakso
el valttdmatta ole sama). Voimmekin siis jatkossa tyos-
kennelld toistavien sanojen W) = C' Abac (jakso P’, jak-
son pituus p) ja W} = CAacb (jakso @', jakson pituus
q) kanssa. Nyt padajatus on se, ettd kahden toistavan
sanan yhteinen alkuosa ei voi olla liian pitka.

Jos sana ajap . ..a, = T/t on toistava, jaksolla T ja
jakson pituudella ¢ | w, 1 < t < w. niin silloin sana
(ja sen alasanat ovat t-jaksoisia, eli ap = ap4 kaikilla
1 < k < w—t. Siispéd sana C'A on seké p-jaksoinen etta
g-jaksoinen.

Téssd kohtaa voisi kdyttdd Wilf-Finen lausetta, mut-
ta koska se ei yleissivistykseen kuulu, muotoillaan ja

todistetaan hieman heikompi véite.

Viite. Olkoot p ja g positiivisia kokonaislukuja, ja ol-
koon N sana, jonka pituus on n, ja joka on sekéd p-
jaksollinen etta g-jaksollinen. Jos n > p + ¢, niin N on
syt(p, q)-jaksollinen.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kaksi epatyhjasd sa-
naa kommutoi, eli UV = VU, jos ja vain jos on olemas-
sa sana W, joka toteuttaa ehdot |W| = syt(|U], |V]),
U = WIU/IWE 50 v = WIVI/IWL On ilmeisté, et-
ta téllaisen sanan olemassaolosta seuraa kommutointi.
Riittaa siis osoittaa, ettd kommutointi edellyttédé téta.
Kéytetddn induktiota luvulle |U| + |V|. Alkuaskelees-
sa |U| 4+ |V] = 2, eli U] = |V| = 1, jolloin ilmeisesti
W =U=V.Kun |U|+|V| > 2, jos [U| = |V|, niin
talloin on padettavd U = V, jolloin tilanne on selva.
Jos |U| # |V, niin voidaan olettaa, ettd |U| < |V, jol-
loin V. =UV’, eli UUV' = UV'U, eli UV’ = V'U, ja
koska |V'| < |V, pitee 2 < |U| + |V'| < |U| + |V,
jolloin induktio-oletuksen nojalla 16ytyy sana W, jolla
U = WIW/IWEa v = WIVI/IWI Goten V = UV! =
w AUV D/IW] — W IVI/IWI,

Voidaan nyt olettaa, ettd p < q, ¢ = kp + r, ja péitee
N = QPS, missi |Q| = ¢q ja |P| = p. Jos r =0, on
tilanne selvi. Jos taas néin ei ole, niin voidaan kirjoit-
taa P = UV ja Q = V(UV)* missi |V| = r, ja koska
UV = VU, niin PQ = QP, jolloin ylldolevan tuloksen
mukaan on olemassa sana W, jonka pituus on syt(p, q),
ja jonka avulla voidaan kirjoittaa P = WP/tP:9) ja
Q = Wa/sy(P:9) eli sana N on syt(p, q)-jaksoinen.

Viite on nyt todistettu, ja voimme palata tehtavan rat-
kaisuun. Tarvitaan siis |[CA| < p+q—1, eliw < p+q+2,
silld muutoin sanat W{ ja W{ olisivat identtisid, mi-
ki on mahdotonta. Koska plw ja 1 < p < w, pé-
tee 2p < w < p+q+ 2, eli p < g+ 2. Vastaavasti
q < p+ 2. Taten max(p, q) < min(p,q) + 2. Ehdosta
kmax(p, ¢) = w < p+ qp2 < 2maxp, 2+ 2 saadaan
(k — 2) max(p, ¢) < 2, mutta max(p,q) < 2 on mahdo-
ton, sill4 kolmen kirjaimen loppuosa ach ei ole jaksolli-
nen. Ja tdten sen on kuuluttava sanaan Q’, eli ¢ > 3.
Téten k = 2, ja w = 2max(p, q).

Jos max(p, ¢) = min(p, q), niin w = 2p = 2¢, mikd on
ristiriita.

Jos max(p,q) = min(p,q) + 1, niin 3min(p,q) < w =
2max(p,q) = 2min(p,q) + 2, eli min(p,q) < 2, jo-
ten min(p,q) = 2 ja max(p,q) = 3, ja ylldolevan ha-
vainnon nojalla voidaan todeta ¢ = 3 ja p = 2, eli
¢ = b. Tésté seuraa, ettd w = 2max(p,q) = 6, joten
CA = aba = abb, miké on ristiriita.

Jos max(p,q) = min(p, q) + 2, niin 3min(p,q) < w =
2max(p,q) = 2min(p,q) + 4, eli min(p,q) < 4. Kos-
ka min(p,q) | w = 2max(p, q), niin on padettavi joko
min(p,q) = 2 ja max(p,q) = 4, jolloin w = 8, miki
on ristiriita, tai min(p,q) = 4 ja max(p, ¢) = 6, jolloin
w = 12. Tadma on myos ristiriita.
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