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Vaitteitd matematiikan opetuksesta ja vastauksia niihin

Tuomas Korppi

Maallikoilla on mitd kummallisimpia nakemyksid ma-
tematiikasta, ja ndmé nidkemykset heijastuvat siihen,
millaisena he nikevit matematiikan kouluopetuksen!
roolin. Téssé kirjoitelmassa esitdn tédllaisia ndkemyksia
vaitemuodossa ja annan oman vastaukseni vaitteisiin.
Vaikka véiitteiden muotoilu on minun tekeméni, kaikil-
la esitetyilla vaitteilla on esikuvansa todellisuudessa.

Matematiikan luonne

Viite 1. Matematiikkahan on pelkdistdan joukko sopi-
muksia.

Vastaus: Kaikilla tieteenaloilla on omaa erikoistermino-
logiaansa, ja termien merkitykset voidaan ndhda sopi-
muksina. Matematiikka ei ole mikdén poikkeus, ja ma-
temaatikkojen ammattikielessé téllaista termin merki-
tyksen méarittelyd kutsutaan mddaritelmdksz.

Maéaritelmét itsessdan eivét ole matematiikassa se asian
pihvi, vaan se, ettd niistd voidaan loogisesti pédtella
uusia vaittdmié, joita kutsutaan teoreemoiksi. Paétte-
lyketjut ovat useissa tapauksissa hyvinkin monipolvi-
sia, ja se, ettd jokin teoreema on méaédritelmien loogi-
nen seuraus, voi olla pééattelyketjua tuntemattomalle
ihmiselle (jopa matemaatikolle) hyvinkin yllattavaa.

Muista tieteistd matematiikka eroaa siten, ettd muissa
tieteissd tulokset eivit ole pelkéstéddn termien merkitys-
maédrittelyjen loogisia seurauksia, vaan tulokset riippu-

1Koululla tarkoitan téssé kirjoitelmassa peruskoulua ja lukiota.

vat seké termien merkityksistd ettd ympéroivin todel-
lisuuden luonteesta.

Matematiikan varsinaisesti mielenkiintoisen sisallon
voidaankin katsoa muodostuvan lauseista tyyppid
"Naistd-ja-nédistd maéritelmistd seuraavat ndmé-ja-
namé teoreemat”. Téllaisten lauseiden totuus tai epé-
totuus ei sitten endd olekaan sopimuksenvarainen asia
vaan looginen valttamattomyys.

Matematiikka suhteessa muihin kouluai-
neisiin

Viite 2. Koulun on tarkoitus tarjota yleissivistystd ei-
kd keskittyd insindorien tuotantoon talouseldmdn palve-
lukseen. Ndain ollen matematiikkaa ei tule painottaa.

Vastaus: Matematiikassa on osia, jotka kuuluvat yleis-
sivistykseen. Téllaista on esimerkiksi ala-asteella opit-
tava peruslaskento, joka jokaisen ldnsimaisen ihmisen
kuuluu osata. Kirjainalgebrasta yleissivistykseen kuu-
luu ainakin sen ymmértadminen, kuinka kirjainten avul-
la voidaan esittda yleisié, kaikkia lukuja koskevia vait-
teitd. Tama on yleissivistdvaa, koska se esittdd oppi-
laille uuden tavan ilmaista asioita.

Yleissivistdavad materiaalia 10ytyy myos nykyisen kou-
lukurssin ulkopuolelta. Tarkeimpéné téllaisena asiana
pidén deduktiivisen metodin hallintaa, jossa ldhdetaan
aksioomista, ja niistd késin todistetaan eli perustellaan
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aukottomasti teoreemoja. Tamé on yleissivistavad sik-
si, etté tdllaisessa ympéristossd tutustutaan sithen, mil-
laista on tieto, joka voidaan tietdd varmasti, ja joka ero-
aa empiirisissd tieteissd saavutettavasta tiedosta, joka
on epavarmaa.

Deduktiivinen metodi, Eukleideen geometriana, on
my6s kuulunut klassiseen yleissivistykseen.

My6s modernimmassa matematiikassa on osia, joiden
hallinta on mielestani yleissivistavia. Téllaisia ovat ai-
nakin seuraavat:

e J—e-metodi, jolla jatkuvaa muutosta voidaan késitel-
14 matemaattisen tdsmaéllisesti.

e Kardinaalilukujen teorian alkeita sen verran, etté
ymmarretddn, ettd parhaiden matemaattisten teo-
rioiden mukaan &drettomié joukkoja on eri kokoisia.

e Lebesguen mitan teoria, joka kertoo, kuinka omitui-
sen mallisiin joukkoihin kasitteita ”pituus”, ”pinta-
ala” ja "tilavuus” voidaan mielekkédsti soveltaa.

e Sen ymmiértadminen, mitd Goédelin epétiaydellisyys-
lauseet sanovat. Tamé kertoo matemaattisen meto-
din rajat. Lisdksi ndmé lauseet osoittavat, etté to-
tuus transsendenttina ominaisuutena on erotettava
todistuvuudesta inhimillisesti saavutettavissa oleva-
na ominaisuutena. Monissa maallikoiden kdymissa
filosofisissa keskusteluissa olen huomannut, etté ih-
misilld on mitd kummallisimpia harhaluuloja kos-
kien Godelin epatédydellisyyslauseita.

Y1la olen esimerkinomaisesti luetellut matematiikan
osia, jotka ovat yleissivistavid. Luetteloa ei ole tar-
koitettu kattavaksi; yleissivistdvdd materiaalia 10ytyy
varmasti lisddkin. Nain ollen kouluopetuksen muutta-
minen yleissivistavimmaksi ei tarkoita matematiikan
osalta sité, ettd sen méaaradd vahennettiisiin, vaan en-
nemmin sitd, ettd painopistettd siirretdan matematii-
kan sisalld insindorien tarvitsemasta ”vilinematematii-
kasta” kohti késitteellisesti mielenkiintoista matema-
tiikkaa.

Viite 3. Matematitkka ja kovat luonnontieteet edus-
tavat kovia arvoja. Kouluopetuksen on sitd vastoin pai-
notettava pehmeitd arvoja.

Vastaus: Ensinndkin tekisi mieli muistuttaa Humen
giljotiinista. Matematiikka ja luonnontieteet tuottavat
tietoa siitd, kuinka asiat ovat, eivatka ne suoranaisesti
kerro siité, kuinka asioiden pitéisi olla. Néin ollen ne
ovat neutraaleja arvokeskustelussa.

Kovia arvoja edustaakin ndhdédkseni l&hinnéd rahan ja
yleisemmin talouden roolin painottaminen padtoksen-
teossa, eikd matematiikka sindlldén sano juuta eiké jaa-
ta koskien sitd, pitdisiko néitd asioita painottaa.

Taloustieteen teorioissa toki sovelletaan matemadtiik-
kaa, ja jotta ihminen voisi uskottavasti argumentoida

kovia taloudellisia arvoja kannattavia ihmisia vastaan,
hénen taytyy hallita talouden lainalaisuudet, ja néin ol-
len myds matematiikkaa. Nédin matematiikka on, hiu-
kan kiertotieté, hyodyllistd myos ihmiselle, joka haluaa
edesauttaa pehmeiden arvojen toteutumista.

Viite 4. Koulun on opetettava kriittisti ajattelua, ja
sitd tukevat parhaiten humanistiset aineet, ei matema-
titkka.

Vastaus: Ensinnakin kouluopetuksessa on sellainen on-
gelma, ettd tieteiden metodologiaan ei yleenséd padsta,
miké rajoittaa kriittisen ajattelun opettamista ylipaé-
tédnsé, koska oppilaat eivét née, millaisia ovat ne ajatte-
lutavat, joita tiedon kerddmisessé kaytetadn. Myos hu-
manistisissa aineissa "kriittinen ajattelu” jaa koulussa
usein mielipiteiden ilmaisemisen tasolle.

Matemaattinen metodi, deduktiivinen pééattely, on pe-
rinatteessa opetettavissa jo lukiotasolla (katso vastaus
Viitteeseen 2). Taméa edesauttaa kriittisen ajattelun
valmiuksia, koska oppilaat tutustuvat paattelyketjui-
hin, jotka ovat tiukasti totuuden sailyttavia. Tamé aut-
taa hahmottamaan hyvin ja huonon pééttelyn eroa.

On tietysti totta, ettd kriittinen ajattelu on paljon
muutakin kuin deduktiivista padttelyd, mutta viitén,
ettd humanististen tieteiden summittaisella painotta-
misella matematiikkaan verrattuna tavoitetta ei saavu-
teta. Erds mahdollisuus kriittisen ajattelun opettami-
seen olisi matemaattisen deduktion opettaminen, ja sen
lisdksi véittelytaidon kurssi, jolla keskityttaisiin argu-
mentaatiovirheiden karsimiseen. Argumentaatiovirheet
kun ovat yleensé seurausta ajatusvirheista.

Matemaattisista ajatusprosesseista

Viite 5. Koulun tulee opettaa luovuutta, ja koska ma-
tematiikka ei ole luovaa, sitd ei tule painottaa.

Vastaus: Koulumatematiikassa hinkataan hyvin paljon
mekaanisia laskutehtévid, mikéd tosiaan ei ole luovaa.
Yliopistomatematiikassa tilanne on toinen. Sielld tor-
maéatdan ongelmiin, jotka toteuttavat molemmat seuraa-
vista ehdoista:

1. Ongelman ratkaisun oikeellisuuden tarkastaminen
on mekaaninen toimenpide.

2. Ongelman ratkaisun 10ytédmiseen ei ole mekaanista
menetelmad.

Tallaisissa olosuhteissa tormatdan aivan omanlaiseen-
sa luovuuden lajiin. Kohdan (2) takia luovuutta tosi-
aan tarvitaan: Valmiin ratkaisukonseptin mekaaninen
soveltaminen ei ole mahdollista. Kohdan (1) takia ke-
nenkéan ei ole mahdollista tarjota epdkelpoa ratkaisua
ja vaittaa, ettd sen hyvyys on mielipidekysymys.
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Tallainen luovuus eroaa jonkun verran siitéd luovuudes-
ta, jota esimerkiksi kuvataiteilija kayttdd, koska esi-
merkiksi tehtdvanannon ”luova tulkitseminen” ei ole
sallittua. Toisaalta téllainen luovuus tulee ldhelle ru-
noilijan luovuutta silloin kun runoilija kirjoittaa ru-
noa johonkin mittaan: Mitta asettaa reunaehdot runon
rytmille ja loppusoinnuille samaan tapaan kuin mate-
matiikan oikeellisuuden sd&nnot asettavat reunaehdot
matemaattisen tehtdvan ratkaisulle. Nahdakseni mit-
taan kirjoittava runoilija tarvitsee vapaaseen mittaan
kirjoittavaan verrattuna huomattavasti enemman luo-
vuutta, koska hénen on loydettdva sanat, jotka sekd
sopivat mittaan ettd valittdvat sen, mitd hdn haluaa
sanoa.

Uskoisin, ettéa elavissa elaméssé tarvitsemme enemmaén
matemaatikon luovuutta kuin kuvataiteilijan luovuut-
ta, koska todellisuus asettaa selkeitéd rajoja ratkaisujen
hyvyydelle.

Nain ollen olenkin vahvasti sitd mieltéd, ettd matema-
tiitkan kouluopetukseen olisi tuotava mahdollisuuksien
mukaan tehtévid, jotka toteuttavat ehdot (1) ja (2).
Erés tehtavityyppi, jossa tdhén tormétiddn ilman, et-
td vaaditaan syvéllistd matematiikan teorioiden tunte-
musta, ovat tehtédvit, joissa etsitddn voittostrategioita
yksinkertaisiin peleihin.

Viite 6. Matemaatikot pelkdstddn tuijottavat kaavoi-
hinsa. Haluamme, ettd koulussa ihmisille opetetaan
laaja-alaisempaa ymmdrryskykyd.

Vastaus: Kuten edelld on tullut ilmi, matematiikka on
padttelyd ja ongelmanratkaisua, ja kaavat ovat vain
kieli matemaattisten asioiden esittémiseen. Itse asiassa
matemaattisessa tekstisséd yleenséd vaihdellaan luonnol-
lisen kielen ja kaavojen vélilla aina sen mukaan, kum-
malla on esitettavé asia helpompi ilmaista.

Matemaattisen ymmaérryskyvyn omaavat ihmiset
yleensd myos ymméartévit, mistd kaavat tulevat, mika
on ainoa tapa hahmottaa jonkun kaavan sovellusalu-
een rajat tai kysymys kaavan patevyydestd ylipaatan-
sd. Kritiikiton kaavan soveltaminen on yleensd merk-
ki matemaattisen ymmaérryskyvyn puutteesta, ja erés
matematiikan opettamisen syistd onkin antaa ihmisille
ymmaérrys, jolla punnita kaavoja tai matematiikkaan
pohjaavia vaitteitd ylipaatansa.

Matematiikan kaytannon hyoty

Viite 7. Koulujen matematiikan opetuksessa on siir-
ryttdivd soveltaviin tehtdviin.

Vastaus: Téssd sana “soveltava” on aika monitulkin-
tainen. Ensinnékin silld voidaan tarkoittaa sovelluksia
kdytdnnon elamadn. Toisekseen silla voidaan tarkoit-
taa esitetyn matemaattisen teorian soveltamista uusiin

matemaattisiin ongelmiin, joilla ei valttamétta ole yh-
teyttd kdytdnnon elaméaan.

Mielesténi kéytdntoon soveltaminen ei saa olla oppisi-
sdltojen valinnassa itseisarvo. Térkedd on se, ettd op-
pilaat oppivat matemaattista teorianmuodostusta se-
ké luovaa matemaattista ongelmanratkaisukykya, eli
yhteenvetona matemaattista ajattelua. Kdytantoon so-
veltavia ongelmia kannattaa esittdéd vain sikili, kun se
palvelee taté tarkoitusta. Erityisesti sellaisia soveltavia
tehtavia on valtettéava, joissa tehddan vain mekaaninen,
suoraviivainen sovellutus esitetysta teoriasta.

Soveltaminen uusiin matemaattisiin ongelmiin on sel-
kedmmin kannatettavaa. Téllaiset tehtéavat ovat hyvin
usein niitéd, joissa sovellus ei ole suoraviivainen, vaan
vaatii kekselidisyytté, eli yleensé toteuttaa Vaitteen 5
vastauksessa mainitut pykéalit (1) ja (2).

Viite 8. Matematiikan opettaminen koulussa on tur-
haa. En ole eldessani tarvinnut derivaattaa mihinkddn.

Vastaus: Ensinndkin on kohtuutonta yleistda derivaa-
tan tarpeettomuus koko matematiikan tarpeettomuu-
deksi. Esimerkiksi ala-asteella opetettavia peruslasku-
toimituksia jokainen tarvitsee arkipdiviisessd eldmés-
sdan.

Lisdksi differentiaali- ja integraalilaskenta, johon deri-
vaattakin kuuluu, on valttdmatontéd luonnontieteisiin ja
tekniikkaan jatko-opinnoissa suuntautuville oppilaille,
ja koulun on annettava valmiudet myo6s heille. Téssa
merkittdva on lukion matematiikan jako pitkdédn ja ly-
hyeen matematiikkaan. Ne jotka aikovat jatkossa suun-
tautua luonnontieteisiin ja tekniikkaan, voivat lukiossa
valita pitkdn matematiikan.

Kuitenkin suuri osa koulussa opetettavasta asiasta
muissakin aineissa on sellaista, jota ei jatkossa kon-
kreettisesti tarvita, mutta jonka hallitsemisen katso-
taan olevan arvokasta yleissivistystéd. Siitd, mika osa
matematiikasta on mielestdni téllaista, olen kirjoitta-
nut Viitteen 2 vastauksessa.

On totta, ettd en katso derivaatan kuuluvan matemaat-
tiseen perusyleissivistykseen. Sité vastoin differentiaali-
ja integraalilaskentaa tarvitaan hyvinkin yksinkertai-
sen fysitkan ymmértdmisessd. Esimerkiksi nopeus on
kuljetun matkan derivaatta ajan suhteen. Mielesténi
tietty maara fysiikkaa, ymparoivan todellisuuden pe-
rimméisten lainalaisuuksien tutkimisena, kuuluu yleis-
sivistykseen jos miké. Nain derivaattakin kuuluu yleis-
sivistykseen, ei osana matemaattista yleissivistystad
vaan osana fysikaalista yleissivistysta.

Liite: Aksioomien ja maiaritelmien suh-
teesta

Viitteen 1 vastauksessa puhun siitd, ettd teoreemat
seuraavat maaritelmistd. Koska joillekin koelukijoilleni
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herési kysymys, eikd aksioomia tarvita myds, selvennin
téssa liitteessd kantaani.

Tassa kannattaa huomata aksiooman roolin muuttumi-
nen antiikista nykyaikaan. Aiemmin aksioomia pidet-
tiin itsestdanselvyyksiné, jotka eivat tarvinneet perus-
telua, ja joita siksi voitiin pitda péadttelyn lahtokohta-
na.

Nykyisin aksioomiin ei liity tuollaista itsestaénselvyy-
den vaatimusta, ja ne esiintyvit osana maéritelmia.
Esimerkiksi topologinen avaruus méaéritellidan miksi ta-
hansa systeemiksi, joka toteuttaa topologisen avaruu-
den aksioomat. Ryhmét maééritellidn samalla tavoin
aksiomaattisesti. Itse yleistdisin viela tésté, ja pitdisin
esimerkiksi 2. kertaluvun Peanon aksioomia luonnollis-
ten lukujen systeemin méaéritelméané: Maarittelen luon-
nollisten lukujen systeemin siksi isomorfiaa vaille yksi-
késitteiseksi systeemiksi, joka toteuttaa 2. kertaluvun
Peanon aksioomat. Reaaliluvut méarittelen vastaavas-
ti.

Talld lahestymistavalla tarvitsemme matematiikan 14h-
tokohdaksi kolme asiaa:

1. Maaritelmét

Diplomitehtavien oheislukemistoa

2. Padittelysadnnot
3. Matemaattisen konstruoimisen saannot

Viitteen 1 vastauksessa tarkoitukseni oli kéyttdd sa-
naa ”looginen” loyhédssd mielessd niin, ettd se kattaa
pykélat (2) ja (3). Jos ollaan tarkkoja, ylldoleva lista
tarkentuu muotoon

1. Maéaritelmét
2. 1. kertaluvun predikaattilogiikka

3. ZFC-joukko-opin aksioomat

Néin ZFC-joukko-opin aksioomat (tai, jos niin halu-
taan, joku niiden vahvennus, jossa voidaan puhua myos
aidoista luokista) ovat ainoa aksioomien muoto, jot-
ka ovat aksioomia vanhassa, antiikinaikaisessa mieles-
sd. Puolustan kuitenkin niiden siséllyttamista ”logiik-
kaan” vastauksessani silld, ettd suuri osa matemaati-
koista ei edes tunne kyseisid aksioomia perusteellisesti,
vaan suorittavat matemaattiset konstruktiot itsestdén-
selvand pitamaélldan tavalla, joka yhtyy ZFC:ssé sallit-
tuihin operaatioihin.

Osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka var-

masti kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoité:

Desimaaliluvut, mité ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Adrettomistd joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Gaussin jalanjéljissa

K. Viisala: Algebra

Yldkoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisild: Geometria

Lukuteorian diplomitehtavét
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