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Miten integroitiin, kun ei vielad osattu integroida?

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Koulussa ja muuallakin differentiaali- ja integraalilas-
kentaan tutustutaan nykyédén niin, ettd ensin opitaan
derivaatta ja sitten maéaritellddn funktion f integraali-
funktio [ f(z)dz sellaisena funktiona, jonka derivaat-
ta on f. Sitten muistellaan derivointisdantoja ja paé-
telladn niistd erindisid integrointikaavoja, kuten

/x” dx = —1 2Pt
p+1

Hiukan yllattdvind bonuksena tulee sitten tieto, jonka
mukaan integraalin avulla voi maarittaa mielenkiintois-
ten suureiden, esimerkiksi pinta-alojen ja tilavuuksien
arvoja.

Integraalin historiallinen kehitys ei ole ihan kulkenut
néaitéd latuja. Integroinnin ja derivoinnin yhteyden oival-
sivat Isaac Newton ja G.W. Leibniz 1600-luvun lopulla.
Tarve méaérittaéd esimerkiksi pinta-aloja johti kuitenkin

telmiin”. Téssé esitellddn muutamia.

Kun on tarkoitus selvittdd jonkin kdyrarajaisen alueen
pinta-ala tai kappaleen tilavuus, niin aika luonnollinen
ldhestymistapa on yrittad tayttaa kyseessé oleva kuvio
mahdollisimman hyvin sellaisilla kuvioilla tai kappa-
leilla, joiden ala tai tilavuus hallitaan. Jos ympyra pa-
kataan mahdollisimman tédyteen tasakylkisid kolmioi-
ta, joiden kérki on ympyrédn keskipisteessd ja kannan
pédtepisteet ympyrdan kehélld, ja jos kolmioiden kan-
nat ovat lyhyitd, niin niiden korkeus on likimain ym-
pyrédn siade ja yhteenlaskettu ala lahelld lukua, joka on

puolet ympyrén séteestd kerrottuna ympyréan kehén pi-
tuudella. Likiarvo on sitd tarkempi, mité pienempiin ja
useampiin kolmioihin ympyra jaetaan. Kun ympyrin
kehén pituuden ja sdteen r suhde on — méaritelméan mu-
kaan — 27, niin ympyrén alan kaava A = 72 tulee aina-
kin hyvin uskottavaksi. Samalla tavalla voimme jakaa
pallon melkein kokonaan pyramideiksi, joiden huippu
on pallon keskipisteessa ja muut kérjet pallon pinnalla.
Jos r-siteisen pallon pinta-ala on S(r), niin pyrami-
din tilavuuskaava johtaa siihen, etta pallon tilavuus on

1
V= grS(r). Jos vield tiedettiisiin, ettd S(r) = 4mr?,

saataisiin tuttu pallon tilavuuden kaava.

Téllaiset padttelyt eivdt ole ihan néin suoraviivaisia,
jos tutkittava alue tai kappale ei ole yhtd symmetrinen
kuin ympyra tai pallo. Katsotaan seuraavassa, miten
muutamat varhaiset matemaatikot selvittivat sellaisen
alueen pinta-alaa, jota rajoittaa paraabelin y = 2 kaa-
ri tai yleisemmin kéyrdn y = aP kaari ja kaksi janaa.
Oiomme vihén: xy-koordinaatit ovat olleet kiytossi
vasta 1600-luvulta, ja varhaisten aikojen matemaatikot
joutuivat késittelemédan kayriddn hankalammin.

Arkhimedes

Arkhimedeen laista ja heureka! -huudahduksesta kuu-
luisa Arkhimedes Syrakusalainen (287-212 eKr.) on yk-
si kaikkien aikojen merkittdvimpid matemaatikkoja.
Arkhimedes laski kahdella tavalla paraabelin segmen-
tin alan. Toinen tapa perustui segmentin pilkkomiseen
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kolmioiksi, joiden alat muodostivat geometrisen lukujo-
non; tdmén summan Arkhimedes hallitsi ja pystyi au-
kottomasti perustelemaan saamansa tuloksen. Toinen
Arkhimedeen menetelmé oli ldhempénd nykyaikaista
integrointia. Esitelldan se tilanteessa, jossa laskettava-
na on paraabelin y = 22 ja suorien y = 0 ja = = 1
rajaama alueen pinta-ala S. Nykyaikaisin merkinnéin
haemme siis integraalin

1
/ 22 dx
0

Arkhimedes ajatteli ndin: pinta-ala koostuu pystysuo-
rista janoista joiden péitepisteet ovat (x,0) ja (z,2?)
eli janoista [(z,0), (z,2?)]. Téllaisen janan pituus on
siis #2. Siirretdén jana janaksi [(1,0), (1,2?%)], ikdin
kuin pystyyn pisteen (1,0) kohdalle. Ajatellaan sit-
ten vaakaa, joka tasapainotetaan pisteessi (0,0). Nyt
siirretty jana ja jana [(—z,0), (—z, )] tasapainottavat
vaa’assa toisensa: toisen varren pituus on 1 ja varren
pédssi on massa x2, toisen varren pituus on x ja var-
ren padssd on massa x. Mutta kun = kasvaa nollasta
yhteen, niin tasapainopisteen vasemmalla puolella ole-
vat janat peittavit kolmion, jonka karjet ovat (—1,0),
(0,0) ja (—1,1). Koska kolmio koostuu kaikista janois-
ta [(—z,0), (—z,z)] ja kukin jana tasapainottaa janan
[(0,1),(0,2%)], niin kolmion massa tasapainottaa suo-
ralle x = 1 kootun alueen A massan. Kolmion ala eli

arvoa.

massa on 3 ja sen voidaan ajatella keskittyvian kolmion

2
painopisteeseen, jonka ax-koordinaatti on —= (muis-
tamme, ettd kolmion painopiste on sen keskijanojen
leikkauspiste ja ettd keskijanojen leikkauspiste jakaa
keskijanat suhteessa 2 : 1). Vaa’an tasapainoehdoksi

1 2 . 1
tuleeS-l—g-g.SuSS—g.

Stevin ja Kepler

Hollantilainen Simon Stevin (1540-1603) oli monitoi-
minen mies. Nykykielelld hdntéd voisi nimittdd insinoo-
riksi, mutta matematiikan historia muistaa héanet yhte-
ni ensimmaisistd desimaalilukujen kédyttédjistd. Stevin

suoritti integrointeja mm. painopisteen méarittdmisek-
si. Hén ajatteli, ettd jos kolmio jaetaan sivun suuntai-
siksi kapeiksi kaistaleiksi, niin jokainen téllainen tasa-
painottuu keskipisteensé kohdalla. Mutta tésta seuraa,
ettd koko kolmio on tasapainossa, kun se tuetaan pitkin
keskijanaa. Sama pétee jokaiselle kolmelle keskijanalle,
joten kolmion painopisteen on oltava keskijanojen leik-
kauspiste.

Johannes Kepler (1571-1630) muistetaan planeettojen
liikkeita hallitsevista Keplerin laeista, joiden pohjalle
Newton myohemmin rakensi gravitaatioteoriansa. Yh-
den lakinsa Kepler muotoili pinta-alan avulla: hén esit-
ti, ettd auringosta planeettaan piirretty side pyyhkéi-
see aina samassa ajassa saman pinta-alan. Néin ollen
planeetta liikkuu nopeammin ollessaan ldhelld aurinkoa
ja hitaammin ollessaan kauempana.

Erikoista on, ettd Kepler teki lakiaan johtaessaan kaksi
toisensa kumoavaa virhetta niin, etta lopputulos on oi-
kein. Kepler ajatteli, etta jos planeetta kulkiessaan ra-
dallaan pisteestd P pisteeseen @) kdyttad ajan t, ja jos
kaari P:std @Q:hun jaetaan lyhyisiin osakaariin, joiden
pituus on As; niin, ettd osakaaren As; kohdalla planee-
tan etdisyys auringosta on r;, ja jos planeetan nopeus
osakaaren As; kohdalla on v; ja se kdyttad osakaaren
yli kulkemiseen ajan At;, niin

t:ZAti:ZAji.

Nyt Kepler otaksui liséksi, erheellisesti, ettd planeetan
nopeus on kdantden verrannollinen sen etdisyyteen au-

ringosta eli v; = —. Siis
T

t= % ZT‘lASl

Keplerin toinen erehdys oli pitdd kolmiota, jonka yksi
karki on aurinko ja toiset kaksi osakaaren As; padte-

pisteet, tasakylkisend ja olettaa sen pinta-alaksi —r; As;

Kun auringosta planeettaan piirretty sidde pyyhkii ajas-
sa t suunnilleen kolmioiden yhteen lasketun alan A,
Keplerin kaksi virhettéd yhdessa johtivat tulokseen ¢ =

2
EA’ eli aika ja ala ovat verrannollisia.
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Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) oli italialainen ma-
temaatikko, Galileo Galilein oppilas. Cavalieri laski ”in-
tegraaleja” yhdistelemélld luovalla tavalla eriulotteisia
suureita ja laskemalla yhteen esimerkiksi ddrettomén
monta nollan suuruista pinta-alaa.

1
I:/ 2% dx
0

Cavalierin tavalla. Cavalieri ajatteli, ettd ”I” on kaik-
kien x-sivuisten, mutta paksuutta vailla olevien neli6i-
den ”"summa”, kun x saa arvot nollasta yhteen. Jos
vksikkonelio jaetaan lavistdjalld, esimerkiksi suoralla
y = x kahtia, niin jokainen y-akselin suuntainen ja-
na jakautuu kahdeksi osaksi, joiden pituudet ovat z ja
1 — x. Kaikkien 1-sivuisten nelididen summa, joka eit-
tamatta on 1-sdrméinen kuutio, jonka tilavuus on 1, on
siis sama kuin x + (1 — ) sivuisten nelididen summa.
Koska (x+ (1 —2))? = 22+ (1 —2)?+22(1 —z), ja kaik-
kien z-sivuisten ja kaikkien (1 — x)-sivuisten nelididen
summa on sama, on oltava

1=2) 2" +2) (1l -ua). (1)

(Summamerkkid > on téssd kiytetty hiukan epdpuh-
dasoppisesti, Cavalierin hengessi.) Mutta jos nyt

Selvitetdan

1
= - — 1_ = —
x 5 z, T 2—|—z,

niin .
l—z)=-—2°
z(1l —x) 17
ja

1:2Zx2+%—22z2. (2)

Kun x kdy lapi kaikki arvot nollasta yhteen, niin z
kiy kahdesti ldpi arvot nollasta puoleen. Yhdenmuo-
toisten kolmiulotteisten kappaleiden tilavuuksien suh-
de on vastinjanojen pituuksien suhteen kolmas potens-

si. Niinpa
Y=Y
2

Kun otetaan huomioon, ettd kaavassa (2) oleva z*-
summa on laskettava kahdesti, saadaan

1 1
§:2Zx2—2-2-§2x2.

Téastd on helppo ratkaista, etta

1
szz 3 (3)

1
1

/ 22de ==,
0 3

eli

Sama tekniikka puree korkeampiinkin potensseihin,
vaikka geometrinen intuitio onkin vaikeampaa: tarvit-
taisiin enemmén kuin kolme ulottuvuutta. Mutta mer-
kitddn y = 1 — x ja "lasketaan”:

1 :213 = Z(a:—i—y)B
= ZQJB —|—Zy3 +3Z$2y+32xy2
= 223}2 —|—62x2y.
Viimeinen yhtédsuuruusmerkki perustuu symmetriaan:

kun x saa kaikki arvot nollasta yhteen, niin y:kin saa,
vaikka eri jarjestyksessd. Kaavojen (1) ja (3) nojalla

1:223:2—|—2ny

1
eli Y oy = 6 Mutta nyt

=Y => )
= @+yay=> 2ty + > ay,

Sty =

Mutta tasté seuraa, etta

1 1\ 1

3
=-(1-6-—) =-.
2= 2( 0 12) 1

1
1
/ 2de ==,
0 4

joten

Siis

Pascal

"Kolmiostaan” ja uskonnollis-filosofisista mietekirjoi-
tuksistaan tunnettu ranskalainen Blaise Pascal (1623~
62) ldhti selvittimédn ongelmaa fol P dr = 7 aivan

eri suunnasta. Merkitddn x, = —. On aika luonnol-

3

lista ajatella, ettd kédyrdn y = xP ja x-akselin va-
listd pinta-alaa voi approksimoida kapeilla suorakai-
teilla, joiden kérjet ovat pisteissd (xg, 0), (Tg+1, 0),
(xr, 2}, 1) ja (Tgy1, 27,). Téllaisen suorakaiteen ala

1 kE+ 1)
onap, - o= (n?%l) ja suorakaiteiden yhteinen ala
on
np+1(1p+2p+~-~+np). (4)

Kun n kasvaa, suorakaiteiden ala tulee ldhelle kiyrin
ja suoran vilistd alaa. Jos (4):n lauseke lihestyy arvoa

+1,niin

p . )
/ 2P dy = ——,
0 p+1

niin kuin pitddkin. Mutta miten selvitetddn kaavassa
(4) oleva summa?
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Otetaan avuksi Pascalin kolmio eli binomikaava. Sen
mukaanhan esimerkiksi

(k+1)P = i (]Z)k

=0

missd olemme merkinneet tavan mukaan

() =

(’i’ ) on siis Pascalin kolmion p:mnen rivin 4:s luku (kun
ensimmaéinen rivi on se, jolla on kaksi ykkosta ja kunkin
rivin vasemmanpuoleisimmalle luvulle, joka on 1, an-
netaan jarjestysluku 0). Pascalin idea on kirjoittaa ero-
tus (n+ 1)PTt — 1P+ summaksi ((n + 1)PT1 —nP+l) +
(nPtl — (n — 1)PFY) + ... 4 (2T — 1PF1) ja soveltaa
jokaiseen yhteenlaskettavaan binomikaavaa. Silloin kéy
nain:

M:

1P+1

(n+1)PHt — ((k+ 1)t —

i(“l)kl

1i=

O (p‘f'l)Zkz
1 (p—i—l);ki—i—n.

Edellinen relaatio nayttaéd selvemmalté, jos se kirjoite-
taan muotoon

(n+ 1P —(n+1)= <p+1>ka

p+1 o1 p+1) —
+<p_1)2k +oe (T k;k

k=1
Kun téatd kaavaa sovelletaan perdkkain arvoilla p =
1,2,..., niin havaitaan, ettd aina

> -

k=1

kpﬂ)

E
Il
—

I
M:

k

[
NgE

1

I
<M"3

K3

anrl

+ alempia n:n potensseja.

Mutta tastdhén seuraa, etté

np+1(1p+2p+"'+np)

1
ldhestyy n:n kasvaessa arvoa 1 ! Pascal on padssyt

! 1
/xpda::—.
0 p+1

kaavaan

Fermat

Pierre de Fermat (1601-65), ranskalainen lakimies,
saavutti kuolemattoman maineen matemaatikkona
rohkeiden lukuteoreettisten tulosten ja otaksumien-
sa  vuoksi. Fermat’'n ldhestymistapa kysymykseen
fol xPdxr = 7 oli sekin omanlaisensa ja laskennollises-
ti yksinkertaisempi kuin Pascalin menettely. Fermat-
kin ldhestyi kdyrdan y = aP ja x-akselin véliin jaa-
vad pinta-alaa suorakaiteiden avulla, mutta Fermat’n
suorakaiteiden leveys ei ollut vakio. Fermat valitsi lu-
vun a, joka on vdhdn ykkostd pienempi, ja tarkaste-
li suorakaiteita, joiden z-akselilla olevat kérjet ovat
pisteissd 1,a,a?,a?,.... Jos suorakaiteen kirjet ovat
(a**+1,0), (a*,0), (a*, (a*)P) ja (a**1,(a*)P), niin sen
ala on a*?(a* — aF*t1) = (1 — a)aPtV* ja kaikkien suo-
rakaiteiden alojen summa saadaan geometrisen sarjan
summan avulla; se on

- 1—a
— (p+D)k _
(1 a)kg_oa =l
B 1
S l+atai+-4ar’

Kun a tulee ldhelle ykkostd, jokainen nimittdjan yh-
teenlaskettava tulee ldhelle ykkostda ja nimittdja itse
ldhelle lukua p + 1. Kaava

! 1
/xpdgc:—
0 p+1

on saatu.
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