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Lukion trigonometriaa

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Lukiossa opiskeltava trigonometrian oppimééré on vii-
meisimpien opetussuunnitelmauudistusten myo6ta néi-
vettynyt kaavakokoelman selailuksi. Erddssa nettikes-
kustelussa muuan lukion opettaja totesi jopa: ”Sinin ja
kosinin yhteen- ja vdhennyslaskukaavat kuuluvat sii-
hen alueeseen, jota miné opettajana en viitsi pitda ak-
tiivisessa kayttomuistissa.” Tulevaisuudessa artikkelin
[2] edustama trigonometrian osaaminen saattaakin ol-
la poikkeuksellista maamme koululaitoksessa.

Nykyinen opetussuunnitelma mainitsee trigonometrian
osalta tdrkeimmiksi opittaviksi asioiksi kosinin ja sinin
neliéiden summan ja sen, ettd tangentti on sinin ja ko-
sinin suhde. Nama asiat voitaisiin helposti todistaa te-
raville kulmille jo peruskoulussa, eivitka ne niinmuo-
doin térkeydestdan huolimatta sovi lukion trigonomet-
rian kurssin keskeisiksi sisélloiksi. Niiden ja ulkolukuna
opittujen derivoimiskaavojen hallitseminen ei anna riit-
tavda pohjaa jatko-opintoihin. Korkeakouluissa joudu-
taankin useimmiten aloittamaan trigonometrian opis-
kelu aivan alkeista, mikéd hidastaa varsinaisiin opintoi-
hin padsemisté. Se on tavallaan looginen seuraus siité,
ettéd lukioissa joudutaan nyt opiskelemaan uusina asioi-
na peruskoulun entisen laajan tasokurssin sisalto. Tata
taustaa vasten ylla oleva sitaatti kaikessa jarkyttavyy-
dessdén on jotenkin ymmaérrettédva. Vallalla oleva kou-
lupolitiikka on johtanut siihen, etté koulussa opittavan
matematiikan méaéra ja laatu ovat kiddnteisessa suhtees-
sa yhteiskunnassa sovellettavan tekniikan méardan ja
monimuotoisuuteen. Kauemmin jatkuessaan tdmé ti-
lanne johtaa mitd ilmeisemmin asiantuntijapulaan ja

joidenkin korkeaan teknologiaan perustuvien jarjestel-
mien romahtamiseen. Uusia rakennuksia sortuu tuuli-
ja lumitaakkojen alle jo nyt.

Itsendiseen opiskeluun kykenevd matematiikasta kiin-
nostunut lukiolainen, jota jatkossa kutsutaan aktiivi-
seksi lukijaksi, voi Solmun artikkeleita tutkimalla osal-
taan korjata tilannetta tai ainakin varmistaa oman
jatko-opintokelpoisuutensa. Téméan kirjoituksen myo6-
td hén osallistuu kosinin ja sinin yhteenlaskukaavo-
jen todistamiseen ja oppii johtamaan niiden avulla tér-
keimméat koulumatematiikassa esiintyvét trigonomet-
risten funktioiden ominaisuudet. Pohjatiedoiksi tarvi-
taan vektoriopin alkeet, kosinin ja sinin méaaritelma yk-
sikkdympyran avulla sekd néiden funktioiden parilli-
suus ja parittomuus. Késittelytapa on useimmille aloil-
le riittéva. Tulevat matematiikan pédaaineopiskelijat pe-
rehtyvit trigonometrisiin funktioihin tésmaéllisemmin,
kun ne maéritelladn kompleksitasolla paattymattomi-
né summina, ks. [1]. Se ei kuitenkaan muuta miksikddn
niitd kaytantoja ja laskurutiineja, jotka opitaan tdman
esityksen perusteella. Samat faktat vain todistuvat eri
tavalla, joskin kompleksitasolla néille funktioille avau-
tuu erditad koulumatematiikalle tavoittamattomissa ole-
via ominaisuuksia.

Yhteen- ja vihennyslaskukaavat

Trigonometristen funktioiden késittely tulisi perusmaé-
ritelmien jdlkeen aloittaa kosinin ja sinin yhteenlas-
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kukaavojen johtamisella. Seuraava yksinkertainen esi-
tys on vanhasta lukion oppikirjasta [4]. Olympiaval-
mennussivuilla [5] voi tutustua perinteisempéén tapaan
johtaa ndma kaavat.

Maaritelladn nollavektorista eroaville vektoreille ku-
vion 1 osoittama suunnatun kulman « suuruinen kierto
a — R (a) vektorin alkupisteen ympéri.

Kuvio 1.

Sovitaan erikseen, ettd Ry (0) = 0.
Suunnikkaan sivut ja lavistaja kiertyvéit yhta paljon,

Kuvio 2.

joten vektorien summa kiertyy termeittéin. Siis

Ra(a +b) = Ra(a) + Ra(b).

Vektorin kierron ja venytyksen jérjestys voidaan vaih-
taa,

Kuvio 3.

eli jos t € R, niin
Ra(ta) = tRa(a).

Aktiivinen lukija voi piirtda negatiivista t:n arvoa vas-
taavan kuvion.

On ilmeisté, ettd kaksi perdkkédin suoritettua kiertoa
voidaan yhdistaé laskemalla kulmat yhteen ja ettd pe-
riakkéisten kiertojen jérjestys voidaan vaihtaa. Siis

Ra(Rs(a)) = Rass(a) = Ropa(a) = Ry (Ra(a)).

Lisdksi on selvia, etté

Rrpp(i) =3 ja Rrpe(d) = —i.

Suoritetaan seuraavaksi kulman « suuruinen kierto
kantavektoreille ¢ ja 7. Kosinin ja sinin méaritelmien
mukaan

Ro(2) = cosat +sina g,

ja edelld todettuja laskuséddntoja soveltaen

Ra(j) = Ra(Rw/Q(i))
= Ray2 (Ra(i))
:R,T/Q(cosai—i—sinaj)
=cosa Ry s(1) +sina Ry s(5)

=cosaj —sinaz.
Kierretyt kantavektorit ovat siis

Ra(i) = cosai+sinaj
Ra(J) = cosaj —sinai.

Yhtéilésta
Ra45(i) = Rp (Ra(4))

saadaan nyt helposti (aktiivinen lukija suorittaa yksi-
tyiskohdat) yhteenlaskukaavat

cos (a + ) = cosacos § — sin asin
sin (a4 ) = sinacos 8 + cos asin f3,

ja niistd edelleen kosinin parillisuutta ja sinin paritto-
muutta soveltaen vihennyslaskukaavat

cos (o — 8) = cosacos 3 + sin asin
sin (& — ) = sinacos 8 — cos asin S.

On késittamétonta, ettd opetussuunnitelmista vastaa-
vat henkil6t ovat "unohtaneet” néin hienon ja keski-
médriiselle pitkdn matematiikan opiskelijalle helpos-
ti avautuvan tavan perustella ndmé téarkedt kaavat.
MAOLKkin kannattaa ulkolukua ja kaavakokoelmasta
lunttaamista vastauksessaan ns. m:n paivin kirjeeseen:
”Oikean, ongelman ratkaisemisessa tarvittavan tiedon
etsiminen laajasta tietokokoelmasta on hyodyllinen tai-
to, joka on syytd oppia lukiossa.” (Ks. [6] ja [7].) Ei-
ko kuitenkin olisi hyédyllisempéé oppia ymmdrtdmddn
matematiikkaa perusteista ldhtevien ja loogisesti ete-
nevien esitysten kautta?

Aktiivinen lukija pystyy nyt johtamaan l&dhes kaikki
keltaisen kirjan trigonometrian kaavat. Melkein vitsin
voi esimerkiksi todeta, ettd kosinin vihennyslaskukaa-
vasta seuraa

2

cos? a +sin® a = cos (o — a) = cos 0 = 1.

Ainakin kaksinkertaisen kulman kosini ja sini seké
komplementti- ja suplementtikulmien kosinit ja sinit
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kannattaa katsoa vilittomaésti, silld joitakin niista kay-
tetddn seuraavissa esimerkeissé ilman erillista mainin-
taa. Myo6s tangentin yhteen- ja vihennyslaskukaava on
hyvé selvittda itselleen, silld viimeksi mainittuun pe-
rustuu mm. kahden suoran vélisen kulman laskeminen
analyyttisen geometrian kurssilla. Sanomattakin on sel-
vad, ettd tatd laskutapaa ei mitenkdédn voi perustella
tuolla kurssilla.

Esimerkkeja

Seuraavia tehtivid voisi epédilemétta ratkaista symbo-
liseen laskemiseen kykenevélla laskimella, mutta tuol-
loin suoritukseen saattaisi jadda kohtia, joita ratkaisija
ei ymmarra. Laskin toimisi siiné tapauksessa kuten tii-
betildinen rukousmylly: sitd vain pyoritetdédn ja rukous
kieppuu korkeuksiin ilman, etté pyorittajalla on selvia
kéasitysta sen sisédllostd. Oppimisen kannalta on siis pa-
rempi johtaa itse tarvittavat vélitulokset.

Esim. 1 Méaritettava funktion f(z) = sinxsin (a + )
suurin ja pienin arvo.

Ratk. Ensimmadiseksi ehkéd tulee mieleen sinin yh-
teenlaskukaavan soveltaminen jalkimmaéiseen tekijaan,
mutta se johtaisi ilmeisesti alkuperéistd hankalampaan
ongelmaan. Hieman parempi ajatus on laskea funktion
derivaatta

f'(x) = coszsin (a + z) + sinx cos (a + )
= sin (a + 2x),

ja ratkaista tehtdva normaalina dariarvotehtavana. De-
rivaattaa ei kuitenkaan tarvita, jos huomaa, ettd kah-
den sinin tulo saadaan kosinin vihennys- ja yhteenlas-
kukaavoista:

cos (o — f3) — cos (a + B) = 2sinasin S.
Sijoittamalla tdhén o = a + x ja f = z saadaan
f(z) =1(cosa— cos(a+ 2z)),
mistd tulos jo nakyykin.

Esim. 2 Osoitettava, ettd sdannollisen 7-kulmion si-
vun s ja eripituisten lavistdjien a ja b vélilla vallitsee
yhtéalo

Ratk. Tamén 70-luvun ylioppilastehtdvén trigonomet-
rinen ratkaisu on suoraviivainen sinilauseen sovellus,
jonka yksityiskohdissa tosin tarvitaan tietty&d nappi-
ryyttéa. Sijoittamalla 7-kulmio ympyréan sisdan ndhdaan
kehakulmia

Kuvio 4.

vastaavien kaarien avulla, ettd sivu ja lavistdjat muo-
dostavat kolmion, jonka kulmat ovat «, 2« ja 4a. Sini-
lauseen avulla saadaan

sin o sinda  sina

= .a = s
a s J b s

n sin «

sinda )
Oikealla oleva sulkulauseke on siis osoitettava ykkosek-
si ehdolla 7o = 7. Kirjoitetaan se aluksi muotoon

sin 2«

josta edelleen
1 1 1 ( sin «

a b s

sin 2«

sin « (sin4a + sin 2«)

sin 2 sin 4o
Tama ilmeisesti yksinkertaistuu, jos onnistutaan laske-
maan osoittajassa oleva sinien summa. Tarvittava apu-
tulos saadaan sinifunktion yhteen- ja vdhennyslasku-
kaavoista:
sin (x + y) + sin (z — y) = 2sinz cos y.

Yhtaloparista
r+y=4a
T —y =2«

seuraa x = 3o ja y = «, joten
sin 4o + sin 2cc = 2 sin 3« cos av.

Niinpa

sina (sinda +sin2a) 2 sin acos asin 3o

sin 2« sin 4« sin 2« sin 4«

sin 2a sin 3«

sin 2c sin 4«

_ sin3a

"~ sinda

_ sin(rm —4a)  sinda
sindae  sinda ’

ja vaite on todistettu.

Seuraavassa vield muutama harjoitus aktiivisen lukijan
mietittavaksi.

1. Osoita, ettd sin (z + y) sin (z — y) = sin® x — sin? y.

2. Maéérita funktion f(x) = acosz + bsinzx suurin ja
pienin arvo.

3. Osoita, ettd jos tanz € Q, niin myo6s cos2z € Q ja
sin 2z € Q.
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Jannenelikulmiosta

Edellisen kappaleen harjoituksista selviytyneen aktii-
visen lukijan kannattaa my6s perehtyd jo mainittuun
olympiavalmennussivustolla olevaan jiredén trigono-
metriapakettiin [5]. Katsotaan lopuksi sieltd erds janne-
nelikulmion ominaisuus. Téllaisen nelikulmion vastak-
kaiset kulmat ovat toistensa suplementtikulmia, joten
niiden kosinit ovat toistensa vastalukuja. Siksi kosini-
lauseen avulla on mahdollista 16ytd4 sivujen ja lavisté-
jien valisia yhtéloita, joissa kulmat eivét ole eksplisiit-
tisesti mukana. Asetetaan tehtdviksi 10ytda mahdolli-
simman yksinkertainen téllainen yhtalo.

Olkoot jannenelikulmion sivut a, b, ¢ ja d seké lavista-
jat e ja f.

Kuvio 5.

Kosinilause antaa e:n nelidlle yhtalot

e? = a? + b2 — 2abcosa
e? =2+ d? +2cdcos a,

joista kosinitermin eliminoimisella saadaan

e?(ab + cd) = a*cd + b*cd + c2ab + d*ab
= (a*cd + d?*ab) + (c2ab + b*cd)
= ad(ac + bd) + be(ac + bd)
= (ad + bc)(ac + bd).

Siis
> (ad+ be)(ac + bd)
‘ (ab+ cd)

IKlaudios Ptolemaios, (n.85-n.165), kreikkalainen astronomi.

Toisen lavistdjan nelié 16ytyy mukavimmin nédkokul-
maa muuttamalla: sijoittamalla edelliseen a — b, b —
¢, c—d,d—ajae— f,saadaan

2 (ab + cd)(ac + bd)
N (ad + be)
Niinpa
e?f? = (ac + bd)?,
eli

ef =ac—+bd.

Tama kaunis tulos on keksijénsd mukaan nimetty Pto-
lemaioksen' lausecksi:

Jannenelikulmion ldvistdjien tulo on vastakkaisten si-
vujen tulojen summa.

Lauseen perinteinen, ehké jopa alkuperiinen, todistus
16ytyy teoksessa [3]. Aktiivinen lukija miettinee, voisiko
Ptolemaioksen lauseen avulla ratkaista edelld esitetyn
7-kulmio-ongelman yksinkertaisemmin!
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