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Ihmisen uudet silmat — kaanteisten ongelmien

matematiikkaa
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Matematiikan ja tilastotieteen laitos
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(Teksti on kooste kirjoittajan Helsingin yliopiston
alumni-illassa 17.3.2011 pitdmésté esitelmésté.)

Nékoaisti on ihmisen tarkeimpié aisteja. Silmien avul-
la ihmiset pystyvéit tehokkaasti muodostamaan kolmi-
ulotteisen kuvan ympéardivistd maailmasta. On kuiten-
kin monia tilanteita, joissa nékoaisti tai muutkaan ih-
misen aistit eivit pysty tuottamaan tarkkaa tietoa kiin-
nostavista kohteista. Talloin voidaan ottaa kiyttoon
apuvilineitd, kuten mikroskooppi tai kaukoputki, jot-
ka muodostavat kuvia ihmissilmélle liian pienistd tai
kaukaisista kappaleista. Nailla optisilla véilineilldkin on
rajoitteensa: niilla ei esimerkiksi pysty ndkeméén kiin-
teiden kappaleiden, kuten ihmiskehon tai maapallon,
sisélle. Erilaisten epédsuorien mittausten yhdistdminen
matemaattisiin kuvanmuodostusmenetelmiin voi tuot-
taa huomattavasti parempia tuloksia. Téssa kirjoituk-
sessa “ihmisen uusilla silmilld” tarkoitetaan matema-
tiikkkaan ja erilaisiin fysikaalisiin ilmioihin perustuvia
tehokkaita kuvantamismenetelmié, joilla ihminen pys-
tyy laajentamaan nakokykyadn — nakeméadn pienempia
tai suurempia asioita kuin mihin paljas silmé pystyy,
ja my0Os ndkemé&dn esineiden sisélle avaamatta niita.

Aloitetaan esimerkilld, joka on useimmille tuttu. Ront-
genkuvaus eri muodoissaan on tarked ja yleinen diag-
nostinen toimenpide nykyaikaisessa ladketieteessd, ja
menetelmé on jokapéaiviisessd kiytossd myos lento-
matkustamisen yhteydessé suoritettavassa kidsimatka-

tavaroiden lapivalaisussa. Tietokonetomografiakuvaus,
eli amerikkalaisista sairaalasarjoista tuttu "CAT scan”,
pystyy tuottamaan huomattavan tarkkoja kuvia esi-
merkiksi aivojen rakenteesta ilman p#dkalloa avaavaa
leikkausta.

Minkélaista matematiikkaa tietokonetomografiaan liit-
tyy? Rontgenséteet koostuvat korkeaenergisisté foto-
neista, jotka kulkevat ithmisen 14dpi oleellisesti suoria vii-
voja pitkin. Thmisen eri kudokset vastustavat sdteen
kulkua tavalla, jota kuvataan attenuaatiokertoimilla.
Rontgenséteiden avulla voidaan mitata attenuaatioker-
toimien summia eri suoria pitkin (kuva 1). Kuvassa 2a
on merkitty nelionmuotoisen kuvattavan kappaleen at-
tenuaatiokertoimien vaakasuorat summat, pystysuorat
summat ja lavistdjan suuntaiset summat.
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Kuva 1. Réntgensdteet mittaavat attenuaatiokertoimi-
en summia suoria pitkin. (Kuvat 1 ja 2a, 2b: Samuli
Siltanen.)
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Kuva 2. Tietokonetomografian (a) suora ongelma:
madritd attenuaatiosummat, kun kertoimet tunnetaan,
ja (b) kddnteinen ongelma: mddritd attenuaatiokertoi-
met, kun summat tunnetaan.

Tietokonetomografian suora ongelma on: jos kudos eli
attenuaatiokertoimet tunnetaan, mitkd ovat summat
suorien yli? Ta4méi ei ole vaikea ongelma. Kéytannos-
sé huomattavasti kiinnostavampi on kddnteinen ongel-
ma eli inversio-ongelma: jos tunnetaan rontgenmittauk-
set suorien yli, miten muodostetaan kuva kudoksesta?
Eli jos tunnetaan attenuaatiosummat suorien yli, mitka
olivat alkuperdiset attenuaatiokertoimet (kuva 2b)?

Ylla esitetty rontgenkuvauksen inversio-ongelma on
klassinen matemaattinen ongelma, jonka oleellisesti
ratkaisi Johann Radon jo vuonna 1917. Ongelman jat-
kuvassa muotoilussa attenuaatiokertoimia kuvaa ta-
sossa madritelty riittdvin sdannollinen reaaliarvoinen
funktio f. Inversio-ongelman matemaattinen muotoi-
lu on: jos tunnetaan funktion f integraalit eli jatku-
vat summat kaikkien tason suorien yli, voidaanko néis-
td madrata funktio f7 Matemaattiseen esitykseen kuu-
luu aina vdhintddn yksi kaava, ja seuraavassa anne-
taan ilman tarkempia perusteluja tdmén tekstin ai-
noat kaavat (lisitietoa 19ytyy esimerkiksi kirjasta [1]).
Jos f: R? — R on riittévin sdannollinen funktio, sen
Radon-muunnos on funktio

Rf(s,oz)z/ f(swa+twl)dt, scR, ac]|0,2r).

Téssi we = (cos(a),sin(a)) jawt = (—sin(a), cos(a)).

Radon-muunnos parametrien s ja « eri arvoilla esittaa
funktion f integraalit tason suorien yli. Seuraava Rado-
nin kddnteiskaava kertoo, miten alkuperdinen funktio f
méaratdan Radon-muunnoksesta:

271'1
flz) = 2#2/ / —8 Rf(z - wy + s,a) dads.

Taméan kaavan ja sen erilaisten diskreettien versioiden
avulla pystytdén siis muodostamaan kuvia kudoksesta,
kun rontgenmittaukset tunnetaan.

Radon tutki ylldolevaa ongelmaa puhtaasta tieteellises-
td mielenkiinnosta ajattelematta kiytdnnon sovelluk-
sia. Hyva esimerkki vapaan tutkimuksen hyodyllisyy-
destd on se, ettd 1970-luvulla, jolloin teknologia oli riit-
tavan kehittyneelld tasolla, Allan Cormack ja Godfrey

Kuva 3. (a) Maanjiristyksen aiheuttamien ddniaalto-

jen eteneminen maapallon lipi (kuva: Stephen A.
Nelson, Tulane University), (b) GOMOS-instrumentti
(kuva: Ilmatieteen laitos).

Hounsfield kehittiviat samaan matematiikkaan perustu-
van tietokonetomografiaskannerin. Tietokonetomogra-
fia auttaa nykydan miljoonia ihmisié sairausten diagno-
soinnissa, ja Cormack ja Hounsfield saivat tyostaéan No-
belin ladketieteen palkinnon vuonna 1979. Tassa yhtey-
dessd mainitaan toisinaan erds yksityiskohta: Houns-
field tyoskenteli EMI -yhtidssé, joka on nykyéinkin toi-
minnassa oleva levy-yhtié. EMI oli 1970-luvulla huo-
mattavan varakas yhtio, mihin vaikuttivat osaltaan
The Beatlesin levyistd saadut valtavat myyntitulot.
Talla tavalla The Beatles epésuorasti tuki EMI:n elekt-
roniikkaosaston toimintaa ja mahdollisti Hounsfieldin
pitkdjanteisen skannerin kehittdmistyon!

Radon-muunnoksen matematiikka toimii ladketieteelli-
sen kuvantamisen liséksi monessa muussakin tilantees-
sa. Sen avulla voidaan kuvantaa hyvin pienié asioita,
kuten viruksia (esimerkiksi HI-virus) elektronimikros-
koopilla. Téassa sovelluksessa rontgensiteet korvataan
elektronisuihkuilla, mutta kuvantamisen matematiikka
on hyvin samanlaista. Virusten kuvantamiseen liittyy
kuitenkin yksi erityispiirre: virukset ovat hyvin pienié,
ja monesti on vaikea tietdéd tarkasti, mistd suunnista
mittaukset on saatu. Kuvan muodostaminen on mah-
dollista myd6s téssid tuntemattomien suuntien tapauk-
sessa, ja tilanteen matemaattinen analyysi hyddyntaa
algebrallisen geometrian menetelmié.

Siirrytdan hyvin pienisté esineistd suuremman mitta-
kaavan asioihin. Kuten tieddmme, Japanissa tapahtui
11.3.2011 tuhoisa maanjéristys. Jéristykset aiheutta-
vat suurta vahinkoa ja inhimillistd kirsimystd, mut-
ta toisaalta niiden avulla saadaan tietoa maapallon
rakenteesta. Seismisissé kuvantamismenetelmissi kéy-
tetddn maanjéristysten aiheuttamia &éniaaltoja, jot-
ka kulkevat maapallon l&pi ja siséltdvét informaatio-
ta planeettamme syviistéi rakenteesta. Adniaallot eivit
yleensi etene suoria viivoja pitkin (kuva 3a), ja tdmén
vuoksi seismisessé kuvantamisessa esiintyvien Radon-
muunnosten matemaattinen analyysi on usein haasta-
vampaa kuin rontgenkuvauksen vastaavissa ongelmis-
sa.

Radon-muunnoksen matematiikkaa voidaan kiyttida
vieldkin suuremmissa skaaloissa, kuten avaruustutki-
muksessa. Euroopan avaruusjérjeston ESA:n tutkimus-
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kalustoon kuuluu Envisat-satelliitti, jossa on muka-
na suomalaistenkin kehittdma ilmakehén otsoniméaé-
rid mittaava GOMOS-instrumentti. GOMOS mittaa
tahtien valon kirkkautta. Tahdet siteilevit valoa, ja
kun valo kulkee ilmakehén 1dpi, niin ilmakeh&n kaa-
sut, kuten otsoni, vastustavat valon kulkua samalla ta-
valla kuin ihmiskudos vastustaa rontgenséteiden kul-
kua. Mittaustuloksena saadaan jélleen kerran integraa-
leja suorien yli (kuva 3b). Radon-muunnos esiintyy
siis tédssikin ongelmassa, jossa erdéna erityispiirteena
ovat suuret mittausmadrit, joiden késittelyssd kiyte-
tdan hyvéksi tilastollisia menetelmia.

Téssé kirjoituksessa on esitelty useita tilanteita, joissa
Radon-muunnoksen matematiikka luo ihmiselle uudet
silméat. Nailld silmilld pystytddn havaitsemaan asioita,
joita paljas silmé ei erota. Voi tuntua yllattavalta, et-
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td samantyyppiset matemaattiset menetelmét toimi-
vat ndin monessa erilaisessa sovelluksessa; tdmé kuvas-
taa hyvin matematiikan universaalia luonnetta ja “ké-
sittamétonta toimivuutta” (unreasonable effectiveness
of mathematics, kuten fyysikko Eugene Wigner asian
muotoili [2]).
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