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Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Tamén vuoden matematiikkaolympialaisista muiste-
taan tuulimyllyt. Namé tuulimyllyt eivit ole mitédin
reaalisia hollantilaisia lajinsa edustajia (vaikka ehkéapa
nekin muistetaan), vaan tasossa pisteité lapikayvié pro-
sesseja, joita tarkastellaan ensimmaisen péivéan toisessa
tehtavissa.

Olen nyt kuitenkin kiiruhtamassa asioiden edelle, jo-
ten aloitetaanpa alusta. Kansainvéliset matematiikka-
olympialaiset jérjestettiin 12.-24.7.2011 Amsterdamis-
sa, Alankomaissa. Aluksi paikalla olivat vain jouk-
kueiden johtajat, jotka olivat huippusalaisessa paikassa
Eindhovenin ldhelld valitsemassa tehtédvid. Muutamaa
paiviad myohemmin kilpailijat saapuivat Amsterdamiin
ja padsivat toihin ratkomaan tehtévia.

Téamén vuoden erikoisuutena voidaan pitdd vain yhta
klassisen geometrian tehtévia (vaikkakin edelld maini-
tut tuulimyllyt olivatkin kombinatorista geometriaa).
Viimeksi matematiikkaolympialaisissa on ollut vain yk-
si geometrian tehtéava liki kaksikymmenta vuotta sit-
ten. Triviaali ei pa&atos tdna vuonna ollut: Kun viisi
tehtavaa kuudesta oli valittu, oli joukossa yksi geomet-
rian tehtdvi. Viimeisend valittiin toista keskitason teh-
téavad, ja vastakkain olivat klassisen geometrian edus-
taja ja tuulimyllyt. Tuulimyllyt voittivat d&nin 47-46
(allekirjoittanut voi myontad menettdneensa jo toivon-
sa, koska geometrialla tuntui olevan valtaisasti kannat-

tajia aikaisemmissa dénestyksisséd). En voi vaittaa, etta
tuulimyllytehtéva olisi oma suosikkini ollut, ja dénes-
tinkin sitd 1dhinné &anestddkseni geometriaa vastaan,
mutta tdssd minun on myonnettéva virhearvioni: teh-
tava oli erittdin onnistunut ja ratkaisu uskomattoman
kaunis.

Muista tehtavista todettakoon, ettd geometrian tehta-
vé on hirvittdvin hankala (ja oikeutetusti toisen péivin
viimeisen tehtévin paikalla). Algebraa oli tini vuonna
kahden tehtdvén verran, joskin monet viittéavét tois-
ta algebran tehtavaa lukuteorian alaan kuuluvaksi. Re-
hellisesti lukuteorian listalta on valittu yksi tehtéva.
Kaiken kaikkiaan tehtévét eivdt vaadi erityisen jdre-
a4 lukuteorian tai algebran kalustoa. Geometria sen si-
jaan vaatii todellista asiantuntemusta. Kombinatorii-
kan tehtdvét vaativat tyypilliseen tapaan suhteellisen
kevyttéd teoriaa, mutta huomattavaa kekselidisyytta.

Suomea edustivat kilpailussa Olli Hirviniemi, Jesse
Jadsaari, [lmari Kangasniemi, Dimitri Kirichenko, Olli
Teréviinen ja Felix Vaura. Olli Hirviniemi sai hopeaa
sekd Kangasniemi, Kirichenko ja Vaura saivat kunnia-
maininnan. Joukkuetta johti FT Anne-Maria Ernvall-
Hytonen ja varajohtajana oli FM Esa Vesalainen.

Viimeisind sanoina ennen tehtéviin ja ratkaisuihin siir-
tymista: Jos tdhén astinen hehkutus ei ole vield vakuut-
tanut tuulimyllyjen kauneudesta, ja jos et koko tehté-
valistaa aio lukea lapi, vilkaise edes ensimmaéisen paivian
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toinen tehtiva ratkaisuineen.

Tehtavat
Ensimmé&inen paiva

Tehtévd 1. Olkoon A = {a1, a9, as,as} neljisté eri-
suuresta positiivisesta kokonaisluvusta koostuva jouk-
ko, jonka alkioiden summasta a; +as+as+a4 kiytetadn
merkintdd s4. Olkoon n 4 niiden parien (7, j) lukuméaéa-
ré, joilla 1 <14 < j <4 ja a; + a; jakaa luvun s4. Etsi
kaikki sellaiset neljan erisuuren positiivisen kokonaislu-
vun joukot A, jotka saavuttavat suurimman mahdolli-
sen arvon n4.

Tehtéva 2. Olkoon S vihintddn kahdesta pisteesté
koostuva déarellinen joukko tasossa. Oletetaan, ettd mit-
kddn kolme joukon S pistetté eiviit ole samalla suoralla.
Kutsutaan tuulimyllyksi prosessia, joka alkaa suoralla
¢, joka kulkee yksittédisen pisteen P € S kautta. Suo-
ra pyOrii myoOtapéivadn kierron keskipisteen P ympari
kunnes se torméa johonkin toiseen joukkoon S kuulu-
vaan pisteeseen. Nyt tdmé piste @) alkaa toimia kierron
keskipisteend, ja suora pyorii myGtapaivaan pisteen
ympdri kunnes se torméa jélleen joukon S pisteeseen.
T&ama prosessi jatkuu loputtomasti.

Osoita, ettd voidaan valita sellainen P € S ja pisteen P
kautta kulkeva suora ¢, ettd naistd aloitettu tuulimylly
kiyttid jokaista joukon S pistetté kierron keskipisteend
aarettoméan monta kertaa.

Tehtidva 3. Olkoon f : R — R reaaliarvoinen funk-
tio, joka on maéritelty reaalilukujen joukossa ja joka
toteuttaa ehdon

fle+y) <yfx)+ f(f(x))

kaikilla reaaliluvuilla z ja y. Osoita, ettd f(z) = 0 kai-
killa 2 < 0.

Toinen péaiva

Tehtidva 4. Olkoon n > 0 kokonaisluku. Ké&ytos-
sdmme on orsivaaka ja n painoa, joiden painot ovat
2021 .. 2771 Meidén tulee asettaa painot yksitel-
len vaa’alle siten, ettd oikea vaakakuppi ei ole koskaan
painavampi kuin vasen vaakakuppi. Joka vaiheessa va-
litaan yksi jaljelld olevista painoista ja asetetaan se jo-
ko vasempaan tai oikeaan vaakakuppiin, kunnes kaikki
painot ovat vaa’alla.

Maarita kuinka monella tapaa tdma voidaan tehda.

Tehtiva 5. Olkoon f funktio kokonaislukujen joukol-
ta positiivisten kokonaislukujen joukkoon. Oletetaan,
ettd milld tahansa kahdella kokonaisluvulla m ja n ero-
tus f(m) — f(n) on jaollinen luvulla f(m — n). Osoi-
ta, ettd kaikilla kokonaisluvuilla m ja n, joilla f(m) <
f(n), pitee, ettd f(n) on jaollinen luvulla f(m).

Tehtiva 6. Olkoon ABC teravikulmainen kolmio,
jonka ympéri piirretty ympyra on I'. Olkoon suora /
ympyran I' tangentti, ja olkoot £, { ja {. suorat, jot-
ka on saatu peilaamalla suora ¢ suorien BC, CA ja AB
suhteen téssé jirjestyksessd. Osoita, ettd suorien £, 03
ja £, méirittelemén kolmion ympéri piirretty ympyra
sivuaa ympyraé I'.

Ratkaisut
Ensimméiinen paiva

Ratkaisu 1. Osoitetaan ensimmaéiseksi, ettd ny < 4.
Voidaan olettaa, ettd a1 < as < az < a4. Yhteensé pa-
reja joukossa on (‘21) = 6 kappaletta. Kun ¢ # j, huoma-
taan, ettd a; + a; jakaa luvun s4 jos ja vain jos a; +a;
jakaa luvun s4 — a; — a; = ap + ag, missé ay ja ag ovat
toiset joukon A alkiot. Koska a1 + as < a3 + a4, €i voi
olla, etti as+ aq|ar + ag, eikd myoskidn as + aq|ar + as.
Téten on todistettu, ettd ny < 4. Osoitetaan nyt, etta
taméa on mahdollista.

Jos na =4, niin

ay + azlas + ay a1 + aslas + ay

ay + aglas + as as + aslar + ay.

Jalkimmaisen rivin relaatioiden perusteella a1 + a4 =
as+as. Kirjoitetaan nyt v = a1 +a9 jav = a1 +as. Nai-
den molempien lukujen on oltava luvun s4 = 2(ag +
az) = 2(v + u — 2a1) jakajia. Téten u|2(v — 2a;). Kos-
ka u > v, on varmasti u > v — 2a; (huomioitava, etté
v —2a; > 0). Taten u = 2(v — 2aq). Toisaalta, luvun
v on jaettava luku 2(u — 2a1) = 2(2(v — 2a1) — 2a1) =
4v — 12aq, joten v|12a;. Koska v < u = 2v — 4ay,
saadaan v > 4a;. Yhdistden tdméa epayhtdlo relaa-
tioon v|12a; saadaan v = 6a; tai v = 12a;. Laske-
malla 1api ndma kaksi tapausta saadaan ratkaisujoukot
A = {a1,5a1,7a1,11a1} ja A = {a1,11a1,19a1,29a; },
jotka molemmat toteuttavat tehtdvin ehdot, ja jotka
ovat ainoat ehdot toteuttavat joukot.

Ratkaisu 2. FErotellaksemme suoran eri puolilla ole-
vat pisteet kutsumme suoran puolia oranssiksi ja si-
niseksi. Huomataan, ettd kun kierron keskipiste vaih-
tuu jostakin pisteestd T' johonkin toiseen pisteeseen U,
on piste T" tdmén jdlkeen samalla puolella suoraa kuin
U oli ennen kierron keskipisteeksi siirtymistadn (epa-
luuloinen lukija voi piirtdd kuvan tilanteesta). Téten
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pisteiden mééra oranssilla ja siniselld puolella ei muu-
tu, vaan pysyy vakiona koko prosessin ajan niitd het-
kid huomioimatta, jolloin kierron keskipiste on juuri
vaihtumassa, ja suora hetkellisesti sisdltda kaksi pis-
tettd. Tehdadn loppu todistuksesta kahtena erikoista-
pauksena, riippuen siitd, onko joukossa parillinen vai
pariton méara pisteitd. Aloitetaan parittomasta tilan-
teesta. Nyt |S| = 2n+ 1. Olkoon ¢ miki tahansa suora,
joka jakaa joukon S kahteen yhtédsuureen osaan. Kun-
han suoran ¢ suunta on annettu, on suora yksikésit-
teinen, ja menee jonkin pisteen 7' € S kautta. Tarkas-
tellaan tésté pisteestd alkavaa tuulimyllyd. Kun suora
on tehnyt 180° kiddnndksen, on se palannut 1ahtopistee-
seensé, mutta suoran molemmilla puolilla olevat pisteet
ovat vaihtaneet virid. Koska suoran puolelta toiselle ei
voi siirtyd (eli viria ei voi vaihtaa) toimimatta kierron
keskipisteend, ovat ilmeisesti kaikki pisteet toimineet
kertaalleen kierron keskipisteend. Koska prosessi jat-
kuu eteenpdin samalla tavalla kuin tdhéankin saakka,
tdma todistaa viitteen.

Siirrytédan nyt parilliseen tilanteeseen, eli |S| = 2n. Tar-
kastellaan suoraa, joka jakaa joukon osiin, joiden koot
ovat n ja n — 1, ja joka kulkee jonkin pisteen T  kaut-
ta. Téstd pisteestd ldhtenyt tuulimylly kulkee jonkin
pisteen R kautta tehtydan 180° kd&dnnoksen, ja kaik-
ki muut pisteet, paitsi R ja T, ovat vaihtaneet véria.
Téten tuulimylly on kulkenut kaikkien pisteiden lépi.
(Seuraavan 180° kidnnoksen jilkeen se kulkee jélleen
pisteen T kautta, ja alkaa tédten alusta. Né&in jélleen
saadaan tuulimylly kulkemaan darettéméan monta ker-
taa kaikkien pisteiden kautta.)

Ratkaisu 3. Kirjoitetaan a = f(0), ja sijoitetaan
x = 0 tehtdvinannon epdyhtdloon. Téastd saadaan
fy) < ay+ f(a) kaikilla reaaliluvuilla y. Sijoittamalla
y = a — x tehtdvinannon epayhtdloon ja kiyttamalla
jo saatua epayhtalod todetaan, etté

fla) < (a—a)f(z) + f(f(2))
<(a—2a)f(z) +af(z)+ f(a),

ja téten
0<(2a—2)f(x).

Ennen kaikkea, jos < 2a, niin f(z) > 0.

Oletetaan, ettd f(x) > 0 jollakin x. Siind tapaukses-
sa tehtdvinannon epéyhtélon oikea puoli — —oo, kun
y — —o0, mutta tdmé ei ole mahdollista, silld f(x) >0
riittdvin pienilld x. Siispd, f(x) < 0 kaikilla z € R.
Erityisesti f(z) = 0, kun = < 2a. Liséksi, koska funk-
tio saa ainoastaan epépositiivisia arvoja, saadaan teh-
tavinannon epayhtalosta

flz+y) <yf(z)+ f(f(z) <yf(z). (1)

Osoitetaan nyt, ettd jos f(a) = 0 ja b < a, niin
f(b) = 0. Tam4 tehddén sijoittamallaz = bjay = a—b

epéayhtaloon (1), jolloin saadaan f(b) > 0, ja koska tie-
dettiin ennestdén, ettd f(b) < 0, tdmé tarkoittaa, ettéd

F(b) = 0.

Nyt olemme valmiita ratkaisun viimeiseen vaiheeseen.
Edellisen vaiheen nojalla riittd4 osoittaa, ettd f(0) = 0.
Otetaan miké tahansa funktion f nollakohta r ja sijoi-
tetaan z = r ja y = 0 tehtdvinannon epéyhtaldon.
Téastd saadaan f(0) > 0, jolloin f(0) = 0.

Toinen péaiva

Ratkaisu 4. Sijoittelujen lukumaééra on
2n—1)1=1-3-5---(2n—1).

Osoitetaan nyt tdmé. Merkitddn n painolla sijoittelu-
jen lukumadraéd f(n). Jos n = 1, niin tilanne on help-
po: painon on mentiva vasempaan vaakakuppiin, eli

F(1) = 1.

Olkoon nyt n > 2. Viitetaén, ettd

fn)=C2n-1)f(n-1).

Huomataan, ettd voidaan hetkeksi unohtaa kevyin pai-
no, koska riippumatta siitd, milloin se vaakakuppiin
sijoitetaan, se ei mitenkddn vaikuta muiden paino-
jen sijoitteluun. Keskitytddn nyt siis vain painoihin
21,22 . 2771 Niiden painojen painot voidaan ja-
kaa kahdella, koska se ei mitenkddn vaikuta sijoit-
teluihin. N&in on siirrytty tarkastelemaan painojen
20 21 . 272 sjjoittelua. Nimé voidaan sijoittaa f(n—
1) eri tavalla.

Voidaan nyt pohdiskella (alkuperidisen) kevyimmén
painon sijoittelua: Jos tdmé asetetaan ensimmaéisené, se
menee vasempaan vaakakuppiin. Jos se sijoitetaan mis-
sé tahansa muussa vaiheessa, voidaan se laittaa kum-
paan tahansa vaakakuppiin. Vaihtoehtoja on siis 2n—1
erilaista. Yhteensd saadaan

fln)=@2n-1)f(n-1),

josta rekursio purkamalla saadaan (alkuehto f(1) =1
huomioiden)

F(n) = (2n— 1.

Ratkaisu 5. Olkoot z ja y kokonaislukuja, joilla
f(x) < f(y). Osoitetaan, ettd f(x)|f(y). Sijoittamal-
la m = x ja n = y tehtdvdnannon relaatioon saadaan

fla=y)| 1f(z) = fW)l = fly) - fz) >0,

joten f(x—y) < f(y)— f(x) < f(y). Taten erotukselle
d= f{z) - flw—y) piitee

—fly) < —flz—y) <d < flz) < f(y).
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Sijoittamalla m = x ja n = x — y tehtdvinannon relaa-
tioon saadaan f(y)|d, joten d =0, eli f(z) = f(z —y).
Valitsemalla m = x ja n = y tehtdvinannon relaatiossa
saadaan

f(x) = flz—y)lf(x) = fy),
joten f(x)|f(y)-

Ratkaisu 6. Kiytetddn kirjainta 7" merkitseméén si-
td pistettd, jossa suora ¢ sivuaa ympyrad I'. Olkoon
A =t nNl., B =10,NnL. jaC = L,NL. Valitaan
piste A” ympyralla T siten, ettd TA = AA” (A" £ T
paitsi jos T'A on halkaisija). Valitaan pisteet B” ja C"
samalla tavalla.

Koska pisteet C' ja B ovat kaarien TC" ja T B” keski-
pisteet, saadaan

Z(6,B"C") = £(£,TC") + L(TC" ,B"C")
= 2/(0,TC) +2/(TC", BC")
= 2(L(¢,TC) + £(TC, BC))
—2/(¢,BC)
= Z(0,0,).

Téstd seuraa, ettd £, ja B”C” ovat yhdensuuntaisia.
Vastaavasti, £,||A”C" ja £.||A” B". Siispé, joko kolmiot
A'B'C" ja A” B"C" ovat siirrokset toisistaan tai toinen
on saatu toisesta kutistamalla tai venyttamaélld jonkin
pisteen suhteen (homotetia). Osoitetaan nyt, ettd jal-
kimmainen vaihtoehto pétee ja ettd homotetian keskus
K on ympyralla I'. Téstd seuraisi, ettd myos ympé-
ri piirretyt ympyrit saataisiin homotetialla pisteen K
suhteen, ja tdten sivuaisivat toisiaan tédsséd pisteessi,
kuten toivottu.

Tarvitaan seuraavat kaksi vaitetta:

Viite 1.
suoralla /.

Suorien B”C' ja BC" leikkauspiste X on

Todistus. Ttse asiassa, pisteet X ja T ovat symmetrisié
suoran BC' suhteen, silld suorat CT ja CB” ovat sym-
metrisid tdmén suoran suhteen, kuten ovat myd6s suorat
BT ja BC".

Viite 2.
pyralla I'.

Suorien BB’ ja CC" leikkauspiste I on ym-

Todistus. Tarkastellaan tilannetta, jossa £ ei ole yhden-
suuntainen kolmion ABC sivujen kanssa; muut tapauk-
set voidaan tarkastella rajatapauksina. Olkoot D =
{NBC,E=¢(NAC jaF=(NAB.

Symmetrian vuoksi suora DB on yhden suorien B’D ja
F'D vilisen kulman puolittaja. Vastaavasti suora F'B
on yhden suorien B'F ja DF vilisen kulman puolit-
taja. Siispd B on joko kolmion B’DF sisian piirretyn
ympyran keskipiste tai ulkokulmien ja sisdkulmien puo-
littajien leikkauspiste. Joka tapauksessa

/(BD,DF)+ Z(DF,FB) + Z(B'B,B'D) = 90°,
joten

/(B'B,B'C") = /(B'B, B'D)
=90° — Z(BC,DF) — Z(DF, BA)
=90° — Z(BC, AB).

Vastaavasti saadaan Z(C'C, B'C") = 90°—Z(BC, AC).
Taten

Z/(BI,CI)= /(B'B,B'C') + Z(B'C',C'C)
= /(BC, AC) — /(BC, AB)
= /(AB, AC),

miki tarkoittaa tdsmaélleen, ettéa A, B, I, C' ovat samal-
la ympyrallé.

Nyt voidaan saattaa todistus loppuun. Olkoon K toi-
nen suoran B’B” ja ympyran I' leikkauspiste. Kayt-
tdmélld Pascalin lausetta kuusikulmiolle K B”CIBC"
saadaan, ettéd pisteet B = KB"NIB ja X = B"C'N
BC" ovat samalla suoralla suorien CT ja C" K leikkaus-
pisteen S kanssa. Siispd S = CINB'X = (', ja pisteet
C', 0", K ovat samalla suoralla. Titen K on suorien
B’'B” ja C'C" leikkauspiste, miki tarkoittaa, ettd K
on sen homotetian keskus, joka kuvaa kolmion A’B’'C’
kolmiolle A”B"”C", ja se kuuluu ympyrélle T
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