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Mita ovatkaan merkitsevat numerot?

Juho Niemeld
Kustannustoimittaja, Tammi Oppimateriaalit

Kirjoissa ja internetissd kerrotaan melkoisen vaihtele-
vasti siitd, mitd ovat merkitsevit numerot. Yleenséa sa-
notaan, ettd desimaaliluvun alussa olevat nollat eivét
ole merkitsevid. Toisinaan sanotaan myds, ettd koko-
naisluvun lopussa olevat nollat eivit ole merkitsevii.
Kukaan ei tunnu haluavan kertoa yksinkertaisesti ja
tasmallisesti, mitkd kaikki numerot ovat merkitsevii.
Ei edes Kalle Vaiséla ollut kirjassaan Algebran oppi- ja
esimerkkikirja I (15. painos, s. 147) kovin tdsméllinen:

”Jos taas viimeinen naisté n:std desimaalista on hieman
epdvarma, niin se kuitenkin usein sailytetaéan likiarvos-
sa, vaikka se saattaakin olla jonkin verran virheellinen,
ja likiarvossa sanotaan talloin olevan n merkitsevdd de-
stmaalia, so. desimaaleja, joilla on jotakin merkitysta.”

Kallen magritelméa on minusta hankala. Pyrin téssé yk-
sinkertaisempaan. Vastaan heti aluksi keskeisimpiin ky-
symyksiin:

e Ovatko desimaaliluvun alussa olevat nollat merkit-
sevid numeroita?
- Eivit ole, koskaan. Oikeita numeroita ne voivat ol-
la.

e Ovatko nollia seuraavat numerot merkitsevid nume-
roita?
- Yleispatevad vastausta ei ole. Kysy likiarvon an-
tajalta, kuinka suuri on likiarvon virhe, niin sitten
osaan vastata. Jos virheestid ei saada tietoa, usein
voinee olettaa, ettd numerot ovat oikeita ja siis myos
merkitsevia (koska ne eivit ole alkunollia).

e Ovatko kokonaisluvun lopussa olevat nollat merkit-
sevia?
- Sama vastaus kuin edelliseen. Tosin epavarmuus
niiden oikeellisuudesta eli merkitsevyydesté on suu-
rempi kuin edellisessd tapauksessa.

e Kerrotko siis vield oikein lyhyesti, mitd ovat merkit-
sevit numerot?
- Numeroita, jotka eivét ole alkunollia ja jotka ovat
oikeita. Numeron oikeellisuus riippuu likiarvon vir-
heesta. Jos virheen suuruudesta ei tiedetd mitdén,
merkitsevien numeroiden lukuméairadkaan ei tiede-
td. Lue lisda alempaa. . .

Likiarvo ja virhe. Oikeat ja merkitsevit
numerot

Toisinaan luvun tarkkaa arvoa ei tiedetd vaan on tur-
vauduttava likiarvoihin. Likiarvossa on yleensé vir-
hettd. Madritelldan:

(absoluuttinen) virhe = |tarkka arvo — likiarvo.
Tarvittaessa voidaan asettaa my0Os seuraava maéaritel-

ma:
korjaus = tarkka arvo — likiarvo,

ts.
tarkka arvo = likiarvo + korjaus.

Likiarvon numero on oikea, jos likiarvon virhe on kor-
keintaan puolet numeron paikkaa vastaavasta yksikosta
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(kymmenpotenssista). Esimerkki valaisee asiaa:
tarkka arvo = 1
likiarvo = 1,0234
virhe = 0,0234

Nyt likiarvon viimeinen oikea numero on 0, silld nume-
ron 0 paikkaa vastaava yksikko on 0,1 ja

virhe = 0,0234 < 0,05 =0,5-0,1.
Seuraava numero 2 ei enéé ole oikea, koska
virhe > 0,005 = 0,5 - 0,01.
Oikeita ovat siis kaksi ensimmaistd numeroa 1 ja 0.

Viimeinen oikea numero 16ydetdan seuraavasti:

o Laske likiarvon virhe.

e Katso virheen ensimmaéisté nollasta poikkeavaa nu-
meroa: onko se < 5 vai > 57

o Jos se on <5 (ja tapauksessa 5 numeron perissi
on vain nollia), tAmén numeron paikkaa edeltd-
vdlld paikalla oleva likiarvon numero on viimei-
nen oikea numero.

o Jos se on > 5 (tai 5 ja roskia perdissd), tAmén
numeron paikkaa kahta edempdnd oleva likiarvon
numero on viimeinen oikea numero.

Havainnollistetaan tatéa:

tarkka arvo: 1 1
oikeita oikeita
— —
likiarvo: 1,0 1,0
g g
1 askel 2 askelta
virhe: 0,0[2]34 0,00[7]8
<5 > 5

Likiarvon merkitseviid numeroita ovat kaikki oikeat
numerot paitsi mahdolliset likiarvon alussa olevat nol-
lat. Oikeita desimaaleja ovat kaikki desimaalipilkun
jilkeen tulevat oikeat numerot.

Tastikin esimerkki:

tarkka arvo = 0,1
likiarvo = 0,0995
virhe = 0,0005

Oikeita numeroita ovat 0, 0, 9 ja 9, joista merkitsevia
ovat yhdeksikot. Likiarvossa on siis kaksi merkitsevaa
numeroa. Oikeita desimaaleja on kolme (0, 9, 9).

Huomautus: Viisidldn méaritelmé eroaa edelld esite-
tystd méaritelméstd ainoastaan tilanteissa, joissa vir-
hettéa ei tiedetd tarkasti. Véaisdlan mukaan oikeiksi tie-
dettyja numeroita seuraavakin numero on merkitseva,

jos 7silld on merkitystd”, minkd ymmartéisin tarkoitta-
van jotakin sellaista kuin ”jos se on oikea kohtalaisen
suurella todennakoisyydelld”. Jos esimerkiksi késiajan-
otolla saatu aika on 14,6 s ja virheen tiedetdén olevan
korkeintaan 0,2 s, niin Vaisidlan mukaan kaikki nume-
rot ovat merkitsevié, sillda onhan hyvinkin mahdollis-
ta, ettd myos 6 on oikea. Mutta jos myShemmin saa-
daan tietoon sdhkoaika 14,72 s, niin silla hetkelld kaike-
ti 6 lakkaa olemasta merkitsevd, koska silloin tiedeta&n
varmasti, ettei se ole oikea. Se, ettd numeron merkit-
sevyys riippuu virhetiedosta, on aika hankalaa ymmaér-
tad ja opettaa. Téasséd esitetyn médritelmén pohjalta
asiat menevéit minusta yksinkertaisemmin: késiajassa
numerot 1 ja 4 ovat varmasti merkitsevid, ja numeron
6 merkitsevyytta ei yksinkertaisesti tiedetd. Sdhkoajan
kuulemisen yhteydessé selvida, etté 6 ei ole merkitseva.
— Jatketaan nyt siis edelld esitetyn mééritelméan poh-
jalta.

Huomaa, ettd tarkasta arvosta pyoristamalld ja nor-
maaleja pyoristyssdantoja noudattamalla saatavan li-
kiarvon kaikki numerot ovat aina oikeita. Taméa joh-
tuu siitd, ettd pyoristyksestd aiheutuva virhe on aina
korkeintaan puolet viimeisestd mukaan tulevasta yksi-
kosta. Rajatapaukset voidaan pyoristda seké alas- ettéa
ylospdin: luvun 1,5 likiarvoissa 1 ja 2 on kummassakin
vksi oikea numero (koska virhe on kummassakin 0,5).
Yksinkertaisinta on noudattaa tavanomaista pyoristys-
sdantoa eli pyoristda rajakohdasta ylospéin.

Pyydettaessd méaarittdméaan jokin luku k:n merkitse-
vin numeron tarkkuudella tai k:n desimaalin tarkkuu-
della on méaaritettava likiarvo, jossa on k merkitsevaa
numeroa tai vastaavasti k oikeaa desimaalia. Likiarvon
loppuun ei talloin pida jattda numeroita, joiden oikeel-
lisuudesta ei ole tietoa, jottei annettaisi harhaanjohta-
vaa kuvaa likiarvon tarkkuudesta — luonnollinen olet-
tamus kun on, ettd annetun likiarvon kaikki numerot
ovat oikeita. Pyydetynlainen likiarvo 16ydetdén esimer-
kiksi siten, etté etsitdén jokin riittdvéan lyhyt vali, jolta
kaikki luvut pyoristyvit normaalien pyoristyssdéntdjen
mukaisesti samaan, pyydetyn mittaiseen likiarvoon.

Esimerkki: MA#rité funktion f(z) = 22 — 2 positiivinen
nollakohta kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella.

Ratkaisu: Lasketaan funktion arvoja:

z /()

1 -1 <0
2 2 >0
1.5 0,25 >0
1,3 —0,31 <0
1.4 —0,04 <0
1,45 0,1025 >0
1,42 0,0164 >0
1,41 —0,0119 <0
1,415 0,002225 | >0
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Nollakohta on suurempi kuin 1,41 ja pienempi kuin
1,415, joten se pyoristyy luvuksi 1,41, joka on pyydetty
likiarvo. Vastaukseksi ei pidd antaa esimerkiksi 1,415,
vaikka siindkin on vahintd&n kolme merkitsevad nume-
roa, koska numeron 5 oikeellisuutta ei voida paatella
taulukkoon laskettujen arvojen perusteella.

Varsinkin luonnontieteissd on tapana noudattaa seu-
raavia saantoja:

e Jos laskutoimituksissa on vain yhteen- ja vihennys-
laskuja, vastaus ilmoitetaan yhtd monen desimaalin
tarkkuudella kuin epéatarkin ldhtoarvo.

e Muulloin vastaus ilmoitetaan yhtd monen merkitse-
vdn numeron tarkkuudella kuin epéatarkin lahtoar-
vo.

Saannot ovat kiytannollisid, mutta ne eivit takaa, etta
vastauksen kaikki numerot ovat oikeita, vaikka 1ahto-
arvojen kaikki numerot olisivat oikeita. Yksinkertainen
esimerkki on seuraava:

tarkat arvot: 1,5 ja 2,5
likiarvot: 2 ja 3 (numerot ovat oikeita)

tarkkojen arvojen summa: 1,5+ 2,5 =4
likiarvojen summa: 2 + 3 = 5 (numero ei ole oikea)

tarkkojen arvojen tulo: 1,5- 2,5 = 3,75
likiarvojen tulo: 2 -3 = 6 (numero ei ole oikea)

Tésmallisempi virhearviointi edellyttaé tarkempaa vir-
heiden kasautumisen tarkastelua (jdljempand).

Likiarvon merkitsemistapoja

Likiarvon ilmoittamisen lisdksi tulisi aina kertoa, mil-
ld valilld tarkan arvon tiedetdén tai ainakin arvellaan
olevan. Toisin sanoen tulee tavalla tai toisella ilmoittaa
likiarvo ja wirheen yldraja.

Yksinkertainen tapa on ilmoittaa pelkéstéaan likiarvo ja
antaa samalla ymmaértas, etta likiarvon kaikki numerot
ovat oikeita. Esimerkiksi antamalla likiarvoiksi

1,23 ja 10,3 m

ilmaistaan, ettd tarkat arvot ovat véleilla
[1,225; 1,235] ja [10,25 m, 10,35 m].

Toinen vaihtoehto on kiyttda +-merkkid. Esimerkiksi
merkinnéilla

1,23+ 0,01 ja 10,3 m + 0,02 m
tarkoitetaan, ettd tarkat arvot ovat vileilla
[1,22; 1,24] ja [10,28 m, 10,32 m].

(Huomaa, ettd téssd tapauksessa likiarvossa 1,23 tie-
detddn olevan vihintddn kaksi merkitsevdd numeroa.
Likiarvon 10,3 m kaikki numerot ovat merkitsevii.)

Virheen yliraja voidaan ilmaista my0s prosentteina li-
kiarvosta. Merkinnét

1,23+10 % ja103m=+1 %
tarkoittavat samaa kuin
1,23 £ (0,1 - 1,23) ja 10,3 m = (0,01 - 10,3 m),
joten tarkat arvot ovat véleilla
[1,23 —0,123;1,23 + 0,123] = [1,107;1,353]
ja
(10,3 m — 0,103 m, 10,3 m + 0,103 m)]
= [10,197 m, 10,403 m)].

(Nyt likiarvossa 1,23 on merkitsevid numeroita vihin-
tédn yksi ja likiarvossa 10,3 m vahint&én kaksi.)

Varsin usein saatetaan kuitenkin ilmoittaa pelkka li-
kiarvo, vaikka likiarvon kaikkia numeroita ei tiedet-
taisikddn oikeiksi. Esimerkiksi Pdivintasaajan pituu-
deksi ilmoitetaan usein 40 000 km, vaikka tiedetdan-
kin, etteivat kaikki numerot téssé luultavasti ole oikei-
ta. (Paiviintasaajan pituus on kilometrin tarkkuudella
40 075 km, joten oikeita numeroita on itse asiassa vain
kaksi.)

Selkeintéd, mutta ei ehkd kidytdnnollisinté, olisi aina il-
moittaa virheen yliraja yksiselitteiselld tavalla.

Suhteellinen virhe

Absoluuttista virhettd paremmin likiarvon hyvyytta
kuvaa suhteellinen virhe eli se, kuinka suuri virhe
on suhteessa tarkkaan arvoon:

absoluuttinen virhe

suhteellinen virhe =
tarkka arvo

Suhteellinen virhe ilmaistaan usein prosentteina.
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Jos suhteellinen virhe on pieni, niin

absoluuttinen virhe

suhteellinen virhe ~ —
likiarvo
Esimerkki téstd: Tarkka arvo 100, likiarvo 99, (abso-
luuttinen) virhe 1, suhteellinen virhe 1/100 = 0,01 =
1 %. Suhteellinen virhe on lihestulkoon sama kuin 1/99
= 0,010101...=1,0101... %.

Tarkkaa arvoa ei useinkaan tiedetd, eiké silloin pystyta
laskemaan suhteellista virhettdkaén. Ylaraja suhteel-
liselle virheelle saadaan laittamalla osoittajaksi abso-
luuttisen virheen ylaraja ja nimittajaksi kyseisessa ti-
lanteessa pienin mahdollinen tarkan arvon itseisarvo.

Esimerkki: Jos talon pituus on 13 m £ 0,1 m, niin liki-
arvon 13 m suhteellinen virhe on korkeintaan

0,1 m 1
To0m 129 SO %

Virheiden kasautumisesta

Jos ldhtoarvoissa on virhettéd, niin laskutoimitusten
lopputuloksissa saattaa olla sitd viela enemmén. Pa-
himmassa tapauksessa virhe kasvaa eli kasautuu, mutta
voi kiyd&a myos niin onnellisesti, ettd virheet kumoavat
toisiaan.

Yhteenlaskussa (ja vihennyslaskussa) likiarvojen sum-
man virhe on korkeintaan lahtéarvojen virheiden yléra-
jojen summa. Kahden luvun summalle tdméa nadhdaan
seuraavasti: jos 71 = L1 £ Vi jaTe = Lo £ Vo (T =
tarkka, L = likiarvo, V' = virheen yldraja), niin

T+ Ty = (L1 + La) = (V4 + Va).
Kerto- ja jakolaskussa néin yksinkertaista séadntoa ei

ole. Likimain on voimassa, etté likiarvojen tulon ja osa-
madran suhteellinen virhe on korkeintaan lahtdarvojen

suhteellisten virheiden yldrajojen summa. Kun olete-
taan, ettd kaikki esiintyvét luvut ovat positiivisia, kah-
den luvun tulolle tdméa nahdaéin seuraavasti: Jos lahto-
arvojen suhteelliset virheet ovat korkeintaan

1% .
1 _gja2=8
T, T, T

niin
LiLy < (Ty + V1) (To + Va)

=TT +ThVo+ToVi +ViVa
~ T1T2 + T1V2 + T2V1

ja vastaavasti

LiLy > (Ty — Vi)(To — Va)
=TT —ThVo = ThVi + ViVa
~ T1T2 — Tl‘/Q - T2V1.

Pétee siis likimain 74Ty = L1 Lo & (T1 V2 + T2 V1), josta
saadaan tulon L Lo suhteelliselle virheelle ylaraja

N+ TV Vi Vo
—nn,  n ot

Esimerkki: Tarkat arvot 77 = 100 ja To = 10, likiarvot
L1 =101 ja Ly = 11. Tulot ovat

T,75 =1000, LyLo=1111.

Likiarvojen tulon suhteellinen virhe on

111
— =0,111=11,1 %.
1000 0 L%

Léhtoarvojen suhteellisten virheiden summa on

1 1 11

— +—=—=0,11=11"%.
100+10 100 0 i@



