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Loogisen ajattelun kulttuurista

Ilkka Norros
Valtion teknillinen tutkimuskeskus

Logiikka ja matematiikka ovat osa kult-
tuuria

Tarkastelen seuraavassa loogis-matemaattista ajattelua
kulttuurin ja yleissivistyksen osana. Koetan tunnistaa
sen perustavia elementtejd ja pohtia erityisesti ndiden
painotusten muuntumista tietotekniikan vaikutukses-
ta.

Thmisen fyysinen potentiaali on suurin piirtein vakio,
mutta hénen aktuaalinen, tosiasiallinen toimintaky-
kynsé perustuu siihen, ettd hdn on omaksunut vuosi-
tuhansien aikana kertynyttd kulttuuriperintéa. On tér-
kedd ymmartad, ettd ihmisen jérki ei ole synnyinlah-
jana saatu valmis kyky vaan taitoa kayttasd kulttuuri-
sesti opittuja ajattelun muotoja ja kéasitteellisia valinei-
ta. Elavan kulttuurin sisdlto ei ole pelkéstdén kasvava,
vaan sen osia kuihtuu ja kuolee jatkuvasti samanaikai-
sesti kun uutta luodaan. Loogis-matemaattisen ajat-
telun kulttuurin uusintamisessa, eldvina pitdmisessa
koulu on poikkeuksellisen keskeisessd asemassa, koska
matematiikan oppiminen vaatii runsaasti harjoittelua.

Matemaattisen tiedon kokonaisuus on valtava teoree-
mojen eli todistettujen vaittdmien verkosto, jonka ele-
mentit liittyvét toisiinsa loogisten todistusten véalityk-
selld. Vaikka tdma kokonaisuus on jokseenkin puhtaas-
ti kasvava toisin kuin muissa tieteissé, joissa vanho-
ja opinkappaleita silloin télloin hyldtasn virheellising,
matematiikankin eldvd osa muuntuu koostumukseltaan
seka kayttotarpeitaan heijastaen ettd myos sisdisen ke-

hityksensé kautta. Tunnetuille teoreemoille 16ydetdan
uusia, yksinkertaisempia todistuksia, ja teoriat pysty-
tddn esittdmadn yha elegantimmin ja tehokkaammin.
Nuoren matemaatikon ei tarvitse oppia lahimainkaan
kaikkea aiemmin kehitettya pystydkseen luomaan uut-
ta. MyGs matemaattinen yleissivistys voi tulevaisuudes-
sa rakentua eri lailla kuin nykyinen, niin konservatiivis-
ta kuin koulumatematiikan sisdlté luonnostaan onkin.

Keskustelen nyt lyhyesti seuraavista loogis-matemaat-
tisen ajattelun peruselementeista:

e luonnolliset luvut,

e rationaaliluvut,

e algoritmit,

e todistaminen.
Lopuksi yritdn lapioida ‘kahden kulttuurin kuilua’

umpeen muistuttamalla, ettd vihemmaénkin formaalin
ajattelun muodoilla on logiikkaansa.

Luonnolliset luvut

Luonnolliset luvut 1,2,3, ... ovat kulttuurimme vanhin
matemaattinen struktuuri ja yleensé ainoa, johon jos-
sain méérin tutustutaan jo ennen kouluikié. Ne kuvaa-
vat joukkoon kuuluvien yksikéiden lukuméaéraa eli jou-
kon mahtavuutta. Lukujen koodaaminen kymmenella
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numeromerkilld on mukana luonnollisessa kielessamme-
kin - suomenkielen sanat ‘yhdeksén’ ja ‘kahdeksan’ il-
maisevat siséltdja yhtd ja kahta vaille kymmenen, ja
kymmenen potensseilla on omia nimié: sata, tuhat, mil-
joona. Moni ei ollenkaan tiedosta, ettd viimemainittu-
jen lukujen erityinen ‘pyoreys’ johtuu ainoastaan siité,
ettd meilld sattuu olemaan kymmenen sormea. Jos nii-
té olisi kahdeksan kuten Aku Ankalla, tietokonemaa-
ilmassa yleiset 64 ja 512 tuntuisivat tdsmélleen yhta
pyoreilté, ja niiden merkinnéatkin olisivat 100 ja 1000.

Luonnollisten lukujen yhteenlasku kuvaa erillisten
joukkojen yhdistdmisté, ja yhteenlaskun vaihdantala-
ki a +b = b+ a on intuitiivisesti varsin selva. Toinen
luonnollisiin lukuihin liittyvé perusoperaatio kertolas-
ku on jo kisitteellisesti huomattavasti vaikeampi, kos-
ka kertoja on lukumaéara, mutta kerrottava on toisaalta,
‘kertojan nakokulmasta’, yksikko, mutta toisaalta se on
itsekin lukumaééré. Kertolaskun vaihdantalakia ab = ba
on itse asiassa vaikea ymmértaé tai arvata, ellei piirréd
kuvaa

Kymmenté pienempien lukujen kertotaulun osaaminen
voitaneen lukea yleissivistykseen. Kertotaulu on opitta-
va ulkoa, mutta sen pystyy unohtamis- tai epavarmuus-
tilanteissa helposti tdydentdméén, jos osaa yhteenlas-
kun.

Seuraava luonnollisten lukujen peruskisite, alkuluku,
on jo portti hyvin syvillisiin ja avoimiinkin ongelmiin.
Voitaneen katsoa yleissivistykseen kuuluvaksi tietéda,
ettd jokainen ykkostéd suurempi luonnollinen luku voi-
na yhdelld ja vain yhdelld tavalla (vaikka alkutekijoi-
den yksikasitteisyys on niin tuttu asia ettd se saattaa
tuntua itsestddnselvyydeltd, sitd ei voi milladn tavalla
suoraan ‘ndhda’, vaan se vaatii kohtalaisen vaikean epé-
suoran todistuksen). Tam& antaa lukuihin toisen ylei-
sen nakokulman kuin niiden esittdminen kymmenjar-
jestelmén numeroilla. Luvuilla puuhailussa tulee téssa
yvhteydessd tarkedksi osata kertotaulu myos takaperin
eli muistaa sataa pienemmistd luvuista mitkd ovat al-
kulukuja ja miten jaljellaolevat saadaan pilkotuksi pie-

Rationaaliluvut (murtoluvut)

Vaikka rationaaliluvut kuvaavat kokonaislukujen suh-
teita, niiden luonteva esittely alkaa jatkuvien suurei-
den tasan jakamisesta - késitteet puolikas, kolmasosa,

kymmenesosa ja muut kddnteisluvut soveltuvat ongel-
mattomimmin tilanteisiin, joissa jako menee aina ta-
san kuten kakun jakamisessa (esim. neljaéd antiikkituo-
lia ei voi jakaa tasan kolmelle perilliselle). Rationaalilu-
ku esitetddn murtolukuna: nimittéja kertoo miten pie-
nista osista on kysymys, ja osoittaja ilmoittaa ndiden
osien lukumé&dran. Keskeinen apuoperaatio on murto-
lukujen laventaminen, jota tarvitaan niin keskindisen
jarjestyksen selvittdmiseen kuin yhteenlaskuunkin:

4.3 8 152
10 4 20 20 20

Pienimmé&n yhteisen nimittdjan 16ytamiseksi erisuu-
murtoluvuilla operoiminen on vaikeaa, ellei kertotaulua
osata ulkoa my0s takaperin. Murtoluvuilla laskemisen
taito on toisaalta erittdin keskeinen, koska vastaavia
operaatioita tarvitaan lahes kaikessa tata korkeammas-
sakin matematiikassa jatkuvasti. Téassa tietotekniikka
tuottaa vahinkoa kulttuurille, silld arkieldméssa murto-
luvuilla laskemisen tarve on vihentynyt, ja tdmén tai-
don motivoinnista on nyt tullut opetuksen haaste.

Téssd yhteydessd haluaisin my6s kiinnittdd huomio-
ta siihen, ettd yleensdkin kaikenlainen ‘nurin kdanta-
minen’ on raskasta ja vaikeaa ajatella siséllollisesti —
ja vaatii siis harjoittelua aivan samoin kuin urheilula-
jien liikeratojen omaksuminen, musisointi ym. Vaatii
esimerkiksi aina tiettyd ponnistusta hahmottaa, miten
monta prosenttia a on b:sté, jos b on niin ja niin monta
prosenttia a:sta. Formaali manipulointi kynéalla ja pa-
perilla auttaa usein téllaisissa tilanteissa, kunhan sen
sdannot on opittu ja mieluummin my6s ymmaérretty ja
siis tarkistettavissa ja reprodusoitavissa.

Adrettomyyteen liittyvid kysymyksid voisi sisiltys
yleissivistykseen enemmén kuin nyky&dn usein ajatel-
laan. Onhan yksi matematiikan hienoimmista ominais-
piirteistd, ettd ihminen siind pystyy tasméllisesti ka-
sittelemédn ddrettomia objekteja, joita ei arkielamés-
sé ollenkaan kohdata. Adrettomyytti ei koulumatema-
tiikassakaan pitéisi lakaista maton alle, vaan péinvas-
toin nostaa mahdollisuuksien mukaan esiin, nimeno-
maan sen paradoksaalisuuden ja kiehtovuuden takia.
On esimerkiksi varsin yksinkertaista selittdé, ettd vaik-
ka rationaaliluvut ovat tiheéssé, ne voidaan numeroida,
kun taas Cantorin nerokas diagonaaliargumentti osoit-
taa, ettd jatkuvia suureita kuvaavia reaalilukuja ei voi-
da. Tamantyyppiselle matemaattiselle yleissivistykselle
taskulaskimet ja tietokoneet eivat muodosta minka&n-
laista uhkaa.

Algoritmit

Seuraavaksi puhun lyhyesti algoritmin késitteestd. Ai-
heen térkeys ilmenee jo siitd, ettd algoritmin suorit-
taminen on tésmaélleen sitd mité tietokone tekee (kun
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jatetddn huomiotta koneen muistin rajallisuus sekd
sen kommunikointi ulkomaailman kanssa — algoritmi
pystyy tuottamaan vain pseudosatunnaislukuja, kun
taas reaalimaailmassa esiintyy ainakin nykyisen fysii-
kan mukaan todellistakin satunnaisuutta). Algoritmin
suorittaminen on taysin ‘mekaanista’, ennalta kiinnite-
tyn ohjelman mukaista (yksinkertainen esimerkki alem-
pana). Yleissivistykseen voisi kuitenkin kuulua huo-
mattavasti monivivahteisempi ndkemys algoritmeista
kuin toisaalta tieto niiden mekaanisuudesta, toisaalta
mielikuva tietokoneiden mahtavista kyvyisté.

Vaikka algoritmin suorittaminen on konemaista, hy-
van algoritmin keksiminen tai luominen tiettyyn teh-
tavaan voi olla hyvin vaikeaa. Merkittavit algoritmit
ovat kulttuurin kertyvéda rikkautta, ja sellaisten tun-
teminen ja ymmértdminen on osa sivistystd. Koulun
alaluokilla on kiytetty kohtalaisesti aikaa suurten lu-
kujen kerto- ja jakolaskun algoritmeihin, joiden tarve
kiytannon elaméssa on jyrkasti vihentynyt, kun laskut
tehddan koneilla. TAma esimerkki valaisee téarkeitd né-
kokohtia. Vaikka algoritmin suorittaminen sindnséd on
nimenomaan jotain mikd voidaan jattda koneen tehta-
vaksi, ihmisen taitojen elementit ovat varsin suurelta
osin luonteeltaan algoritmien osaamista. Naitd taas ei
voi kunnolla tuntea, ymmartéaa ja muistaa suorittamat-
ta ja harjoittelematta niitd. Tavanmukaisuus ja luovuus
ovat ihmisen toiminnassa erottamattomia. Monien yk-
sittédisten algoritmien térkeys yleissivistyksen tai jon-
kin alan koulutuksen osana voi silti muuttua radikaa-
listikin. Vaikka matematiikan oppiminen ei ole mah-
dollista ilman runsasta puuhailua lukujen parissa, sa-
taa pienemmaét luvut kenties riittévat padssa hallitta-
vaksi hiekkalaatikoksi? T&lloin jakokulmalla olisi sama
kohtalo kuin tuluksilla, joiden kéyttotaito kuului esi-
isiemme ihmisyyden perusteisiin.

Kolmas térked piirre algoritmien kokonaiskuvassa on,
ettd sen selvittdminen, mitd algoritmi tuottaa, voi ol-
la erittédin vaikeaa. Ei esimerkiksi ole algoritmia, jolle
voitaisiin sy6ttéda toisten algoritmien ohjelmakoodeja ja
joka sellaisen tutkittuaan kertoisi, pysahtyyko kyseinen
algoritmi joskus vai ei koskaan. Vaikka algoritmien toi-
minta on mekaanista, niiden analysoiminen on yleises-
ti ottaen kaikkea muuta kuin mekaanista. Esimerkiksi,
jonka voisi hyvin kertoa koulussakin, sopii seuraava:

3n + 1 —algoritmi

Sy6te: luonnollinen luku N > 0.

0.n:= N.

1. Jos n =1, lopeta.

2. Jos n on parillinen, n := n/2, muuten
n:=3n+ 1.

3. Mene kohtaan 1.

Kokemuksen mukaan tdmaé erittdin yksinkertainen al-
goritmi nimittain pyséhtyy kaikilla syotteilld IV, mutta
kukaan ei ole pystynyt tétd todistamaan. Suuri mate-
maatikko Paul Erdos sanoi téstd haasteesta: ‘Mathe-
matics is not yet ready for such problems’.

Logiikka ja todistaminen

Teoreema on matemaattinen viite, jolla on todistus eli
kyseessé olevan teorian méaaritelmista ja muista teoree-
man oletuksista véiitteeseen johtava paatelmien ketju.
Todistuksen kukin askel soveltaa joitakin logiikan paat-
telysédéantojen suppeasta valikoimasta. Todistuksen oi-
keellisuus on néin ollen periaatteessa mekaanista to-
dentaa, ja kirjaimellisestikin mikéli se on kirjoitettu
yksityiskohtia my6ten auki (mitd ei kiytédnnossa kos-
kaan tehd&). Téllainen todentaminen ei ole samaa kuin
todistuksen ymmaéartdminen, silld sen voi tehdd varsin
tyhmaékin kone. Toisaalta teoreeman totuutta, sen vélt-
tdmattomyytta, ei voi ymmaértéas tutkimatta sen todis-
tusta. Todistusten l6ytdminen on yleisesti ottaen vaike-
aa, ja merkittdvien todistusten ‘juonet’ ovat osa kult-
tuurisaavutuksiamme. Viitteiden todistamisella pitéisi
olla térked rooli my6s matematiikan kouluopetuksessa.

Muodollisen logiikan perusoperaatiot ovat ‘ei’ (—), ‘ja’
(N), ‘tal” (V), ‘kaikille z pétee, ettéd...’ (Va) sekid ‘on
olemassa x jolle pétee, ettd...’ (3z). Monia mutkik-
kaita kasitteitd ja luonnollisen kielen lauseita voidaan
analysoida loogisesti muotoilemalla niille ensin vasti-
neet yksinkertaisempien késitteiden ja loogisten ope-
raatioiden avulla. Esimerkiksi relaatio ‘z on y:n veli’
tarkoittaa samaa kuin

(Ja: ((a on x:n aiti) A (a on y:n &iti)))
A (Fi: ((¢ on a:n isd) A (i on y:n isd)))
A (y on miespuolinen)

Lyhyt sana ‘veli’ koodaa siis loogisen rakenteen, joka si-
saltdd myos kaksi eksistenssikvanttoria (3). Ehképa ai-
dinkielen ja matematiikan opetus voisivat kohdata lo-
giikan alueella? Naiden kosketuspinta siséltad jannitta-
vampiékin asioita kuin ylld viitattu luonnollisen kielen
looginen analyysi. Koko todistamisen késitteeseen, niin
matematiikassa kuin vaikkapa oikeudessa, voidaan ni-
mittédin ottaa ns. peliteoreettisen semantiikan tarjoama
dialoginen nékokulma, jota erityisesti filosofi Jaakko
Hintikka on kehitellyt pitkd&n ja monipuolisesti. Seu-
raava esimerkki valaisee perusidean:

Viite: Jonon 1/n raja-arvo on 0, kun n kasvaa rajat-
ta.

Sama formaalisti esitettynid: Ve > 0dmVn >
ml/n<e.

Tulkinta pelina:

e kaikki-kvanttori V edustaa vastustajan siirtoa; hén
saa valita minké tahansa luvun e, ja toisella vuorol-
laan minka tahansa luvun n, joka on suurempi kuin
m;

e eksistenssikvanttori 3 edustaa minun siirtoani; mi-
nun on valittava lukuni m taidolla.
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Voittostrategia: Vastustajan annettua luvun e valit-
sen sellaisen luvun m, ettd m > 1/¢; tilloin vastusta-
ja saa toisella siirrollaan valita minkd tahansa luvun
n > m muttei pysty kumoamaan relaation 1/n < ¢
totuutta.

Todistus voidaan siis tulkita strategiaksi, jolla wvoit-
taa aina. Niin paljon kuin tietokoneet eldmadamme vai-
kuttavatkin, ihmisten kiinnostusta pelaamiseen ne ei-
vt ole vihentédneet, pikemmin péin vastoin. Pelindko-
kulman tuominen monien mielesta rutikuiviin asioihin
kuten todistamiseen saattaisi olla tutkimisen arvoinen
asia myo6s kouluopetuksessa.

* ok ok

Lopuksi haluaisin huomauttaa, ettd edella kasiteltyjen
formaalin logiikan ja matematiikan ohella on toki pal-
jon muutakin, minké voidaan katsoa kuuluvan ‘loogisen
ajattelun kulttuuriin’, kuten seuraavat asiat:

Eri ‘tasojen’ erottaminen — milla tasolla milloinkin
keskustellaan.

Mallien ja todellisuuden erottaminen. Fysiikan teo-
riat ovat matemaattisia malleja luonnonilmibille,
ja taloustiede rakentaa (huomattavasti karkeampia)
malleja talouden ilmiéille. Mallien kaytto on erittain
tarkedd todellisuuden jasentdmisessd ja ymmarta-
misessd, mutta ne pitdd ymmartad konstruktioiksi.

93

"Ristiriitaisten”, "jannitteisten” kohteiden kisitteel-
listdminen (dialektiikka). Esimerkiksi Marxin mu-
kaan kapitalismissa on keskeistd se, ettd siinéd tyo
on samanaikaisesti seké kdyttoarvon ettd abstrak-
tin, mm. rahalla ilmennettdvan ‘arvon’ tuottamis-
ta.

Semiotiikka: kulttuurin merkkien ja merkitysten
valtavan verkoston elementtien huomaaminen (kos-
ka tutuinta on vaikea huomata) ja tutkiminen.
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