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Heronin ja Brahmaguptan kaavoista

Juhani Fiskaali
Oulun Lyseon lukio

Heronin kaava

Kolmio on jaykka kappale. Kun sivujen pituudet tun-
netaan, tiedetddn kolmion muoto ja myds ala. Kolmion
ala sivujensa lausekkeena on tunnetun Heronin kaavan
mukaisesti

A=/p(p—a)(p—b)(p—c),

missd p on kolmion piirin puolikas, p = %(a +b+c).
Johdetaan tdmai alan kaava ldhtemalld kolmion alasta
A= %ab sin~y. Eliminoidaan téstad sin~y kosinilauseen
antaman tuloksen a? 4+ b% — 2abcosy = ¢? ja identitee-
tin sin? 4+ cos? ¥ = 1 nojalla. Téssé v on sivujen a ja b
valinen kolmion kulma, jolle pétee erityisesti 0 < v < 7

ja siny = 4/1 —cos?~ > 0. Suoraviivaisella laskulla
saadaan
A= L bsiny = L by/1 2
= jabsiny = ga cos? y
2 2 _ 2\ 2
ST P o it
2 2ab
= —\/ 2ab)? — (a2 + b% — ¢2)?

= —\/ 2ab — a? — b2 4+ ¢?)(2ab + a? + b — ¢?)

= Z\/(c—a+b)(c+afb)(a+bfc)(a+b+c)

(a—b)?][(a+b)2 — 2]

- l\/(Qp — 2a)(2p — 2b)(2p — 2¢)(2p)
=V —a)p—b)(p—op.

Siten kaava A = /p(p —a)(p — b)(p —
tuksi.

¢) tuli todiste-

Brahmaguptan kaavan sekii Heronin kaa-
van uusi muotoilu

Nelikulmio ei ole jaykkd kappale. Nelikulmion muo-
to ei maaraydy, vaikka sivujen pituudet tunnetaan.
Nelikulmio muotoutuu mahdollisimman pyoreaksi sii-
néd mielessd, ettd alasta tulee mahdollisimman suuri
tasmaélleen silloin, kun nelikulmion vastakkaisten kul-
mien summa on oikokulma 7. Intialainen Brahmagup-
ta (600-luvulla) tunsi jo edelld luonnehditun syklisen
nelikulmion alan sivujen funktiona, nimittédin lausek-
keen A = /(p—a)(p—1b)(p—c)(p —d), missd p on
nelikulmion piirin puolikas, p = 1(a + b+ ¢+ d). Joh-
detaan téssd yleisen kuperan nehkulmlon alan lause-
ke ja paatelladn siitd vastaavan syklisen nelikulmion
ala. Olkoot kuperan nelikulmion sivut (vastapaivéises-
si) jarjestyksessd a, b, c ja d ja olkoon « sivujen a ja
b vélinen kulma sekd g sivujen ¢ ja d vilinen kulma.
Nelikulmion ala A on kahden kolmion alan summana
A= %ab sina + %cd sin 8. Téstd saadaan identiteetti

1642 = 462b? sin? o + 4¢2d? sin® 8
+ 8abcdsinasin 8. (1)
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Nelikulmion lavistéjan pituuden nelidksi saadaan kosi-
nilauseen mukaisesti

a’® 4+ b? — 2abcosa = ¢ + d? — 2¢d cos 3,
josta
(a® + b%) — (* + d*) = 2abcos o — 2cd cos .
Nelioon korottaminen tuottaa identiteetin
(@2 + 622 + (2 + d®)? — 2(a® + b2)(2 + d?)
= 4a2b? cos? a + 4¢?d? cos? B — 8abed cos a cos 3. (2)

Yhteenlaskulla saadaan kaavoista (1) ja (2) identiteet-
tis sin?z + cos?z = 1 ja kosinin yhteenlaskukaavaa
cos(a + ) = cosacosf — sinasin 8 hyviksi kitytta-
malla

16A% + (a® + )2 + (* +d*)? — 2(a® + b*)(* + d?)
= 4ab® + 4c*d* — 8abed cos(a 4 ).

Téasta saadaan sieventamalla,

1642 = 2(ac® + a*d® + b + b*d® + a®V* + *d?)
—(a* +b* + ¢* + d*) — 8abed cos(a + ).

Kun oikean puolen ensimmaiset termit tdydennetéin
nelioksi, saadaan

1642 = (a® + % + & +d?)* — 2(a* + b* + c* + d*)
— 8abed cos(a + B).  (3)

Kun merkitddn v = a + (8 ja kun kdytetddn sivujen
neliiden summalle, sivujen neljansien potenssien sum-
malle ja sivujen tulolle merkintdja N = a?+b?+c2+d>?,
Q = a* +b*+c*+d* ja W = abed, saadaankin kuperan
nelikulmion ala muodossa

1
AZZ\/N2—2Q—8WCOS’7. (4)
Selviisti ala A on suurin mahdollinen, kun cosy = —1.

Téaten v = 7 ja syklisen nelikulmion alaksi ja Brahma-
guptan kaavan uudeksi ilmiasuksi saadaan

A:i\/N2—2Q—8W. (5)

Alan lauseke (4) ei muutu, vaikka kulman - sijasta kaa-
vassa kiytettiisiin toisten vastakkaisten kulmien sum-
maa § = 27 — 7, silld cosy = cosd.

Kun nelikulmion yksi sivu asetetaan nollaksi, d = 0,
saadaan kaavasta (4) Heronin kaavan uusi muoto

1
A= Z\/(a2+b2+c2)2—2(a4+b4+c4). (6)

Heronin ja Brahmaguptan kaavojen
muotoilu sivujen potenssisummien avul-
la

Kaavasta (6) ndhd&én erityisesti, ettd kolmion alan las-
kemiseksi riittda tietda sivujen kaksi potenssisummaa
N=a?>+b>+c?ja Q= a*+b* + c*. Talldin kolmion

alaksi tulee
1
A= Z\/NQ —2Q.

Syklisen nelikulmion ala saadaan nelikulmion sivu-
jen potenssisummien lausekkeena kunhan symmetrinen
polynomi W = abed kaavassa (5) esitetddn potenssi-
summien avulla. Jos merkitddn symmetrisid potenssi-
summia isoilla kirjaimilla

M=a+b+c+d,

N=a2+b*+ 2+ d2,

P=a+0+3+d°
ja

Q:a4+b4+c4+d4,

saadaan syklisen nelikulmion alan kaava (5) hieman
vaivaa nakemdalld muotoon

A:%§¢M4+MW+8MP—6M%V—HQ

Mutta symmetriset polynomit ja niiden esittdminen
potenssisummien tai vastaavasti elementaaristen sym-
metristen polynomien avulla onkin jo toisen jutun aihe.



