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Johdanto

Mita ovat Eulerin luvut [T] ? Miten ne maaritellaan?

Eulerin luvut voidaan maéaéritella kertoimina, kun po-
tenssit k™ esitetddn tiettyd muotoa olevien binomi-
kertoimien lineaarikombinaationa. Seuraavasta kahdes-
ta esimerkistd ilmenee, millaisia lineaarikombinaatioi-
ta tdssa tarkastellaan. Esimerkiksi, olisikohan olemassa
sellaiset kertoimet x,y ja z, ettd kehitelméa
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on voimassa jokaisella positiivisella kokonaisluvulla k.
Tai, olisikohan olemassa sellaiset kertoimet a,b,...,e€,
ettd lineaarikombinaatio (identiteetti)
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on voimassa. Jos ja kun mainitunlaiset identiteetit ovat
voimassa, kertoimia x,y, ..., d, e kutsutaan Eulerin lu-
vuiksi. Lukuja merkitdén symboleilla [m] , Missd m ja

7 ovat kokonaislukuja ja 1 < 7 < m. Edella
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ovat Eulerin lukuja. Seuraavissa kohdissa perehdytain
sithen, kuinka mainitut luvut voidaan laskea. My6hem-
min kohdassa "Eulerin luvut ja permutaatioiden kas-
vuindeksit” huomataan, ettd Eulerin lukujen ja permu-
taatioiden vélilld on mielenkiintoinen yhteys. Eulerin

luku ilmoittaa, monellako lukujen 1,2,3,...,m

permutaatiolla on kasvuindeksind luku j. Koska ta-
paamme néitd lukuja tassdkin kirjoituksessa kahdessa
aivan erilaisessa yhteydessé, luvut varmasti ovat merki-
tyksellisid ja universaaleja. Erdana lukujen sovellutuk-
sena lasketaan kohdassa ”"Sovellutuksena potenssisum-
mien kaavat” potenssisummia. Saaduista potenssisum-
mien esityksistd (kaavoista) tehdddn viimeisessd koh-
dassa "Potenssisummien ominaisuuksia” joitakin ylei-
sia johtopaatoksia.

Lukujen mairitelma ja palautuskaava

Suoralla laskulla voidaan todeta, etté esimerkiksi seu-
raavat positiivisten kokonaislukujen identiteetit ovat
voimassa,

()
e~
(1) ()



Solmu 2/2011

ja
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n .
) ovat nollia,
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jos n < m. Yleisemmin haluaisimme tietdd kertoimet

Huomattakoon, ettd binomikertoimet <

Zn} identiteetissa

. .. |m -
kun m on annettu kokonaisluku. Kertoimia , issé

1 < 57 < m sanomme Eulerin luvuiksi. Luvut voidaan
kirjoittaa kolmioksi Pascalin kolmion tapaan. Kolmion
huippu on edelld esitettyjen potenssikehitelmien mu-
kaan
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g] = 4. Enta mi-

ten saadaan kolmion viides rivi? Miten uusi rivi saa-
daan jo saaduista riveistd? Palautuskaavan etsimisessé
hy6dynnetédédn binomikertoimien rekursiokaavaa
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Johdetaan tissa Eulerin kolmion viides rivi, kun neljés

rivi on tiedossa; vastaavalla tavalla paitelldadn yleinen
palautuskaava. Saadaan

Kolmiosta luetaan, ettad esimerkiksi {
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Téastd ndhdéddn, miten Eulerin kolmion viidennen rivin
alkiot saadaan neljannen rivin alkioista. Viides rivi on
taten

126 66 26 1,

missa esimerkiksi jalkimméainen 26 on kerroin
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Yleisesti, tarkastelemalla potenssia
Etl = k™
saadaan vastaavalla tavalla palautuskaavat

m+1 ml . m .

. =|.17+1. m—j+2). R
{ 3} L]] L—J( Jr2 1
Alkuehtoina voidaan pitaéd sité, ettd Eulerin kolmion

kukin rivi alkaa luvulla 1 ja paattyy lukuun 1. Kaavaa
soveltamalla kolmion kuudenneksi riviksi tulee

1 57 302 302 57 1
ja seitseméanneksi

1 120 1191 2416 1191 120 1.

Algoritmi Eulerin lukujen laskemiseksi

Algoritmi perustuu edelld jo mainittuun binomikertoi-
mien rekursiokaavaan, erityisesti sen erotusmuotoon

(n?) - <Z> B (k:)'

Algoritmissa lasketaan potenssijonon erotusjono, ero-
tusjonon erotusjono jne. sopivaan maardan asti ja lue-
taan jonojen matriisin viimeiseltd riviltd etsityt Eulerin
kolmion luvut. Jos esimerkiksi halutaan saada kolmion
kolmas rivi, lihdetéén jonosta ()52, missd x5, = k.
Saadaan jonon ja erotusjonojen matriisi

1 8 27 64 125
1 7 19 37 51
1 6 12 18 24
15 6 6 6
14 1 0 O

Téssd viimeiseltd riviltd on luettavissa, etté

3 3 .13
R
sekd padteltivissa, etta
k+2 k+1 k
k= 4 :
(37) (5 )+ 6)

Nimittdin lahdettdessd binomikertoimien muodosta-
masta jonosta, matriisin viimeisen rivin yhdelle paikalle
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tulee ykkonen ja muille paikoille nollat. Esimerkiksi jo-

e <k+ 2
noa, jaseninddn xj = 3 ) k=

matriisin ensimmaéinen rivion 1 4 10 20 ... ja viides
rivil 0 0 0 .... Jos ki&ntden matriisin viides rivi on

esimerkiksi0 4 0 0 ...,

k+1
muotoa x; = 4 —;,_ ), k = 1,2,.... Kun siis halu-

taan Eulerin kolmion m:mnen rivin alkiot, muodoste-
taan erotusjonojen matriisi lahtemélla jonosta, jonka
jasenet ovat xp = k™, k=1,2,3,....

1,2,..., vastaavan

ovat ensimmaisen rivin alkiot

Eulerin lukujen eksplisiittinen kaava

Tarkastellaan kaavan johtamista esimerkin valossa. Jos
halutaan, ettd on voimassa identiteetti

5 n+4 n+3

= b

e=a("5 ) el
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antamalla perédjialkeen arvot n = 1,2,...,5, saadaan

a= ? =1°=1,
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Yleisemmin saadaan kaava
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Siten esimerkiksi

ja

Eulerin luvut ja permutaatioiden kas-
vuindeksit

Tarkastellaan lukujen 1,2,3,..., m permutaatioita ja
permutaation kasvuindeksid. Kun m = 5, niin esimer-
kiksi 23541, 53142 ja 54321 ovat lukujen 1,2,3,4 ja
5 permutaatioita (pelkistetysti kirjoitettuna). Mainit-
tujen jonojen kasvuvélien lukumaéériksi ja siten jono-
jen kasvuindekseiksi saadaan 1 +1+ 14+ 040 = 3,
1404+04+140=2jal4+0+0+0+40 = 1. (Tulkintana
on, ettd jonon alku on kasvuvéli, loppu puolestaan ei
ole kasvuvéli.) Selvésti viiden alkion jonon kasvuindek-
si on jokin luvuista 1,2, 3,4 tai 5. Jos nyt kuudes alkio
(= 6) sijoitetaan viiden alkion jonon kasvuvéliin, synty-
neen jonon indeksi on sama kuin alkuperéisen jonon in-
deksi. Jos puolestaan uusi alkio sijoitetaan véliin, joka
ei ole kasvuvili, uuden jonon indeksi on yhtéd suurem-

pi kuin alkuperéisen jonon. Jos tarkoittaa niiden

m
k
m-jonojen lukumaéraa, joilla on indeksiné k, saadaan
dskeisen harkinnan perusteella palautuskaava

[mljl} M b+ {kml] (m—k+2),

joka ilmoittaa, monellako (m + 1)-jonolla on indeksi-
né k. Mutta kaavahan on juuri Eulerin lukujen palau-
tuskaava (R). Vilitén havainto permutaatioista ja kas-

m
vuindekseistd on, ettd >

k=1
mion vaakarivin alkioiden summa on vastaavan rivinu-

1;;] = m/! Siis Eulerin kol-

meron kertoma.

Sovellutuksena potenssisummien kaavat

Koska binomikertoimien summakaava on yksinkertai-

nen, ». ( > = <n+ ), saadaan edelld esitellyista
k=1 m+1
potenssien kehitelmisté vastaavat summakaavat. Taten
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ja viela yhtend esimerkkiné
- 4
6 6
k=1
n+3 n+2 n+1
66 26

1
EnQ(n +1)%(2n% +2n - 1).

Potenssisummien ominaisuuksia

Summien binomikerroinkehitelmistd seuraa (yhteisen
tekijén erottamisella) tulos, ettd polynomi in(n+1) =
n n

> k on summapolynomin Y k™ tekijd, aina kun m

k=1 k=1
on positiivinen kokonaisluku. Lisdksi, kun eksponentti

n
m on parillinen, on 2n+1 summan », k™ tekiji. TAma
k=1

1 n
ilmenee siité, ettd arvolla n = —5 summan Y k™ bi-

k=1
nomikerroinkehitelmésséa termit ovat pareittain nollia

ja siten koko summa téllda muuttujan arvolla on nolla.
Esimerkiksi, kun

Zk4: (n+4)+11(n+3)+11(n+2)+(n+1)7
P 5 5 5 5

sievenevit pareittain lasketut summat

(57 (%)
(7))

ja

nolliksi ja siten Eulerin lukujen symmetrian takia ko-

1
ko potenssisumma on nolla arvolla n = —35 Siispé

n
2n + 1 on summan Y. k? tekiji (ja yleisemmin paril-
k=1

n
listen potenssisummien » k™ tekija). Siten parillisten
k=1
n

potenssisummien polynomeissa Y k™ on aina tekijané
k=1

> k% = gn(n+1)(2n + 1). Esimerkiksi identiteetti
k=1

kGZ 1{52 (2.4 a3 2 -
; (; ) (7n +7n 7n—i—,?)

n
on voimassa. Summan Y k™ tekijdnd nédyttaisi olevan
k=1

n n

polynomi 3" k3 = (3" k)2, kun eksponentti m on pa-
k=1 k=1

riton kokonaisluku ja m > 3. Esimerkiksi pétee

~ ~ 2 2 1
kS = B3 (Zn2+ Zp— ).
D= K) G k- g)

Tédmén otaksuman todistaminen on haastavampaa
kuin vastaavan parillisia potenssisummia koskevan
vaittdman todistus. Parillisten potenssisummien ta-
pauksessa riitti ndyttda, ettd n = 0,n = —1 jan =

1
—— ovat summapolynomin yksinkertaisia nollakohtia,

mutta parittomien potenssisummien tapauksessa tulisi
nayttad, ettd 0 ja —1 ovat summapolynomin kaksinker-
taisia nollakohtia.



