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Kahdeksan tehtavaa peruskoululaisille

Matemaattisten aineiden opettajien liiton Peruskoulun
matematiikkakilpailun ensimmainen kierros

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Matemaattisten aineiden opettajien liitto MAOLin
vuotuiset koululaiskilpailut ovat kaksikierroksisia. Lu-
kuvuoden 2010-11 alkukilpailut pidettiin kouluissa
marraskuun alussa. Kilpailuja on kaksi, peruskoulun
ja lukion, ja lukion kilpailu kiydadn kolmessa sarjas-
sa. Sarjat perustuvat kilpailijoiden ikd&n, mutta halu-
tessaan voi kilpailla omaa ikd& vanhempienkin sarjassa.
Peruskoulukilpailun osallistujat ovat yleensé yhdeksés-
luokkalaisia. Téassé kirjoituksessa esitellidin Peruskou-
lun matematiikkakilpailun alkukierroksen tehtéavét ja
yritetddn myoOs ratkaista niitd. Kirjoittaja ei ole itse
ollut tekemisissad tehtédvien laadinnan tai tulosten ar-
vioinnin kanssa, joten esitetyt ratkaisuehdotukset ovat
luonteeltaan epévirallisia.

Peruskoulukilpailussa oli kahdeksan tehtévaa. Ratkai-
semiseen oli aikaa vain 50 minuuttia. Kilpailuun osal-
listui noin 13000 oppilasta. Pisteité oli jaossa 48. Par-
haat pisteet, 45, sai Urjalan Huhdin koulun Jenna Koi-
vu. Sadan parhaan joukkoon pédsi pisteméaralla 29 eli
noin viiden tehtavin ratkaisemisella.

Kilpailu alkoi perinteiselld kellon osoittimien vélista
kulmaa koskevalla tehtavalla.

1. Kuinka suuri on kellon viisarien védlinen kulma, kun

kello on a) 8.00, b) 12.45%

Kun tuntiosoitin kiertdé kellotaulun 360° 12 tunnissa,

niin yhdessé tunnissa se kiertyy 30°. Kello 8.00 minuut-
tiosoitin osoittaa kohti 12:ta ja tuntiosoittimella oli-
si nelja 30° jaksoa minuuttiosoittimen luo: a-kohdassa
vastaus on siis 120°. Kello 12.45 minuuttiosoitin osoit-
taa kohti yhdekséd, joten sen ja kello 12:n suunnan vé-
linen kulma on 90°. Tuntiosoitin on kuitenkin siirtynyt

3/4 12:n ja yhden vélisestd kulmasta eli % -30° = 22,5°.

Osoittimien vélissi on siis kulmaa 112,5° = 112°30".

Toisessa kilpailutehtavissa oli paateltdva kahden jou-
kon yhteisen osan eli leikkausjoukon koko, kun osajouk-
kojen ja joukkojen yhdisteen komplementtijoukon koot
tunnettiin.

2. Koululaisten harrastuksia tutkittiin. Viidenkymme-
nen koululaisen joukosta 33 koululaista harrasti jad-
kiekkoa, 24 koululaista harrasti sahlyd ja 8 koululais-
ta ei harrastanut jadkiekkoa eikd sdhlyd. Kuinka moni
koululainen harrasti sekd jddakiekkoa ettd sahlya?

Vastaus selvidé, kun ensin huomataan, ettd vihintaan
jommankumman lajin harrastajia oli 50 — 8 = 42. Kun
tasta vahennetddn 24, saadaan pelkdn jadkiekon har-
rastajien lukumaara 18. Kun jaakiekkoilijoita oli kaik-
kiaan 33, on sekd jadkiekkoa ettd sdhlyd harrastavia
33 — 18 = 15. Varmuuden vuoksi voi vield laskea vain
sdhlyd harrastavien maaraksi 42 — 33 = 9 ja sidhlyn
ohella jadkiekkoakin pelaavien méaridn 24 — 9 = 15.
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Kolmanteen tehtavaan liittyi kuvio. Kysymys oli kui-
tenkin oikeastaan kokonaislukujen ominaisuuksista. Sa-
ma idea oli taustalla, kun vuonna 1974 ryhdyttiin 1a-
hettdméadn avaruuteen ns. Arecibo-radiosignaalia, joka
koostui 1679:std eli 73 - 23 merkisté, jotka signaalin ole-
tetun vastaajan toivottiin ymmaértavin suorakulmiok-
si.
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3. Kahdestatoista pienestd neliéstd voidaan muodostaa
kolme suorakulmiota. Kuinka monta suorakulmiota voi-
daan muodostaa 196 pienestd neliosta? Ilmoita suora-
kulmioiden mitat.

Jos neliot ovat p:ssi rivissd ja ¢:ssa sarakkeessa, niin
pq on nelididen lukumééra. Se, ettd 12 nelistd saa-
daan kolme erilaista suorakaidetta johtuu siitd, etté
12 =1-12 = 2-6 = 3 - 4; muita tapoja lausua 12
muodossa pq, p < ¢, ei ole. Nyt 196 = 4 - 49 = 22 . 72,
Jos 196 = pq, p < q ja p ja q ovat positiivisia koko-
naislukuja, niin seuraavat viisi paria (p, ¢) ovat mah-
dollisia: (1, 196), (2, 98), (4, 49), (7, 28), (14, 14). Suo-
rakulmion korkeus on kunkin parin edellinen luku ja
leveys jalkimméinen (jos suorakaiteet ajatellaan asete-
tuksi samalla tavoin kuin mallikuvassa).

Seuraava tehtdvd vaati jonkin verran oivallusta. Voi
olettaa, etd nopealta vastaajalta saattaisi jadda muu-
tama tapaus huomaamatta.

4. Kuinka monta yhteistd pistettd kolmion ja nelikul-
mion reunaviivoilla voi olla? Piirrd mallikuva jokaises-
ta tapauksesta.

Jos hyvin kiy, kolmion ja nelion jokin sivu sattuvat ai-
nakin osaksi pédllekkéin. Talloin yhteisid pisteitd on
adrettoméin monta: niinhén janalla aina on (jos janalla

olisi vain darellinen maéré pisteité, niin jotkin kaksi oli-
sivat vierekkiin ja muodostaisivat janan péaétepisteet;
talld janalla olisi sitten uusia pisteitd). Jos nelikulmion
ja kolmion mitkdan sivut eivéit ole samalla suoralla, niin
jokaisella nelion sivulla on enintddn kaksi yhteistd pis-
tettd kolmion sivujen kanssa. Suorahan ei pysty kol-
mion kaikkia kolmea sivua leikkaamaan. Niinp& nelion
ja kolmion piireilld voi téssa tilanteessa olla enintddn
kahdeksan yhteistd pistettd. Sopivanmuotoisen, ei kui-
tenkaan kuperan nelikulmion avulla voi osoittaa, etta
kahdeksaan pisteeseen todella padsee. Kun tésté tilan-
teesta ldhtee ja nelikulmiota sopivasti liikuttaa, ensin
niin, ettd yksi nelikulmion kérki osuu kolmion sivuun
jne., ndkee helposti, etté yhteisia pisteita voi olla n kap-
paletta, missd n saa kaikki arvot O:sta 8:aan. Erilaisia
mallikuvioita saa siis piirtda kaikkiaan 10 kappaletta.

Kilpailun viides tehtéva kasitteli suuria lukuja ja laa-
tumuunnoksia. Tehtdvan aihe oli saatu edellisen ke-
vadn uutistapahtumasta, Eyjafjallajokull-jaatikon tuli-
vuorenpurkauksen seurauksista, ja a- ja b-kohtien vas-
tausten erihenkisyyden voi ajatella osoittavan kauniisti
yksi- ja kaksiulotteisuuden eroa.

5. Viime kevadna islantilainen tulivuori sekoittt Fu-
roopan lentolitkenteen. Tuhkaa nousi ilmaan noin sata
miljoonaa kuutiometrid. a) Kuvitellaan tuhka 2 met-
rid paksuksi kerrokseksi moottoritielle. Tien leveys on
50 metrid. Kuinka monta kilometrid pitkdlle matkalle
tuhkaa riittdisi? b) Euroopan maa-ala on noin 10 mil-
joonaa neliokilometrid. Kuinka paksu tuhkakerros olisi,
jos tuhka olist levinnyt tasaisesti tdlle alueelle? c) Maa-
ilman suurimmat konttialukset kuljettavat noin 10000
konttia kerrallaan. Kolmeen konttiin mahtuu yhteensd
100 kuutiometrid tavaraa. Kuinka monta tdllaista lai-
vaa olist tarvittu tuhkamddardn kuljettamiseksi Islannis-
ta?

a-kohdan luvut ovat mukavia. Metrilld moottoritieta
olisi juuri 100 m? tuhkaa, joten koko tilavuus 10% m?
vaatisi 10® metrid eli 1000 km tietd. Suomessa on vi-
hén alle 800 km moottoriteitd. b-kohdassa on otetta-
va huomioon, ettéd kilometri on 1000 metrié, joten ne-
lickilometri koostuu miljoonasta neliometristd. Euroo-
pan alan approksimaatio on siis 107 - 106 = 10'® ne-
lidmetrid. Tasan Euroopan yli levitettynid 108 m3 oli-
si siis 103713 = 107 m paksu. Kun millimetri on
1073 metrii, niin millimetreissi paksuus olisi 1072 =
0,01. c-kohdan konttialus kuljettaisi 100 - 10000/3 =
105/3 kuutiometrii. Tarvittavien alusten miiri olisi
siis 108/(109/3) = 300. — Tuhkakuutiometrin massaa
ei ilmoiteta. Jos tuhka on kiviaineksen tapaan selvis-
ti vettd raskaampaa, niin voi olla epéselvad, pysyyko
tuhkaa téyteen lastattu alus kunnolla pinnalla.

Seuraava tehtdvd on melko tavanomainen nopeus- ja
matkalasku. Fysiikan opetukseen piintynyt pedantti-
suus lienee tuonut tehtdvin konkreettisuuteen jotenkin
huonosti istuvan vauhti-sanan.



Solmu 1/2011

Suuri Kivi

4kmi|lC

Vanha tammi  Lahde

6. Kolme wvaeltajaa kulkee samaa kolmionmuotoista
reittid. Anna ja Bella kdvelevdt samalla vauhdilla, mut-
ta Claran vauhti on kaksi kertaa niin suuri kuin heiddn.
Anna ja Bella lihtevdt lihteen luota kello 10 vastakkai-
sitn suuntiin. Clara ldhtee vanhan tammen luota kello
11 samalla hetkelld, kun Anna ohittaa tammen ensim-
mdaista kertaa. Milloin Clara ja Bella kohtaavat ensi
kerran?

Kuvion mukaan Bellalla on kello 11 matkaa vanhalle
tammelle 6 km. Koska Claran nopeus on kaksi kertaa
Bellan nopeus, he kohtaavat, kun Clara on kivellyt 4
km ja Bella 2 km, eli juuri suuren kiven luona. Kun
Bellan nopeus on 3 km/t, niin aikaa kello 11:sté oli ku-
lunut 2/3 tuntia eli 40 min. Kello oli siis 11.40.

Toiseksi viimeisessé tehtavassé oli kulkukaavio, joka ku-
vasi aika erikoista algoritmia. Vastauskaan ei ole kovin
yksinkertainen.

7. Lihde kohdasta a. Kulje nuolten suuntaan. Tee mer-
kitty laskutoimitus tai jatka ehdon mddaradmdadn suun-
taan. a) Miki luku on x. jos a = —67 b) Mikd luku
on x, jos a = — ¢ ¢) Mitkd positiiviset luvut a antavat

katkki saman tuloksen x?

a- ja b-kohdissa voi tehda laskut kulkukaavion mu-
kaan. Siis =6 - —6+7=1— V1 - 3-1=3ja
1.1 7_% 8§ , _8__4 _kohdan k

9—>9—|— =79 —>3—> 6= 3.(: ohdan kysymys
on jossain méarin epamadriinen. Kilpailun jarjestdjien
julkaisemista ratkaisuista péadtellen tarkoitus oli etsid
sellaisia eri lukuja a = a, joihin sovellettuna algoritmi
tuottaa saman luvun x = . Kun tehtavissa kuitenkin
esiintyy parametri x ja tuntematon a, niin tehtévin
normaali ensisijainen lukutapa voisi pelkistettyna olla
“mitka luvut a > 0 ovat sellaisia, ettd algoritmi tuottaa
tulokseksi luvun = x?”; siis x annettu suure ja a z:sté
riippuva, ei valttdmaéattd yksikédsitteinen ratkaisu. Jos
0 < a < 3, algoritmin ensimmainen haarautumiskohta
johtaa vasemmanpuoleiseen tiehen, ja koska a + 7 > 2,
toinen haarautumiskohta johtaa oikealle. Lopputulok-

1
sena on siis x = fgx/a + 7. Tamé& merkitsee sité, etta

a = 42% — 7 ja koska 0 < a < 3, ratkaisuja saadaan

5 1
\/; <z< —5\/7.
Jos taas a > 3, ensimmaéinen ehto johtaa oikeanpuo-
leiselle reitille. Oikeanpuoleisen reitin tuottama z on
aina > 15. Kun o < 15, ratkaisua a ei ole. Algoritmin
oikeassa haarassa oleva silmukka aktivoituu vain, jos
ehdossa testattava luku on < 15. Jos & > 16, silmuk-
kaa ei ole kierretty, ja siis x = a+ 8 eli a = x — 8. Jos
15 < x < 16, niin silmukkaa on kierretty 0, 1, 2, 3 tai
4 kertaa, eliz=a+8,a+9, a+ 10, a+ 11 tai a + 12.
Jos viimein x = 16, silmukka on voitu kiertadé viisikin
kertaa, ja mahdolliset a:n arvot ovat 3, 4, 5, 6, 7 ja 8.
— Edelld sanottu siséltda ratkaisun myds tehtdvan toi-

vain, kun 7 < 422 < 10 eli kun —

5
seen tulkintaan. Koska kaikkiin ehdon —\/; <x <

f%\ﬁ ja kaikkiin ehdon z > 16 toteuttaviin lukuihin
z liittyy tasan yksi a, edellisiin @ < 3, jalkimmaisiin
a > 8, ja kun ehdon 15 < z < 16 toteuttaviin lukuihin
liittyy ehdon 3 < a < 8 toteuttava a, niin tilanne, jos-
sa useampi kuin yksi a johtaa samaan x:4&n, esiintyy
silloin, kun joko a on jokin luvuista 3, 4, 5, 6, 7, 8 tai
a on jokin luvuista a’, a’ + 1, @’ +2, ' + 3 ja a’ + 4,
missé a’ on jokin ehdon 3 < o’ < 4 toteuttava luku.

Kilpailun viimeisen tehtdvéan innoittajana oli ollut ve-
rohallinnon nettisivuilta 16ytynyt kémméahdys. Verot-
tajalle on itse kukin varmaan mielelldédn vahingoniloi-
nen. Tehtdvidn lainattua jaksoa ei kuitenkaan en&i
31.12.2010 16ytynyt verohallinnon ohjeistuksesta, mut-
ta googletus osoitti, ettd sangen monet tilitoimistot oli-
vat sen kritiikittd kopioineet ja yhéa pitivat sitéd esilla
asiakkaidensa tarpeita palvelemassa.

8. Verohallinnon verkkosivulla oli 13.7.2010 seuraa-
va ohje arvonlisidveron laskemiseksi tuotteen verollises-
ta hinnasta: “Tuotteen hintaan sisdltyvd arvonlisdve-
ron mddard selviad kdyttamdlld laskukaavaa: verolli-
nen hinta x sovellettava verokanta/100 + so-
vellettava verokanta. FEsimerkki: Tuotteen verolli-
nen hinta on 5000 euroa ja sithen sovelletaan nor-
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maalia 22 %:m verokantaa. Vero saadaan laskemalla
5000 x 22/122 = 901,64 euroa. Tuotteen veroton hinta
on 5000 — 901,64 = 4098,36 euroa.”

a) Kirjoita lihavoitu ohje yhtdlonmuotoisena laskukaa-
vana kayttden seuraavia muuttujannimid: a = arvonli-
sdvero, v = verollinen hinta, k = sovellettava verokan-
ta. b) Mikd on veron suuruus tdsmdlleen ohjeen mu-
kaan laskettuna? ¢) Kirjoita edelli kirjoittamasi kaava
silld tavalla korjattuna, ettd siitd saadaan arvonlisdve-
rolle estmerkissa ilmoitettu otkea tulos.

Lihavoitu laskukaava annetuin symbolein on a = 100 +
k. Kaavahan on mieleton, koska siiné yritetdén laskea
yhteen laadullista suuretta v, euroja, ja laadutonta ve-

rokantaa k. b-kohtaan ei siis voi antaa vastausta, ve-
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ron suuruutta ei voi kaavan perusteella laskea ollen-
kaan (ellei jollain tavalla pddtd prosenttien ja euro-
jen vaihtosuhdetta). Kaavan oikea asu perustuu siihen,
ettd verokantaa sovelletaan tuotteen tai palvelun ve-

k
rottomaan hintaan v’; vero on a = ——v’. Toisaalta
k 100 + &
= = (1+— v = [ ——— ) ¢/. Tasti
v v+ a <+100)v < 100 >v asta
100 kv

seuraa, ettd v = v ja viimein a =

100 + k& 100+k
vk /(100 + k). Verohallinnon tekstinlaatijalta olivat siis
unohtuneet sulkeet; olisi pitdnyt kirjoittaa "verollinen
hinta x sovellettava verokanta/(100 + sovellettava ve-
rokanta)” tai olisi pitanyt kdyttaa vaakasuoraa jakovii-
vaa.
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Katso myos kirjoitus lehdestd Solmu 3/2010.
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