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4.1. Johdanto
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Logaritmien keksiminen on matematiikan historiassa tapahtuma, jolla ei ole ver-
taista. Moni matematiikan késite on kehittynyt ja kypsynyt satoja tai jopa tuhansia
vuosia ennen lopullista muotoaan. Toisin on logaritmien tapauksessa. skotlantilai-
sen paronin ja linnanherran John Napierin (1550-1617) vuonna 1614 julkaisema
kirjan Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio tuli kuin “’salama kirkkaalta tai-
vaalta”. Logaritmit eivét olleet jatkotyd kenenk&én edeltdjan keksinnolle, vaan Na-
pier loi logaritmijarjestelmén alusta aina valmiiksi saakka tdysin itsendisesti. Kir-
jassa esitelty logaritmijérjestelma otettiin vastaan kiittden ja tieto logaritmien kek-
simisestd levisi saman tien lépi koko tunnetun maailman. Kiitolliset karttojenlaati-
jat, maanmittaajat, merenkulkijat (navigoinnin helpottuminen) sekd ennen kaikkea
tahtitieteilijat ryhtyivat kdyttdmain sitd hyvin pian ilmestymisen jalkeen. Nopea
kayttoonotto johtui siité, ettéd Napierin keksinnolle oli olemassa suunnaton tarve,
erityisesti astronomien keskuudessa. 1500-luvun lopulla ja 1600-luvun alussa, ai-
kana jolloin mm. kuuluisat tdhtitieteilijat Johannes Kepler (1571-1630), Tyco Bra-
he (1546-1601) ja Galileo Galilei (1564-1642) tekivit uusia ja merkittdvid havain-
tojaan oli astronomien suoritettava tarkkojen havaintojen liséksi myos hankalia tri-
gonometrisid laskuja vilineindén vain kynd, paperia ja sinitaulukko. Itse Napier on
todennut, ettd

Matematiikassa ei ole mitddn niin vaivalloista, kuin suurten lukujen kerto- ja jakolaskut seka
nelio- ja kuutiojuuret, koska niihin kuluu valtavasti aikaa ja ne ovat alttiita huolimattomuus-
virheille.

Kéaytdnnon syistd Napierin muokkasi alkuperdistd logaritmijarjestelméédnsa yhdessd
englantilaisen Henry Briggsin kanssa. Tastd tyosté tuloksena oli yleiset 10-
kantaiset logaritmit, joiden ensimmadinen, joskin osittain puutteellinen, taulukko
julkaistiin 1624. Téssd Briggsin ja Napierin yhteistyon tuloksena syntyneessa jar-
jestelmadssa toteutuu elegantilla tavalla John Napierin alkuperdinen paamaéra: luo-
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da menetelm4, jota kayttdmaélld kertolasku on mahdollista muuntaa yhteenlaskuksi,
jakolasku viahennyslaskuksi seké juurten laskeminen kahdella, kolmella, jne. jaka-
miseksi, silld tutut logaritmikaavat log ab = log a + log b, log (a/b) =log a - log b
jalog a" = nlog a ovat tdssd jarjestelmdssa voimassa.

Logaritmit olivatkin matemaatikkojen ja luonnontieteilijdiden korvaamaton apu
350 vuoden ajan 1600-luvun alkupuolelta 1970-luvulle saakka, kunnes taskulaski-
met ja tietokoneet syrjayttivit logaritmit laskennan apuvélineend. Vield niinkin
myohéén kuin 1964 Englannin Royal Society julkaisi uudet logaritmitaulukot 110
desimaalin tarkkuudella. Ranskalainen matemaatikko Laplace on kiteyttinyt loga-
ritmien merkityksen toteamalla, ettd "laskelmissa tarvittavan tydmaaran viahentyminen li-
sasi tahtitieteilijan elinidn kaksinkertaiseksi”.
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4.2. Historia ja kehittyminen

4.2.1. Prostafaireesi

Jo ennen Napierin keksint6d matemaatikot tunsivat ja kayttivét joitain
prostafaireesiksi' kutsumiaan menetelmia. Esimerkiksi tutun trigonometrisen
muunnoskaavan 2sina sin 8 =cos(c — 8) —cos(a + ) avulla kertolasku voidaan
muuttaa yhteen- ja vahennyslaskuksi. Vastaavia trigonometrisia yhtélgita oli
kaytossd muitakin, myds jakolaskulle. Napier oli tietoinen prostafaireesista ja on
mahdollista, ettd hin sai innoituksensa juuri téstd ilmiosti. Hénelle oli kuitenkin
selvdd, ettd tillaiset trigonometriset yhtélot eivét voineet tuoda lopullista apua
tahtitieteilijan arkeen, silld prostafaireesikin oli edelleen lilan monimutkainen
ollakseen todellinen helpotus suurten lukujen kanssa painivalle.

Esimerkki prostafaiseesin kaytosti

cos(a — 3) —cos(a + )

Muunnetaan yhtilon 2sinasin 8 =cos(a — ) —cos(a + ) eli yhtdlon sinasinff = 5

avulla kertolasku 0,87462 - 0,25882 yhteen- ja vihennyslaskuksi:

1. Etsitédén kulmat o ja f, joille sin o= 0,87462 ja sin f =0,25882. Kyseiset kulmat ovat o = 61,0° ja
B =15,0°.

2. Mééritetdédn kyseisten kulmien erotus ja summa: o — 3 =46°ja o + 3 = 76°.
3. Miaritetddn erotuksen ja summan kosinit: cos 46° = 0,69466 ja cos 76° = 0,24192.

4. Kertolaskun lopputulos on kohdan 3 lukujen erotus jaettuna kahdella:
0,87462 - 0,25882 = (0,69466 — 0,24192) : 2 =0,22637.

Tulos on luonnollisesti vain viiden desimaalin tarkkuudella oleva likiarvo, tisméllinen tuloksen ollessa
0,2263691484. Usein kuitenkin laskujen lopputuloksen ei tarvinnut olla tdismélleen oikein, vaan mittaustu-
losten ollessa kyseessé lopputulos olisi joka tapauksessa taytynyt pyOristaa.

On hyvéa muistaa, ettd kaikki kuusi trigonometrista suhdetta, erityisesti tietenkin sini ja kosini, tunnettiin
1600-luvun alussa jo hyvin. Ndille oli tarjolla runsaasti erilaisia taulukoista, joista oli suhteellisen helppoa
tiettyd kulmaa vastaava sinin arvo tai maérittaa tiettyé sinin arvoa vastaavan kulman suuruus. Yleisesti kéyte-
tyissi sini- ja kosinitaulukoissa hypotenuusan pituus oli luokkaa 10 (ei luku 1, kuten nykyisin!), jolloin sinin
ja kosinin arvot olivat kutakin kulmaa vastaavat sivun pituudet. Trigonometriset taulukot olivat siten riitté-
vian tarkkoja mahdollistaen prostafaireesin kéyton.

! prosthaphaeresis (kreikk.) merkitsee “lisidminen ja vihentdminen”
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4.2.2. Napierin logaritmitaulukon idea
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Napierin ryhtyessd tyohon matemaatikot olivat oppineet tuntemaan geometrisen
jonon perdkkéisten jdsenten ominaisuudet. Saksalainen matemaatikko Michael Sti-
fel (1487-1567) oli kirjoittanut seuraavasti:

Jos jonossa 1, q, g2, ... mitkd tahansa termit kerrotaan keskenddn on tulos sama kuin jos ky-
seisten lukujen eksponentit laskettaisiin yhteen.

Tatd geometrisen jonon ominaisuutta voi havainnollistaa helpoiten luvun 2 potens-
sien jonolla, joka I0ytyy taulukosta 1.

Taulukko 5. Luvun kaksi potensseja.

n|=2|-170]1 (2345|617 | 8] 9| 10

2" 11214]8]16|32|64]| 128 | 256 | 512 | 1024

L
42

Esimerkiksi lukujen 8 ja 64 tulo saadaan laskemalla lukuja vastaavat eksponentit
yhteen (8 = 2° ja 64 = 2°) seki etsimilli taulukosta eksponenttia 3 + 6 = 9 vastaava
luku 2° = 512. Vastaavalla tavalla my&s esimerkiksi kertolaskun 0,25 - 128 loppu-
tulos 32 voidaan lukea suoraan taulukosta eksponentin 7 — 2 = 5 kohdalta.

Luvun kaksi potenssien taulukolla voidaan tehda alkeellisia kertolaskujen muun-
noksia yhteenlaskuksi, mutta se ei ole riittdva yleiseen kdyttoon, silld luvut taulu-
kossa kasvavat nopeasti suuriksi ja mitd suuremmaksi eksponentti kdy sen har-
vemmassa varsinaiset luvut ovat: eksponentteja 9 ja 10 vastaavien lukujen valimat-
ka on jo 512. My®ds puuttuvat luvut 3, 5, 6, 7, 9 jne. tulisi pystyé esittiméén, jotta
taulukko olisi kiyttokelpoinen. Totta kai nekin voitaisiin esittdd valitsemalla eks-
ponentti sopivasti, esimerkiksi luku 3 voidaan esittda luvun kaksi potenssina valit-
semalla eksponentiksi 1,585, silld 2'°* = 3,00007... . Tdmé on jo melko hyvi li-
kiarvo. Taydentdmallé taulukko vaikkapa 10 desimaalin tarkkuudella olevilla eks-
ponenteilla padstaisiinkin useimmissa laskuissa riittavaan tarkkuuteen. Napierilla ei
kuitenkaan ollut mahdollisuutta rakentaa téllaista taulukkoa, silld sen laskeminen
vaatisi kdsin tehtynd suunnattoman paljon tyota.

Napier ldhestyi ongelmaa toisesta suunnasta: hin valitsi kantaluvun, joka on riitté-
vin ldhelld lukua 1, jotta geometrisen jonon perdkkiisten lukujen erotus ei olisi lii-
an suuri edes hyvin korkeilla eksponentin arvoilla. My®0s téll4 tavoin taulukosta

saataisiin riittivén kattava. Han paityi valitsemaan luvun 0,9999999 = 1 - %, jo-

ten Napierin taulukossa luvut vdhenivdit eksponentin kasvaessa. Napierin taulukon
ensimmiisen luku oli 107 = 10 000 000, silli hinen tarkoituksenaan oli helpottaan
ennen kaikkea vaikeita trigonometrisid laskelmia ja trigonometrisissa taulukoissa
sinus totus eli hypotenuusan pituus oli usein juuri 10”. Taulukon toinen luku luvun
10 000 000 jalkeen oli helppo saada vain pilkkua siirtdmalla: 0,9999999 - 10 000
000 =9 999 999. Titi seuraavat luvut ovat myds helppo laskea vastaavalla mene-
telmélla kuin jolla voidaan laskea vaikkapa kuinka paljon on 99 % tuotteen hinnas-
ta: jaetaan tuotteen hinta sadalla ja vihennetéén alkuperdisestd hinnasta tima yhta
prosenttia vastaava osa. Napier siis eteni taulukon kolmanteen lukuun véhentdmalla
luvusta 9 999 999 luvun kymmenesmiljoonasosan, joka saadaan taas pelkéstian
pilkkua siirtdmalla. Napier saattoi siten muodostaa koko taulukon kohtuullisella
vaivalla. Napier otti my0s vapauden pyoristid vélilla lukuja, miké luonnollisesti
my0s osaltaan helpotti taulukon laadintaa.



Matematiikan historia aihealueittain 4. Logaritmit 135

Sana logaritmi

Naéin siis Napier laati taulukon, jossa luvut olivat tarpeeksi 14hellé toisiaan my0s
eksponentin suurilla arvoilla. Itse asiassa lukujen vélimatka pienenee eksponentin
kasvaessa. Tdysin tiivistd tdstdkéddn taulukosta ei luonnollisesti syntynyt, mutta
puuttuvia lukuja varten hin kehitti interpolaatiomenetelméin?, jolla voitiin arvioida
puuttuvat luvut riittdvéalld tarkkuudella.

Napier taulukko alkaa siis luvulla 107 ja titi seuraavat luvut ovat: 9 999 999,
9999 998, 9 999 997, ..., joten jokainen Napierin taulukossa oleva luku N voidaan
esittdd muodossa

N=10"(1- %)L, missd eksponenttia L sanotaan luvun N logaritmiksi.

Lopullisen logaritmitaulukon Napier laati ndiden lukujen avulla. Edelleen on tarke-
44 muistaa, ettd Napierin perimmaéinen tarkoitus oli helpottaa trigonometristen las-
kelmien suorittamista. Siispd hén rakensi lopulliseen taulukkoon jokaista kulmaa
vastaavan sinin logaritmit véliltd 0° - 90° yhden kulmaminuutin vélein. Taulukossa
on siis ensimmaéisend (tai viimeisend) kulman 0° sini ja logaritmi, jonka Napier
madritti d4rettomén suureksi. Seuraavaksi on kulman 0°1 sini’ ja sen logaritmi jne.
ensimmadiselld sivulla on logaritmit aina kulmaan 0°30" saakka. Kulman 0°31" si-
nin logaritmi on seuraavalla sivulla. Muidenkin kulmien logaritmit ovat jaettuna
kahdelle sivulle. Liséksi taulukossa vieléd erddnlainen tarkistussarake (Differentiae).
Tilaa sddstddkseen Napier sijoitti toiseen palstaan vihenevéssa jarjestyksessé kul-
masta 90° alkaen asteminuutin vélein jokaisen kulman sinin ja sen logaritmin. Néin
taulukkoon kertyi yhteensé 90 sivua. Kuvassa 46 on taulukon ensimméinen sivu ja
kuvassa 47 viimeinen sivu.*

Sanan logaritmi Napier sepitti itse. Aluksi hdn kutsui luomiaan lukuja (eksponent-
teja) “keinotekoisiksi luvuiksi”, mité ne tietenkin ovatkin. Tarkemmin asiaa mietit-
tydén hén kuitenkin péétyi vaihtamaan nimityksen. Sanan logaritmi taustalla ovat
kreikan kielen sanat /ogos “’laskeminen” tai ”suhde” ja arithmos “numero”, joten
logaritmi merkitsee vapaasti kddnnettynd ’suhdenumeroa”. Tétd nimitysta tukee
mm. seuraava Napierin logaritmeihin (merkitddn LN) liittyvd ominaisuus:

Jos luvuille a, b, c jad on voimassa b :a=d : c,
niin LN(b) — LN(a) = LN(d) — LN(c). Tama ominaisuus on voimassa myos meiddn
kiyttdimissdmme logaritmijérjestelmissa.

* Yksinkertaisin interpolaatio saavutetaan arvioimalla, etti puuttuvien osien kohdalla muutos on lineaarista. Napierin
kayttama interpolaatio ei kuitenkaan ollut lineaarinen.

3 Kulman 0°1" sini saadaan seuraavalla kaavalla: 10 000 000 - sin(1/60°) = 2908,88... =~ 2909. Tdmi arvo on nihtivissi
kuvassa 1. Logaritmin ja sinin yhteys on tarkistettavissa laskusta 10 000 000 - 0,9999999*'%°¥1 = 2908 89... ~ 2909.

* Osoitteessa http://www.rarebookroom.org on mahdollista tutustua Napierin kirjaan sen alkuperiisessia muodossa.
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Kuva 46. Napierin logaritmitaulukon ensimmainen sivu.

erkki.luoma-aho@jkl.fi



Matematiikan historia aihealueittain 4. Logaritmit 137

Kuva 47. Napierin logaritmitaulukon viimeinen sivu.
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4.2.3. Napierin julkaisemat kirjat
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Napier tyosti jérjestelméinsé yli 20 vuotta ennen kuin sai sen valmiiksi ja julkaisi
taulukot yhdessé esimerkkilaskujen kanssa kirjassaan Mirifici Logarithmorum Ca-
nonis Descriptio (Ihmeellisen logaritmisddnnén kuvaus) vuonna 1614. Hén oli laa-
tinut materiaalit toiseenkin kirjaan, jonka tarkoituksena oli esitelld logaritmitaulu-
koiden laatimisen perusteet. Napier tdytti kuitenkin kirjan julkaisuvuonna jo 64
vuotta ja oli menettinyt parhaat voimansa. Hin menehtyikin vuonna 1617 ennen
kuin ehti julkaista toisen teoksen. Tdmaén kirjan kokosi hénen poikansa Robert, jo-
ka julkaisi vuonna 1619, noin kaksi vuotta isdnsd John Napierin kuoleman jélkeen,
kirjan Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio. Tdssa kirjassa, jonka kasikir-
joituksen Napier oli kirjoittanut itse asiassa ennen Descriptiota, hin esitti peruste-
lun tydlleen. Syy tillaiseen jarjestykseen oli, ettd hén halusi varmistua, ettd loga-
ritmit otettaisiin ensin vastaan ja ettd ne saisivat yleisen hyvéksynnin niiden kiyt-
tokelpoisuuden kautta ennen kuin hin kertoisi kuinka itse taulukot on laadittu. Néin
my0s tapahtui. Se mik4 jéa edelleen tuntemattomaksi on, ettéd miten tuli keksineek-
si logaritmit. Mistd hidn sai ensimmaisen ajatuksen aiheeseen? Sitd ei Napier kum-
massakaan kirjassa paljasta.
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John Napier (1550- 1617)

John Napier, ”Skotlannin Arkhimedes”, syntyi vuonna 1550 Merchistonin
linnassa, ldhelld Edinburghia. Isdnsé Sir Archibald Napierin puolelta John
kuului Skotlannin aatelisiin. Myo0s &didin, Janet Bothwellin, suku oli ylhiis-
td, mm. Orkneyn piispa oli hdnen veljensé. Isénsd suvulta John peri sekd
valtaisan energisyyden ja innon tutustua uusiin asioihin etté protestanttisen
uskon ja paavinvastaisuuden. Hidnen luonnettaan on kuvattu paittavaiseksi,
jopa itsepdiseksi.

Kolme vuotta ennen John Napierin syntyméé oli John Knox aloittanut
Skotlannissa uskonpuhdistuksen ja vield John joutui eldmiin nuoruutensa
nididen kiithkeiden aikojen keskelld. Tapahtumia hidnen varhaisilta vuosil-
taan ei juurikaan tunneta, mutta hinen tiedetdén opiskelleen joitain vuosia
St Andrewsin yliopistossa sekd luultavasti myos ulkomailla, mahdollisesti
Pariisissa. Vuoteen 1571 mennessa hédn kuitenkin palasi Skotlantiin ja aset-

S . tui isdnsd maille Gartnessiin, Drymeniin (n. 100 km Edinburghista itdén),
of an oil painting, 1616; in ) . . . .. .. . v
the collection of the Univer- jonne hén rakensi kartanon. Sinne hdn myds asettui asumaan yhdessé vai-
sity of Edinburgh monsa Elizabeth Stirlingin kanssa, jonka hin vei vihille vuonna 1572. Seit-
semén aviovuoden jidlkeen hidnen vaimonsa kuoli. Napier avioitui uudel-
leen pian vaimon poismenon jdlkeen. Ensimmaéisesté avioliitosta hinelld
oli tyttd Jane ja poika Archibald seki toisesta viisi tyttdd ja viisi poikaa,
yhteensa siis kaikkiaan 12 lasta. Hinen isénsé kuoltua vuonna 1608 John
Napier vanhimpana lapsena nousi Merchistonin linnan herraksi.

Kuva 3. John Napier, detail

Lahde: Encyclopadia Bri-
tannica 2007 Deluxe Editi-
on, Napier, John

John osallistui aktiivisesti seké paikallisiin ettd valtakunnallisiin asioihin. Tunnetuin hénen yhteiskunnalli-
sista ja teologisista hankkeistaan oli Skotlannin kuninkaalle James VI:lle omistama Johanneksen ilmestyskir-
jan selitysteos 4 Plaine Discovery of the Whole Revelation of St. John (1593), jonka erés paidteemoista on,
ettd Paavi on antikristus. Kirjan saatesanoissaan hin kehotti kuningastaan puhdistamaan hovinsa paavin kéty-
reistd ja muista ateisteista. Kirjan kirjoittamisen aikana katolisten ja protestanttien kiistoista johtuen oli ole-
massa todellinen uhka, ettd Espanjan katolinen kuningas Filip II nousisi maihin Skotlannissa, kukistaisi yh-
dessé paikallisten katolisten kanssa ensin protestanttisen Skotlannin ja tdmén jédlkeen Englannin. Selitysteos
antoi John Napierille huomattavan maineen teologina ja oppineena. Hén olikin aikalaisensa parissa tunnettu
padasiassa juuri timén erittdin suositun ja useille kielille kddnnetyn selitysteoksen laatijana.

Protestanttisen uskon ja iséinmaan puolustaminen katolisten uhkaa vastaan sai John Napierin kéyttdimaén
kynédnsd myos erilaisten sotakoneiden suunnitteluun. Hén laati piirustukset neljille erilaiselle aseelle, jotka
”Jumalan armosta ja taitavien kasitydldisten tekemana’ olisivat avuksi ”tdméin saaren puolustamisessa’”. Koneista
kaksi oli peilikojeita, joiden vélityksella olisi mahdollista kohdistaa auringonvaloa maihinnousua yrittiaviin
laivoihin ja siten sytyttdmaéén ne tuleen. Hin laati pelikoneiden liséiksi suunnitelmat erdénlaiselle tykille, jolla
voisi pyyhkaistd kerralla jopa kokonaisen taistelukentén tyhjéksi vihollisen sotilaista, panssaroidulle sota-
vaunuille, joissa olisi pyoreitd ampuma-aukkoja, jotta sen kyydistd voisi ampua turvallisesti eri suuntiin seka
jonkinlaiselle sukellusveneelle, jonka tehtivini olisi “aiheuttaa harmia viholliselle™”.

Napier kehitteli my6s tavanomaisempia laitteita. Niitd myds rakennettiin ja kytettiinkin, toisin kuin pelkiksi
suunnitelmiksi jaéneet sotakoneet. Erds ndistd laitteista oli erddnlainen hydraulinen vesiruuvi, jolla voitiin
ruuvata pois hiilikaivoksiin kertynyttd vettd. Hén kohdisti tarmoaan myds maanviljelyksen kehittimiseen —
hianhén oli huomattava maanomistaja — tehden kokeita erilaisten lannoitteiden kéytostd sadon parantamiseen.
Niiden kokeiden perusteella hinen vanhimman poikansa Archibaldin nimiin myonnettiin patentti suolojen
kéytosté lannoitteena.

Jostain syystd Napierin suvussa uskottiin olevan mustan magian harrastajia ja myos John Napierin epdiltiin
sellaisia taitoja omaavaksi. [lmeisesti hinen maineensa teologina séésti hinet niiltd vakavilta seurauksilta,
jotka usein seurasivat téillaisten epéilyn kohteeksi joutuneita. Joka tapauksessa John omisti pikimustan ku-
kon, jonka kuiskittiin paljastavan John-isdnnille kaikki timéan l&hipiirin salaisuudet. Kerran tilalta havaittiin
hivinneen tavaraa ja jotakuta lukuisista erdan rengeistd epdiltiin varkaaksi. John ilmoitti, ettd hinen omista-

> Lainaukset: Napier Tercentenary memorial volume, s. 46-47
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mansa musta kukko kertoisi hinelle varkaan kiekaisemalla, kun varas taputtaa tatd. Hén sulki kukon pimen-
nettyyn kamariin ja kiski jokaisen vuorollaan astua huoneeseen ja koskea kukon selkddn. Kukko paljastikin
syyllisen: John oli nimittéin sotkenut kukkonsa selén hiilelld ja ainoastaan varkaalla oli puhtaat kddet huo-
neesta ulos astuessaan, silld raukkaparka pelkisi ”kukon noituutta” niin paljon, ettei ollut tohtinut koskea
sithen lainkaan!

Kerrotaan toisestakin tilanhoitoon liittyvésté tapauksesta. Viereisen tilan lukuisat pulut nimittéin héiritsivét
Napieria sotkemalla hdnen kartanonsa piha-aluetta. John vaati toistuvasti naapuriaan tekemaén asialle jotain,
mutta valitukset kaikuivat kuin kuuroille korville. Naapuri vain ilkkui, ettd nappaa pulut kiinni jos saat.
Erdénd aamuna naapurin isintd ihmetteli miksi hénen pulunsa makaavat liilkkumattomina Napierin pihamaal-
la ja tdimén palvelijat kerdéavét puluja sidkkiin. Syy oli yksinkertainen: Napier oli imeyttényt pihamaalle kyl-
vamiinsd jyviin vahvaa alkoholia ja pulut makasivat maassa juopuneina ja tdysin lentokyvyttdmina.

Napier oli kiinnostunut myos matematiikasta ja laati useita matemaattisia kirjoituksia. Napieria voi tdssakin
suhteessa pitéé itseoppineena, silld hén ei ollut saanut juurikaan muodollista matemaattista koulutusta. Kir-
jallisen tuotannon lisdksi hén kehitti Napierin luina tunnetun erdénlaisen mekaanisen kertotaulun, jonka avul-
la on melko vaivatonta laskea vaikeitakin kertotauluja. Hinen matemaattisista keksinndistdin ja kirjoitelmis-
taan tdrkeimmaéksi on osoittautunut logaritmien keksiminen. Napier ryhtyi tydstiméan niitd jo vuonna 1590,
joten tyd kesti ldhes neljannesvuosisadan ennen kuin hén julkaisi tulokset vuonna 1614.

Vaikka Napierin elimé 2000-luvulla katsoen on vahintidénkin virikds on muistettava, ettd my0s ajat olivat
toiset. Niissé oloissa John Napier toimi parhaaksi katsomallaan tavalla pyrkien edistdiméin hyviksi katsomi-
ensa asioita seké paikallisella ettd valtakunnallisella, mutta my0s laajemmallakin tasolla. Napier antaa hyvéin
esimerkin siitd, ettd vahvalla mielikuvituksella, ennakkoluulottomuudella sekéd ennen kaikkea paattavaisella
asenteella varustettuna on mahdollista tehda suuria!
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4.2.4. Napierin matemaattiset perustelut jarjestelmalleen

)

Kirjassaan Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio Napier esittdd perustelut
logaritmeilleen. Hin mééritteli ne kahden pisteen liikkeiden avulla ja itse asiassa
loi kahden pisteen liikkeiden vilille riippuvuuden, jota nykyisin kuvattaisiin sanalla
funktio. Syy télle hieman monimutkaiselle ja kaukaa haetulle perustelulle oli siini,
ettd Napierin aikaan potenssilaskennan teoria ei ollut tismentynyt riittdvasti, jotta
meille tavanomaisia laskulakeja olisi voitu kéyttda. Siispd Napier turvasi geometri-
aan, silld se miké oli perusteltavissa geometrisesti oli olemassa, kiitos Eukleideen.

Piirretin aluksi jana TS, jonka pituus on 10’ seki puolisuora OL. Janalla TS liik-
kuu piste P ja puolisuoralla OL piste Q. Ajan hetkelld ¢t = 0 molemmat pisteet 1éh-
tevat litkkeelle, piste P pisteestd T ja piste Q pisteestd O. Piste Q liikkuu puo-
lisuoralla OL vakionopeudella eli samassa aikayksikdssd aina yhté pitkdn matkan.
Piste P liikkuu nopeudella, joka on verrannollinen jdljelli olevaan matkaan PS.
Alkunopeus on molemmilla pisteilld sama eli janan TS pituus 10’

Qe
h

Kuva 48.

Pisteen P nopeus siis pienenee: puolessa vilissd matkaa nopeus on puolet alkupe-
rdisestd ja kun on edetty matkasta kolme neljésosaa on nopeus endé neljésosa alku-
perdisesti, jne.

Napier médritteli kirjassa Constructio logaritminsa seuraavasti:

"Annetun sinin [luvun x] logaritmi [luku y] on se numero, joka on lisddntynyt aritmeettisesti
vakionopeudella samassa ajassa, jossa samanaikaisesti, samalla nopeudella liikkeelle ldhtenyt,
mutta geometrisesti vahenevélld nopeudella etenevd sdde on vdhentynyt annettuun siniin.”s

Tatd madritelméd lukiessa on hyva muistaa, ettd Napier perusti tyonsé sinitaulukol-
le, jossa tiysi sini oli 10 ja jota jana TS esittid. Napierin ajatus voidaan esittdd ny-
kyaikaisia merkint6jd kdyttden seuraavasti, kun symboli LN merkitsee Napierin lo-
garitmia:

Jos ajan hetkelld ¢ pisteen P etdisyys pisteestd S on x ja pisteen O kulkema matka
pisteesti O lukien on y, niin y = luvun x logaritmi:

y=LN(x).

SCajori, History of Exponential and Logaritmic Concept, s. T
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Téarked oivallus tdssd Napierin madritelméssé on siind, ettd pisteen O edetessé arit-
meettisesti eli sen edetessd yhtd pitkéssé aikajaksossa aina yhtd pitkédn matkan, niin
piste P etenee geometrisesti eli sen nopeus vihenee tietyssé aikajaksossa aina yhtd
monta prosenttia. Ndin hén sai yhdistettyd aritmeettisen ja geometrisen muutoksen,
joten hén pystyi kdyttdmaan hyvéksi taulukosta 5 havaittua geometrisen jonon
ominaisuutta ilman muodollista potenssimerkintdd, jota siis ei vield télloin ollut.

Miiritelmistd seuraa suoraan, ettd luvun 107 logaritmi on nolla eli LN(107) = 0.
Tama tietenkin oli Napierin nimenomainen pyrkimys, silld hén ajatteli téll4 tavoin
sddstavansa taulukon kayttdjaltd tyotd ja vaivaa. Trigonometrisissa laskuissa on
nimittdin usein suoritettava kertominen tai jakaminen hypotenuusan pituudella.

Tarkeda oli Napierille myds se, ettd jokaisen luvun (eli sinin) logaritmi on positii-
vinen luku, hinen jarjestelmisséén ei ollut lainkaan negatiivisia logaritmin arvoja.
Negatiiviset luvut hyvéksyttiin kdyttoon vasta 1600-luvun loppuun mennessi. Mo-
dernilla tavalla méariteltyjen kulmien 0°-90° sinien logaritmit ovat sekd luonnolli-
sessa ettd 10-kantaisessa jarjestelméssa negatiivisia lukuja, mutta vield Napierille
téllainen méaritelma ei ollut mahdollinen.

Madéritelmastd voi tehdd myos sen huomion, ettd hyvin l&helld nollaa olevien luku-

jen logaritmit ovat erittdin suuria lukuja. Timéa voidaan perustella silla, ettd pisteen

P lihestyessd hyvin ldhelle pistettd S sen nopeus hidastuu hidastumistaan ja samaan
aikaan piste Q etenee edelleen vakionopeudella, joten logaritmin arvo kasvaa déret-
toman suureksi x tullessa ddrettdéman lahelle lukua 0. Raja-arvoa kayttéen:

lim LN(x) =0,

x—0
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4.2.4. Napierin logaritmin vertailu luonnolliseen logaritmiin

Tarkastellaan Napierin logaritmifunktiota hieman tarkemmin analyysin keinoin.
Napierin aikana differentiaaliyhtélot eivét vield olleet tuttuja, mutta me tiedimme
nykyisin, ettd pisteen nopeus on sama kuin sen paikan derivaatta ajan suhteen:

pisteen P nopeus = 1(107 -X)= —ﬂ.
dt dt

Napierin médritelmén mukaan pisteen P nopeus on verrannollinen jéljelld olevaan
matkaan x, joten tdstd voidaan kirjoittaa differentiaaliyhtélo

—_=X ,
dt
joka voidaan ratkaista separoimalla:
dx
X
Inx=-t+C.

—dt

Kun sijoitetaan alkuarvo ¢ = 0 ja x = 10’ voidaan madrittii vakio C, C =In10’.

Siten yhtilon ratkaisu on Inx = —7+1In10’, josta ratkaistaan #:

t=In10" —Inx. (1)

Toisaalta pisteen O nopeuden tiedetdin olevan vakio, joten sen alkunopeus on 107

pisteen QO nopeus = % =10".
t

Téastd saadaan separoimalla:
dy =10"dt

y=10"t+D.
Sijoittamalla alkuarvo ¢ = 0 ja y = 0 ratkeaa vakio D, D = 0, joten
y=10"¢. ()

Sijoittamalla yhtidloon (2) yhtélosta (1) ratkaistu ¢ saadaan:

,
y=107(In10” = Inx) =10’ 1n(%)=107 logl/e(%).
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Napierin logaritmin LN ja luonnollisen logaritmin vilille syntyy siten seuraava
yhteys:

7
LN(x) = 10’ logl/g(%)=107 h{&).

X

Tatd muotoa hyviksi kdyttden on helppo todeta, ettd LN(a - b) =

LN(a) + LN(b) — 107In10’, joten erityisesti LN(a - b) = LN(a) + LN(b). Napierin
logaritmi ei siten toteuta modernien logaritmien keskeistd ominaisuutta. Koska kui-
tenkin on voimassa yhtalot

LN(10" - a-b)=LN(10" - a) + LN(10" - b) ja
LN(10" - ¢")y=n-LN(10" - ¢)

oli Napierin logaritmi erittdin kédyttokelpoinen sovellettavaksi sen ajan trigonomet-
risiin laskuihin, olivathan trigonometristen taulukoiden luvut kerrottuja 10:114. Se
miké edelld olevasta kannattaa vield huomata, ettd Napierin logaritmin LN kasva-
essa luonnollinen logaritmi In véhenee, joten tdssdkin mielessd Napierin logaritmi
eroaa nykyisistd méaarityksista.

Edeltavista tarkastelusta saattaa saada sen kasityksen, ettd Napier olisi madrittdnyt
jatkuvan reaaliarvoisen funktion ja valinnut tarkoituksella kantaluvuksi luvun 1/e ja
siten ennakoinut luonnollisen logaritmin. Néin ei kuitenkaan ollut asianlaita, vaan
hénen tyonsé oli néistd mielenkiintoisista yhteyksistd huolimatta vain laskennalli-
nen ja tarkoitettu pelkéksi laskennalliseksi apuvilineeksi. Itse asiassa Napierilla ei
ole mitdin muuta yhteytti lukuun e kuin yhteinen nimi. Nimen Neperin’ luku ovat
luvulle e antaneet jéalkipolvet Napierin ty6tdén kunnioittaakseen.

7 Kyseessi ei ole vadrinymmirrys tai virhe, vaan Napierin nimen eris kirjoitusasu on Neper.
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Esimerkki Napierin logaritmin kiytosti

Tutustaan seuraavaksi esimerkkiin, joka 16ytyy Napierin kirjasta Descriptio.

'Vt obliquanguli A.B,C B
detur AB. 26302,&B C.
S79d55 «& angulus C. 26
graduum : Qugraturque
angulus A, c?;i'ﬁc ha?)e- 57955
tur, Adde 5454707—o00 26 302
C Logarithmum B C. ad
Y 8246889 Logarithmum
{cilicet C 26 graduum , & fient 13701596—o00. Hinc
aufer Logarithmum A B, qui eft 13354921— o0, re- 26
ftant 346675 Logarithmus 75 graduum, & pauld pluris,
anguli {cilicet, A quafiti, fi A pradicaturacutus : alioqui A C

105 g (per 1. & 2 fet. cap. 3.lib, 1) i pronuncietur ob-
. tufus,

Kuva 49. Napierin laatima esimerkki, jolla havainnollistetaan logaritmien kayttoa.

Suomennettuna Napierin teksti kuuluu jotakuinkin seuraavasti:

"Olkoon annettu terdvakulmainen kolmio ABC, jossa AB = 26 302, BC = 57 955 ja kulma C = 26°. Kulma A
tulee ratkaista, joka voidaan selvittda seuraavasti: Lisda sivun BC logaritmiin 5 454 707 kulman 26° logaritmi
8 246 889, jolloin saat tuloksen 13 701 596. Etsi seuraavaksi logaritmi AB, joka on 13 354 921 ja jaljelle jaa
346 675, kulman 75° logaritmi.”

Tésté lyhyestd katkelmasta jdi hieman episelvd kuva sinénsé téysin kédyttokelpoisesta menetelmaésta.
Kéydaanpa siis Napierin ohjeet vield vaiheittain lapi.

Aluksi kolmioon ABC sovelletaan sinilausetta, jonka mukaan

AB BC . . BC -sinC
——=——, joten SINA =——.
sinC sinA AB

Jotta voidaan selvittdd kulman 4 suuruus on laskettavan yhtdlon oikea puoli ja aivan ensimmdiseksi on
selvittdvé kertolaskusta BC -sinC. Tdma suoritetaan lisddmdlld yhteen ndiden lukujen logaritmit.
Seuraavaksi on jaettava saatu tulo sivun 4B pituudella. Tima suoritetaan vdhentdmdlld saadusta sum-
masta luvun AB:n logaritmi. Saatu tulos on tietyn luvun (varsinaisesti tietyn sinin) logaritmi. Lopuksi
etsitdéin tima luku taulukosta, jolloin samalta riviltd voidaan lukea suoraan myds se kulma jonka sini
tdmé luku on. Kulma jota sini 346 675 vastaa on 75°.

Napier oli valinnut luvut ilmeisen hyvin, silld myds taskulaskimella laskien tulokseksi saadaan
A =75,00015...° eli logaritmitaulukoilla saatu tulos on tdsmélleen oikein. Taulukossa 6 on koottuna
esimerkin luvut ja niitd vastaavat logaritmit.

Taulukko 6. Napierin esimerkin luvut ja logaritmit.

Luku eli sini Logaritmi
5795 500 5454707
sin 26° 8246 889
5795 500 - sin 26° 13701 596
2 630 200 13 354 921
5795 500 - sin 26° /2 630 200 346 675
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4.2.5. Henry Briggs ja kymmenkantainen logaritmi

Henry Briggs 1614

erkki.luoma-aho@jkl.fi

Napierin vuonna 1614 julkaisema kirja Descriptio sai vilittoméasti osakseen kiitosta
ja suoranaista ylistystd. Hénen siini esitteleménsé logaritmit otettiin kdyttoon kay-
tannollisesti katsoen saman tien ympéri Euroopan. Hénen taulukkonsa todella ly-
hensivit laskentaan tarvittavaa aikaa. Logaritmien ensimmaéisia soveltajia olivat
saksalainen Johannes Kepler, italialainen Bonaventura Cavalieri, ranskalainen Ed-
mund Wingate ja englantilainen Henry Briggs. Briggs, Napierin tyon suurin ihaili-
ja, toimi Lontoolaisen Gresham Collegen geometrian professorina siithen aikaan
kun Napier julkaisi tuloksensa. Briggs ymmarsi vélittomasti logaritmien mahdolli-
suudet tihtitieteessd ja navigoinnissa tarvittavien laskujen helpottajana, mutta ha-
vaitsi jarjestelmdssd my0Os parannettavaa. Briggs itse kertoo tésté:

"Mina, esitellessani tata oppia julkisesti Lontoossa, Gresham Collegessa, huomasin, ettd olisi
tarkoituksenmukaisempaa, etta tdyden sinin logaritmi olisi 0 (kuten Canon Mirificuksessa),
mutta tdyden sinin kymmenesosan logaritmi tulisi olla 10 000 000 000. Tata asiaa pohdittuani
kirjoitin valittomasti kirjailijalle itselleen.”

Briggs siis ehdotti, ettd log R = 0 ja log (R/10) = 10".

Yhteydenotto johti siihen, ettd Briggs matkusti vuosina 1615 ja 1616 tapaamaan
Napieria. Vierailujen aikana Napier ja Briggs ystévystyivét, mutta he my0s ryhtyi-
vit miettimiin yhdessi kuinka logaritmijérjestelmia voisi yksinkertaistaa ja paran-
taa.

Briggsinkéédn ehdottama uudistus ei olisi yksin tuonut logaritmeille sité eleganttia
yksikertaisuutta, mika niilld nykyisin on, joten Napier ehdotti, etté

"luvun yksi logaritmin tulisi olla 0 ja tdyden sinin logaritmin 10 000 000 000”
eli ettd, log 1 =0jalogR=10".

Tamaikédan muutos ei ollut lopullinen, vaan Briggs paransi asteikkoa vield yhdelld
tarkedn muutoksen asettamalla, ettd log 10 = 1. Tdma muutos jo ennalta sovitun
log 1 = 0 kanssa johti lopulta tuttuihon 10-kantaisiin logaritmeihin, jotka nykyisin
tunnetaan myos Briggsin logaritmeina. Téssé jarjestelméssa luku L on annetun lu-
vun N logaritmi, jos N = 10",

John Napier oli téssé vaiheessa jo niin iékas ja kihdin vaivaama, ettei endé jaksanut
ryhtyé laskemaan uudistettuja taulukoita, vaan ty6 jdi Henry Briggsin harteille. Na-
pier kuolikin jo vuonna 1617, jalkimmaistd tapaamista seuranneena vuonna, eika
edes ehtinyt ndhd4 uudistettuja taulukoita valmiina, vaan Briggsin laatima Loga-
rithmorum Chilias Prima eli (“Johdatus logaritmeihin™) ilmestyi vasta Napierin
kuoleman jilkeen. Téssd teoksessa Briggs esitteli uuden 10-kantaisen logaritmijéar-
jestelmén ja hén oli myo6s laskenut lukujen 1 — 1000 logaritmit 14 desimaalin tark-
kuudella. Témén jélkeen hin omistautui vuosikausiksi laskemaan laajempia taulu-
koita, jotka hén saikin valmiiksi vajaassa vuosikymmenessa ja julkaisi ne vuonna
1624 teoksessa Arithmetica Logarithmica, johon oli laskenut kokonaislukujen 1-20
000 ja 90 000-100 000 logaritmit neljintoista desimaalin tarkkuudella. Puuttuvien
lukujen logaritmit laski hollantilainen Adriaan Vlacq, joka julkaisi vuonna 1628
lukujen 1-100 000 10-kantaiset logaritmit kymmenen desimaalin tarkkuudella. Tés-
td eteenpdin, aina vuoteen 1924 saakka, nimé Vlacqin laatimat taulukot olivat 14-
hes kaiken numeerisen laskennan pohjana. Vuonna 1924, logaritmien 300-vuotisen
historian johdosta ryhdyttiin laskemaan uusia taulukoita kahdenkymmenen desi-
maalin tarkkuudella. Namaé taulukot valmistuivat vuonna 1949 muuttuen vain muu-
tamassa vuosikymmenessé auttamattoman vanhanaikaiseksi.

Briggsin ja Napierin yhdessd hahmottelemassa jirjestelméssd on voimassa puhtaa-
na Napierin alkuperéinen ajatus eli kerto- ja jakolaskujen seké juurten laskemisen
helpottaminen, sillé tdssé jarjestelméssd, jota siis kdytetdéin edelleen, on voimassa:
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log(a - b) =log(a) +1log(b),
log(a/b) =log(a)-log(b) ja
log(a") =nlog(a).

Vaikka logaritmitaulukot ja niiden pohjalta laaditut laskutikut ovat nykyisin mu-
seotavaraa, niin Napierin keksinto ei suinkaan ole kdynyt tarpeettomaksi, silld loga-
ritmi- ja eksponenttifunktio ovat osa itse luontoa. Afinen intensiteetti, maanjiristys-
ten voimakkuus ym. sovelluskohteet osoittavat, etté tilld logaritmijarjestelmélld on
edelleen suuri merkitys. Suurin merkitys matemaatikoille on tietenkin luonnollisel-
la e-kantaisella logaritmilla, johon tutustumme seuraavaksi.

Henry Briggs (1561-1630)

Henry Briggs oli syntyperdinen englantilainen, kotoisin pikkukaupungista Yorkshiren maakunnasta, Pohjois-
Englannista. Hén opiskeli kotikaupungissaan kreikkaa ja latinaa, kunnes kirjautui vuonna 1577, 16-
vuotiaana, St. John's Collegeen Cambridgessa. Tééltd hdn valmistui ensin kandidaatiksi vuonna 1581 ja
maisteriksi neljin vuoden kuluttua vuonna 1585. Tamén jilkeen Briggs jéi opettamaan tdhidn samaan col-
legeen aluksi pelkkdd matematiikkaa, mutta myohemmin my®ds fysiikkaa ja tdhtitiedettd. Vuonna 1596
Briggs valittiin aivan vastikdén Lontooseen perustetun Gresham Collegen ensimmaéiseksi matematiikan pro-
fessoriksi. Vuonna 1619 hénet valittiin Oxfordin yliopiston ensimmaéiseksi geometrian Savilian-
professoriksi®.

Briggs oli Gresham Collegen professorina John Napier julkaistessa Descriptionin vuonna 1614, Han ymmar-
si heti logaritmien arvon ja mahdollisuudet tihtitieteen ja navigoinnin apuna ja paneutui tutkimaan ja kehit-
tdmadn niitd. Maaliskuussa 1615 hin kirjoitti kirjeessd ystiavélleen, ettd "Napier, Merchistonin lordi, on saattanut
minun ajatuksen ja kateni tydoskentelemadn hanen uusien ja ihailtavien logaritmiensa parissa. Toivon ndkevani hdnet tana
kesana, jos se on Jumalan mieleen, silld en ole koskaan ndahnyt kirjaa, joka olisi miellyttdnyt ja ihmetyttanyt minua tata
enempaa.”. Hén oli niin vaikuttunut tyosté, ettd halusi tavata kasvotusten henkilon, joka oli ne keksinyt ja
matkustikin Edinburghiin Merchistonin linnaan tapaaman itseddn John Napieria. Ndiden kahden matematii-
kan historian merkkihenkilon tapaamisesta on talletettu varikds kuvaus:

Erds John Marr, oli matkustanut jo edelta kasin Skotlantiin ollakseen paikalla ndiden suuresti oppineiden miesten kohdates-
sa. Herra Briggs ilmoitti edeltd pdivan jolloin saapuisi Edinburghiin. Sovitun pdivan saavuttua linnanherra Napier oli varma,
ettei Briggs saapuisikaan: "Kas John, herra Briggs ei ndyttdisi kuitenkaan saapuvan.” Napier sanoi. Juuri tdlla hetkelld linnan
oveen koputettiin. John Marr kiiruhti ovelle todetakseen suureksi tyydytyksekseen, ettd Briggs oli saapunut. Han johdatti
Briggsin yldkertaan linnanherran kamariin. Kamarissa, hiljaisuuden vallitessa, ndama kaksi vain katselivat toisiaan suurella
kunnioituksella lahes neljannestunnin ajan. Lopulta herra Briggs sanoi: "Herrani, olen ldhtenyt tdlle matkalle ndhdakseni
teiddt henkildkohtaisesti ja saadakseni kuulla, ettd millaisen neronleimauksen kautta tulit ensimmaisen kerran ajatelleeksi
tata astronomian loistavinta apua, nimittdin logaritmeja, mutta herrani, kun te olette ne keksineet, niin ihmettelen, ettei
kukaan ole niita aiemmin loytdnyt, silld nyt ne ovat niin yksinkertaisia.” Han viihtyi suuresti lordi Napierin luona ja joka kesa
niin kauan kuin lordi oli elossa tima kunnioitettava mies matkusti Skotlantiin vain tavatakseen hanet.10

Napier ja Briggs keskustelivat vierailujen aikana logaritmijirjestelmén parantamisesta ja yhteisesti sopien he
lopulta paattivét luoda jéarjestelmén, jossa log 1 = 0 ja luvun 10 logaritmi olisi jokin sopiva luku. Lopulta
Briggs teki valinnan, etti log 10 =1 = 10°.

Ennen laajan logaritmitaulukoiden kirjan julkaisemista vuonna 1624 Briggs julkaisi, geometrian professorille
sopivasti, Eukleiden Alkeiden kuusi ensimmaisti kirjaa vuonna 1620. Néiden lisdksi kolmas tirked Briggsin

¥ Henry Savile oli geometrikko, raamatunkaéntiji ja maailmanmatkaaja, jonka Oxfordin yliopistolle lahjoittamilla va-
roilla perustettiin 1619 kaksi hdnen nimedén kantavaa professuuria. Toinen oli tdhtitieteen ja toinen geometrian alalta.
? Henry Briggs, Lontoolaisen Gresham Collegen geometrian professori, kirjoitti ndin vuonna 1614 John Napierin kirjaa
Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio lukiessa (Smith II, s. 516 ja Dictionary of Scientific Biography, )

"% Lilly, s. 235-237
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laatima teos oli Trigonometria Britannica, trigonometria kirja, joka sisélsi my0s logaritmeja. Tdma4 tosin
julkaistiin vasta kolme vuotta Briggsin kuoleman jilkeen vuonna 1633.

Aikalaiset ovat kuvailleet Briggsid miellyttdvaksi ja pidetyksi mieheksi. Hén vietti eldménsa viimeiset vuo-
det Oxfordissa, jossa kuoli vuonna 1630.
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4.2.6. Logaritmin ja eksponenttifunktion yhteys

St. Vincentildinen

”Erés tieteen historian suurimmista hAimmastyksen aiheista on, ettd Napier kehitti
logaritmit ennen kuin eksponentit olivat kaytossa.”"! kirjoittaa Carl Boyer. Kuiten-
kin nykyisin logaritmi mééritellddn nimenomaan eksponentteina. On kiinnostava
osa matematiikan historiaa, ettd vasta sata vuotta logaritmien kehittdmisen jilkeen
pystyttiin ndkemaéin selvilld tavalla meille niin ilmeinen eksponenttien ja logarit-
mien vélinen yhteys.

Belgialainen matemaatikko Gregory St. Vincentildinen julkaisi vuonna 1647 kirjan
Opus geometricum circuli sectionum coni. Aiheen kannalta keskeisin tulos on, ettd
jos x-akselilla olevat pisteet A(a, 0), B(b, 0), C(c, 0) ja D(d, 0) sijaitsevat siten, ettd
b :a=d: c, niin pinta-alat vileilld [a, b] ja [c, d] ovat yhtd suuret. Hinen maan-
miehensd, jesuiitta Alfonso Antonio de Sarasan luettua Gregoryn tekstid muutamaa
vuotta sen ilmestymisen jilkeen han huomasi vilittomaisti, etti pinta-aloilla on lo-
garitmin ominaisuus.'

Hyperbelin pinta-alassa yhdistyy logaritmien lailla aritmeettinen ja geometrinen
muutos: pinta-alat véleilld [1, 2], [2, 4], [4, 8], [8, 16] jne. ovat yhti suuret, joten
pinta-alojen kasvaessa aritmeettisessa suhteessa pinta-aloja rajaavat x-koordinaatit
kasvavat geometrisessa suhteessa.

Kuva 50. Hyperbelin ja x-akselin rajaavat vélille [1, 2] yhtd suuren pinta-alan kuin
vilille [4, 8].

' Cajori, History of Mathematics, s. 161
12 log(b/a) = log(b) — log(a) ja log(d/c) = log(d) — log(c), joten jos b : a =d : ¢, niin log(b) — log(a) = log(d) — log(c)
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Mercator Hyperbelin rajaaman pinta-alan ja logaritmin valilld olevan yhteyden selvitti Niko-
laus Mercator' (1620-1687), joka kirjassaan Logarithmotecnica (1668) johti
adrettdmén sarjan avulla kdyrén y = 1/(1 + x) pinta-alan. Mercator oli tutustunut
munkki Sarasan kommentteihin St. Vincentildisen tdistd sekd John Walliksen
(1616-1703) sarjoja koskeviin tutkimuksiin. Han paitti yhdistdd ndma tilldin vield
erilliset tulokset ja johtaa kdyrén 1/(1 + x) pinta-alalle lausekkeen sarjana. Han
myds kéytti tydssdédn termid luonnollinen logaritmi, ensimmaisend
matemaattikkona. Mercatorin johti luonnolliselle logaritmille seuraavan summan:

2 3 4
In(l+x)=x->4+X X 4
2 3 4

joka perustui sarjan

1
e lex+xi -
1+x

erdédnlaiseen termeittéin tapahtuneeseen integrointiin. Télloin ei vield tunnettu ana-
lyysin yleisid lainalaisuuksia, mutta erityistapauksissa matemaatikot osasivat johtaa
pinta-aloille kaavoja.

Myos Newton oli kiinnostunut vastaavasta ongelmasta ja 16ysi tuloksen muutamia
vuosia ennen Mercatoria, ilmeisesti vuonna 1665, mutta kuten usein muissakin vas-
taavissa tapauksissa, ei julkaissut 10ydoistddn, joten sarja on nimetty Mercatorin
sarjaksi.

Euler Tarvittiin endd yksi matemaatikko, joka kietoisi kaikki vield hieman toisistaan ir-
rallaan olevat narun pdit yhteen yhtenéiseksi teoriaksi. Ja tdma henkild oli tietenkin
Leonhard Euler, joka yhdisi jo aiemmin késitellyssé kirjassaan /ntroductio kaiken
edeltdvén tiedon logaritmeistd yhteen ja méérittelee logaritmit nykyiselld tavalla
eksponentteina. Kirjan luvussa VI Euler késittelee eksponenttien ja logaritmien
yleisid ominaisuuksia ja merkint6jd mééritellen seuraavasti:

Jos y = az, niin yon z:n funktio ... ja mika tahansa arvo annetaan zlle, niin y:n arvo saadaan
madrattya.'4

Aivan samoin, kuten a:n ollessa vakio jokaiselle z:n arvolle voidaan mdarata y:n arvo, niin
vastaavasti jokaista positiivista y:n arvoa kohti voimme maadrittaa z:n arvon siten, ettd az = y.
Tata lukua z, mikali sitd pidetddn y:n funktiona, kutsutaan y:n LOGARITMIKSI. Logaritmeista
keskusteltaessa on oletettava, ettd a on jokin vakio, jota kutsutaan logaritmin kantaluvuksi. ...
Tapana on merkitd luvun y logaritmia symbolilla log y. Jos siis az = y, niin z = log y.'5

Mika tahansa kantaluku valitaankin, niin log 1 = 0, silla jos yhtdl66n az = y, joka siis vastaa
yhtdl6d z = log y, sijoitetaan y = 1, niin saadaan z = 0.16

Euler oli lopulta nédhnyt logaritmien syvimmaén olemuksen ja yksinkertaistanut
maédritelmén nykyiseen muotoonsa. Logaritmi ei ollut endé pelkédstién taulukosta
katsottava “’keinotekoinen” luku, vaan jatkuva funktio. Liséksi hin ymmarsi, ettd

13 Hinti ei pidd sekoittaa aikansa kuuluisimpaan kartografiin Gerardus Mercatoriin (1512-1594), joka esitteli edelleen
yleisesti kidytetyn oikeakulmaisen Mercatorin projektion.

14 Euler, s.77-78

15 Euler, s. 78

6 Euler, s. 79
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kantaluvun ei tarvinnut olla 10, mihin oli Briggsin logaritmien my®&té totuttu, vaan
kantalukuja on itse asiassa dédrettoméan paljon, joskin hén toteaa tekstissddn, etta

"vaikka kantaluvun valinta riippuu vain valinnastamme, niin sen silti tulisi olla suurempi kuin
luku 1717,

Eulerin laatima esimerkki logaritmien soveltamisesta

Seuraava esimerkki on poimittu kirjasta Introductio:
Vedenpaisumuksen jdlkeen koko ihmiskunta vdheni vain kuuteen ihmiseen. Jos oletamme, ettd kaksi sataa vuotta veden-
paisumuksen jdlkeen vdesto olisi ollut 1 000 000, niin mika olisi ollut vuosittainen vdestonkasvu?

Ratkaisussaan Euler rakentaa ja ratkaisee hyvin tavanomaisen yhtilon, jossa 1/x kuvaa vuosittaista kasvuker-
rointa:

(1+x)200'6
X
1

1+x ( 1000000 )200
6

1000000

log(lm) _ Llog_loooooo=2(1)_0-5,2218487=0,0261092

200 6

1+x 1061963
X 1000000
16

=
I

Siten vuosittainen kasvu likimain kertoimella 1/16 (noin 6 %) tuottaisi kahdessa sadassa vuodessa 1 000 000
ihmisen véeston. Esimerkin lopuksi Euler kuitenkin toteaa, ettd

.....

17 Euler, s.79
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Logaritmi sarjana Logaritmin ja eksponenttien yhteyden ohella Euler selkiytti my0s sarjojen ja loga-
ritmien yhteyden. Tété olivat tosin Mercator ja Newton jo hieman tutkineet, mutta
yhtendinen aiheen késittely puuttui, jonka Euler teki samaisessa kirjassaan Intro-
ductio. Hén johtaa sarjojen avulla lukuisia tuloksia, joista poimitaan vain aivan
keskeiset eli lukua e koskettavat sarjat.

Eksponenttifunktio Euler johtaa aluksia sarjakehitelmén yleiselle eksponenttifunktiolle a®:
kz k7" k7 k*z*
—+ + +

a‘ =1+ + ...
1 1-2 1-2-3 1-2-3-4

(k on apumuuttuja).

Luku e Luku e =2,718... on Eulerin itsensd méirittelema ja myOs nimedma. Téstd syysté
lukua e nimitetddn joskus my6s Eulerin luvuksi. Kun Euler sijoittaa edelliseen sar-
jaan k =z = 1 hén saa sarjan

1+1 1 1 1

+—+ + +ons
1 1-2 1-2:3 1-2-3-4

josta hén toteaa:

"Jos termit esitetddn desimaalilukuina ja lasketaan yhteen saadaan arvo
a=2,71828182845904523536028... . Kun tama arvo valitaan kantaluvuksi, logaritmia on
kutsuttava hyperboliseksi. Nimitysta on kdytettdava, koska hyperbelin nelidinti'8 voidaan esittaa
nditd logaritmeja kayttden. Selkeyden vuoksi tata lukua 2,718281828459... merkitddn symbo-
lilla e, joka kuvaa luonnollisen eli hyperbolisen logaritmin kantalukua.”'?

Sarja luvulle & Euler johtaa myos e-kantaisen eksponentti- ja logaritmifunktion sarjakehitelmat.

"Olkoon e edella mainittu luku. Talloin

2 3 4
Z Z Z Z

+ + + ..
1 12 1-2:3 1-2-3-4

ja luonnolliset logaritmit voidaan maarittaa sarjoista

2 X3 .X4 xS .X6

X
logl+x)=x-—+mot g2 2 4
gl +) 273 45 6 "

l+x. 2x 2x° 2x° 2x’ 2x°
log(——)=—+ + + +
1-x 1 3 5 7 9

+...."%20

b
18 Kayrdn nelidinnilld tarkoitetaan pinta-alan madrdamista, ts. f ldx =lnb-Ina-

X
a

19 Euler, s. 97
2 Euler s. 97
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Kaiken kaikkiaan voitaisiin sanoa, ettd Euler loi logaritmifunktion, silld ennen Eu-
leria ei logaritmilla ollut lainkaan funktio-ominaisuuksia. Logaritmifunktiosta Eu-

ler on todennut, ettd se on “kaikkein luonnollisin ja hedelmallisin kisite”. Myohemmissi
teoksissaan Euler johtaa myos eksponentti- ja logaritmifunktioiden derivointisédén-
not.
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LIITE Yksinkertainen logaritmijarjestelma

Muodostetaan logaritmijarjestelma, jonka kantaluku on 0,99 ja suoritetaan jarjestelmén avulla muutamia
esimerkkilaskuja.

Lasketaan aluksi taulukkoon luvut 0,99°, 0,99', 0,997, jne. aina eksponenttiin 50 saakka.

Jos joillekin luvuille b ja n on voimassa yhteys b =0,99", niin sanotaan, etti luku 7 on luvun b logaritmi.
Esimerkiksi 0,99'° =0,8515, joten 16 on luvun 0,8515 logaritmi. Merkitdin tatd L(0,8515) = 16.

Jos merkitidn a=k", b=k"jac=a-b=k"-k" = k""", niin:

L(@)=n, L(b)=m jaL(c)=n+m.

Koska ¢ = a- b, niin saadaan tirked muuntokaava

L(a - b) = L(a) + L(b).

Taulukon ja muuntokaavan perusteella voidaan kertolasku 0,99 - 0,77 suorittaa seuraavasti:

L(0,99 - 0,77) = L(0,99) + L(0,77) = 1 + 26 = 27, joten luvun 0,99 - 0,77 logaritmi on 27. Etsitdén siis taulu-
kosta luku, jonka logaritmi on 27. Témé on 0,7623.

Yhdistdmalla tulokset voidaan todeta, ettd 0,99 - 0,77 = 0,7623.

Jos suoritetaan kertolasku 0,86 - 0,71 joudutaan tekemisiin likiarvojen kanssa, silld taulukosta ei 10ydy tés-
malleen tarvittavia lukuja. Etsitdédn taulukosta 1dhimpéané olevien lukujen logaritmit eli L(0,86) = 15 ja
L(0,71) = 34. Muuntokaavan perusteella L.(0,86 - 0,71) = 49, joten 0,86 - 0,71 = 0,6111, tismélleen oikean
tuloksen ollessa 0,6106.

Vastaavasti kertolasku 86 - 71 voitaisiin suorittaa etsimélli taulukosta lukuja 0,86 ja 0,71 1dhinnd olevien

lukujen logaritmit ja siirtdé logaritmien summan avulla 16ydetyn luvun pilkkua yhteensa nelji kertaa (2 + 2),
joten 86 - 71 = 6111, oikean tuloksen ollessa 6106.

Jos kantaluvuksi olisi valittu vaikkapa 0,9999, niin logaritmi 50 vastaisi tdssi taulukossa lukua 0,9950. Néin
lukujen 1,0000 ja 0,9950 vélissa olisi 49 muuta lukua eli luvut olisivat huomattavasti tiheammaéssa ja siten
laskeminen tarkempaa. Napier kéytti taulukoissaan kerrointa 0,9999999, joten hénen taulukkonsa riitti vaati-
viinkin laskuihin.
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Taulukko 7. Logaritmitaulukko

luku logaritmi
1,0000 0
0,9900 1
0,9801 2
0,9703 3
0,9606 4
0,9510 5
0,9415 6
0,9321 7
0,9227 8
0,9135 9
0,9044 10
0,8953 11
0,8864 12
0,8775 13
0,8687 14
0,8601 15
0,8515 16

4. Logaritmit
luku logaritmi
0,8429 17
0,8345 18
0,8262 19
0,8179 20
0,8097 21
0,8016 22
0,7936 23
0,7857 24
0,7778 25
0,7700 26
0,7623 27
0,7547 28
0,7472 29
0,7397 30
0,7323 31
0,7250 32
0,7177 33
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luku logaritmi
0,7106 34
0,7034 35
0,6964 36
0,6894 37
0,6826 38
0,6757 39
0,6690 40
0,6623 41
0,6557 42
0,6491 43
0,6426 44
0,6362 45
0,6298 46
0,6235 47
0,6173 48
0,6111 49
0,6050 50
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