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2. Analyyttinen geometria

2.1 Johdanto

Analyyttistd geometriaa pidetdéin nykyisin kahden ranskalaisen, René Descartesin
(1596-1650) ja Pierre De Fermat’n (1601-1665) toisistaan riippumattomina itsenéi-
siné saavutuksina. Luonnollisesti kaikki se mitd nykyisin ajattelemme analyyttisel-
14 geometrialla ei syntynyt vélittdmaésti 1600-luvun alun vuosikymmenind, mutta
keskeiset elementit olivat mukana jo ensimmaéisissa aihetta kéasitelleissa kirjoituk-
sissa, Descartesin La Geometriessd ja Fermat’n Ad locos planos et solidos isago-
gessa.

Se, kumpi oleelliset oivallukset teki ensimmaéisen ei ole aivan varmuudella tiedos-
sa, mutta jonkinlainen hyvien arvausten ja paitelmien avulla aikaansaatu aikahaa-
rukka on olemassa. Descartes julkaisi tuloksensa ensimmaéisend painetussa muo-
dossa, teoksen Metodin esitys liitteessd La Geometrie vuonna 1637. Liséksi tiede-
tddn, ettd Descartesilla oli jo ainakin idulla uudet geometriaan liittyvét ajatuksensa
1620-luvulla. Ilmeisesti Descartes teki ratkaisevan oivalluksensa jopa jo vuoden
1619 marraskuussa'. Koska lisiksi tiedetéin, ettei Fermat ole voinut omata kaikkia
tutkielmassaan kiyttineitd kisitteitd ennen vuotta 1635% niin Descartes olisi siten
ollut ensimmdiinen analyyttisen geometrian kehittdjd. Néin siitdkin huolimatta, etti
Fermat oli antanut oman aihetta késitelleen késikirjoituksensa isd Mersennen vili-
tykselld matemaatikkopiireille jo vuoden 1637 alussa, joitain kuukausia ennen kuin
Descartes julkaisi Metodin esityksen. Mielenkiintoista on, ettd Descartes ja Fermat
tekivit keksintdnsé itsendisesti 1600-luvun alkupuolella ja kirjoittivat aihetta kési-
telleet tekstit suunnilleen samanaikaisesti toisistaan tietimitta® ja myos julkaisivat
tulokset samana vuonna.

Molempien analyyttisen geometrian kehittdjin ty6 oli suoraa jatkoa Viéten “ana-

lyysille”, mutta he ldhestyvit aihetta hieman eri ndkokulmista. Nédkokulmien eron
voi tiivistdd seuraavasti: Descartes otti lahtokohdakseen kdyrén ja johti sille yhta-
16n, kun taas Fermat lahti liikkeelle yhtilosts, jota tutkimalla piirsi kdyran.*

My®os kirjoittajien ldhtokohdissa oli eroa. Descartesille analyyttinen geometria oli
vain yksi sovellus hinen yleiselle tieteelliselle menetelmélleen. Liséksi hdnen ma-
temaattinen uransa kaytdnnossa paittyi La Geometrien julkistamisen jilkeisind
vuosina. Descartes ei pyrkinyt laatiman jarjestelméllistd johdantoa analyyttisen
geometrian perusteisiin, vaan ainoastaan demonstroimaan tieteellisen yleismene-
telménsd vahvuutta ja osoittaa sen ylivertaisuus tieteiden kaikilla osa-alueilla, myos
matematiikassa. Descartes ei mm. késitellyt lainkaan yksinkertaisia kayria.

Fermat puolestaan vasta aloitteli matemaattista uraansa ja kirjeenvaihtoa ranska-
laismatemaatikoiden kanssa. Hénen analyyttistd geometriaa késitellyt vain noin
kymmensivuinen tutkielmansa oli ensimmainen matemaatikkopiireille 1dhetetty
kirjoitus. Se oli Descartesin esitykseen verrattuna alkeellinen, mutta vastaavasti jér-
jestelméllinen analyyttisen geometrian perusteiden esitys, jossa hén kasitteli suo-
ran, hyperbelin, paraabelin, ympyrén ja ellipsin yhtalot.

! Forbes, s. 142

2 Mahoney, The Mathematical Career..., s. 72-73

® Struik A Source, s. 143

* Boyer, History of Analytic, s. 101
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Descartesin ja Fermat’n tekemit yhtiaikaiset itsendiset keksinnét eivét kuitenkaan
olleet tdysin riippumattomia toisistaan vaan niille on 16ydettdvissa kolmas selittava
tekijd. Boyer on todennut, ettd yksinkertaisesti aika oli kypsa” keksinndlle.

Edellytykset, jotka 1600-luvun alussa tdyttyivét liittyivét ensinndkin matemaatik-
kojen yleiseen kiinnostukseen kdyrié kohtaan, kohdistuen erityisesti Apolloniuksen
kartioleikkauksia koskeneisiin kirjoituksiin. Toiseksi matemaatikot hallitsiva til-
16in jo hyvin yhden muuttujan determinoidut yhtélot ja sovelsivat niitd menestyk-
sellinen geometrisiin probleemoihin. Seuraava luonteva askel oli ryhtya késittele-
maén indeterminoitujen yhtildiden ddrettdémin monen ratkaisun joukkoa.

Mita analyyttinen geometria sitten on? Luultavasti mieleemme tulee ajatus, ettéd
analyyttinen geometria siséltdd ainakin toisiaan kohtisuorat koordinaattiakselit ja
pisteiden merkitsemisen koordinaatistoon, pistejoukon yhtélon, kéyrien piirron pis-
teittiin, erityisesti muodossa y = f(x), kdyrien yhtédléiden johtamisen sekd kéyrien
ominaisuuksien tutkimisen. Tdssd mielessd ajateltuna Descartesin ja Fermat’n tyot
tuottavat pienen pettymyksen. Kumpikaan ei esittele tai kiyti koordinaatistoa’,
kayrat madritelldan tai johdetaan pelkéstddn yhden akselin avulla. Molemmat kayt-
tivit tietenkin kahta muuttujaa, mutta muuttujien geometrinen tulkinta oli janan pi-
tuus. Nama janat piirrettiin toisiinsa ndhden kiintedssd kulmassa, joka ei valttdmét-
td ollut suora. Pistettd koordinaattien miaradmani objektina ei ollut. Kayrii ei piir-
retty pisteitd laskien, toisen muuttujan suhteen ratkaistu muoto y = f{(x) ei ollut ta-
voiteltu tai kaytetty. Mainituista viidesta kriteerista siis vain kaksi viimeistd, mutta
samalla kaksi tirkeintd, olivat selvillé tavalla ldsnd ensimmaéisissd analyyttisen
geometrian teksteissa.

2.2 Algebrallisen ajattelun syntyminen

Fermat ja Descrtes olivat tirkedssé roolissa algebrallisen ajattelutavan vahvistumi-
sessa. Antiikin Kreikan ajoista aina 1500-luvulle saakka matematiikan ajattelutapa
oli geometrinen. Matemaatikkojen kayttdmét menetelmét olivat pohjimmiltaan sdi-
lyneet kreikan matematiikan ajoista ennallaan. Vasta Victen uusi algebra, ars ana-
Iytica ja timén algebrallisen analyysin soveltaminen geometriaan eli analyyttisen
geometrian synty ylitti kreikkalaisten saavutukset. Algebrallisen ajattelun syntymi-
nen ja matematiikan algebrisoituminen 1500-luvun lopulta alkaen mahdollisti dif-
ferentiaali- ja integraalilaskennan ja sitd kautta modernin matematiikan syntymi-
sen. Mika tarkeintd, kaikki matematiikan peruskésitteet vapautuivat fyysiseen maa-
ilmaan ja geometriaan liittyvistd konnotaatioista: dimensio, avaruus tai reaaliluku
eivit sisilld konkreettista tulkintaa®. Matematiikka oli muuttumassa abstraktiksi.
Néin ei ollut vanhassa geometrisessa ajattelumaailmassa. Vieldpa Descartes, vaikka
hian muuten torjuikin lausekkeiden ja yhtdl6iden homogeenisuuden katsoi tarpeelli-
seksi huomauttaa, etti esimerkiksi lausekkeesta a’h*> — b voidaan ottaa kuutiojuuri,
silld lausekkeen ensimmaéinen termi voidaan ajatella jactuksi yksikolla ja jalkim-
miinen termi kerrotuksi kahdesti yksikolld’.

5 Boyer, s. 76; Mahoney, The Mathematical Career, s. 82
® Mahoney, The Beginnings, s. 2

" Descartes, s. 299
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2.3 Rene Descartes ja ensimmainen painettu analyyttisen geometrian esitys

Kehityskulkuja hieman yksinkertaistaen Descartesia voidaan pitéé analyyttisen
geometrian tosiasiallisena perustajana, silld se opittiin tuntemaan pelkistidén Des-
cartesin tyon kautta. Itse asiassa useita vuosisatoja Descartesia pidettiin analyytti-
sen geometrian ainoana kehittdjdn ja Fermat ohitettiin tdysin. Kuitenkin tarkka tu-
tustuminen Descartesin kdytdnndssa ainoan matemaattiseen tekstinsd, La Geomet-
rien, sisdltoon ei vastaa odotuksia, jos sieltd etsii tuttua “koordinaatistogeometri-
aa”. Etenkin paljon kdytetty késite karteesinen koordinaatisto on harhaanjohtava,
silld La Geometriesta ei yksinkertaisesti 10ydy suorakulmaista koordinaatistoa.
Descartes ei myoskaén késittele yksinkertaisten kdyrien eli mm. suoran, ympyran
ja paraabelin yhtaloitd. Ylipddtdan hén ei, vaikka ymmarsi laatineensa aivan uuden-
laisen ja tehokkaan menetelmén, vaivautunut laatimaan johdantoa tai peruskasittei-
den esittelyd. Niiden sijaan hdn kayttda runsaasti sivuja erddn hyvin vaikean Pap-
puksen ongelmana® tunnetun geometrisen probleeman ratkaisuun. Hieman kérjisti-
en sanottuna Descartesille analyyttinen geometria oli Pappuksen ongelman ratkai-
sun “sivutuote”. Jopa sellainenkin arvio on esitetty, ettd Descartes kirjoitti La
Geometrien vain jotta saattoi rehennelld keksinn6illddn, ei siksi ettd olisi halunnut
selittdd ne toisillekin’.

Jalkikdteen on aina helppo arvioida ja osoittaa puutteita. Tosiasia ei kuitenkaan
muutu: Descartesin La Geometriesta 10ytyi ja 16ytyy edelleen analyyttisen geomet-
rian kova ydin, geometrian ja algebran uudenlainen yhteys. Tahén liittyen Descar-
tes kirjoitti jo 1620-luvulla Jdrjen kdyttoohjeissa, sadnndsséd X VI, seuraavasti:

Ne seikat, jotka eivdt vaadi mielen vdlitonta keskittymista mutta ovat johtopddtoksen kannalta
valttamattomia, on parempi esittdd lyhyesti merkeilld kuin kokonaisina kuvioina. Nain muisti

ei voi pettdd, mutta samalla ajatus voi paneutua tekemdan pdatelmida muista asioista, ilman
ettd sen tarvitsee keskittya ndiden muistissa sdilymiseen. ... Merkitsemme asiat muistiin lyhy-
esti merkeilld, jotta, ... voimme ... kdyda ne kaikki lapi erittdin nopealla ajatuksen liikkeelld ja
ndhda niistd mahdollisimman monta yhdelld kertaa. Siispd jokainen seikka, joka on ongelmana
ratkaistaessa katsottava yhdeksi asiaksi, merkitdaan yhdella ainoalla merkilld, joka voidaan
keksid mielivaltaisesti.

Tavallisen algebran harjoittajat koettavat ilmaista ndma useiden mittojen ja kuvioiden avulla;
ensimmadistd he kutsuvat juureksi, toista nelioksi, kolmatta kuutioksi, neljatta bikvadraatiksi
jne. Tunnustan, ettd ndma nimitykset ovat pitkdan johtaneet minua harhaan. Janan ja nelion
lisdksi en ndet havainnut minkaan voivan ilmeta kuvittelussani selvemmin kuin kuution ja
muiden vastaavanlaisten kuvioiden. Niiden avulla sitd paitsi olin ratkonut varsin monia ongel-
mia. Pitkdn kokemuksen jdlkeen oivalsin kuitenkin lopulta, etten tdtd ajattelutapaa noudattaen
ole koskaan keksinyt mitddan, mita en olisi voinut tajuta huomattavasti helpommin ja selke-
ammin ilmankin. Niinpa tulin siihen tulokseen etta nama nimitykset on syyta kokonaan hylata,
jotta kasitteet eivdat mene sekaisin. Vaikka suuretta ndet kutsuttaisiin kuutioksi tai bikvadraa-
tiksi, sitd ei pida koskaan kuvitella muuten kuin janana tai pintana edellisen sadannén mukai-
sesti. Niinpa on erittdin tarkeda panna merkille, etteivat esimerkiksi juuri, nelié ja kuutio ole
mitddn muuta kuin perdkkdisid suureita, joiden keskindinen suhde on vakio.!0

Siis jo yli kymmenen vuotta ennen La Geometrien Kirjoittamista Descartes oli hy-
lannyt ajattelustaan geometrian objektien tiukan sitomisen konkretiaan. Tuntemat-
toman suureen x kolmatta potenssia ei tulisi endd ymmartiaa kuutiona, jonka sdrméin

¥ »Olkoon annettu 27 (tai 2n +1) suoraa, etsi niiden pisteiden kiyri, joiden » suorasta mitattujen etiisyyksien tulo on
yhté suuri kuin toisista z (tai n + 1) suorasta mitattujen etéisyyksien tulo.” Jo kreikkalaiset tiesivit, ettd kolmen ja neljan
suoran tapauksessa kéyrd on kartioleikkaus. Viiden kayrin tapauksessa syntyy kolmannen asteen kayra. Boyer, History
of analytic geometry, s. 87

? Stillwell, s. 106

1" Descartes, Teokset I, s. 105-107; alleviivaukset ovat timéan kirjan kirjoittajan lisadmiit.
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. . . 2 4 . .

pituus on x, vaan osana geometrista sarjaa 1, x, x°, x3, x", ..., jonka perakkaisten ja-
senten suhde on vakio: 1/x =x/x* =x*/x’ = ... . Descartes jatkaa ajatuskulkuaan La
Geometriessa toteamalla sen avaussanoissa, etti:

Jokainen geometrian probleema voidaan helposti muuntaa sellaisiksi lausekkeiksi, ettd ym-
marrys tiettyjen suorien viivojen pituuksista on riittava sen ratkaisemiseksi.!

Perustellakseen viitettdin Descartes esitteli La Geometrien alussa viiden tavan-
omaisen aritmeettisen operaation eli yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskun sekd
nelidjuuren ottamisen geometriset vastineet. Erityisesti kertolaskun esittdiminen ja-
nana ja poikkesi aiemmasta kidytinnostd, jonka mukaan kahden janan kertolasku
kuvaa suorakulmion pinta-alaa. Descartes esitti janojen BD ja BC kertolaskun (ku-
va 18) lisddmalla puolisuoralle BD pisteen 4 siten, ettd AB = 1, yhdistdimaélla pisteet
A ja C sekd piirtdmélld AC:n kanssa yhdensuuntaisen janan DE, jolloin BE on ker-
tolaskun lopputulos. Asiaa voi perustella esimerkiksi verrannolla merkitsemalld BD
=x ja BC =y, jolloin x suhtautuu lukuun 1 kuten £B lukuun y, joten EB = xy.

D A
Kuva 18. Janojen BD ja BC kertolasku.

Tama kekselids havainnollistus oli oleellisen tirked, koska sen avulla Descartes
saattoi osoittaa geometrisesti, etté kahden janan kertolaskun lopputulos on edelleen
pituus ja prosessia toistamalla myos janan potenssi on edelleen pituus. Ndin kahden
muuttujan yhtilossa kaikki yksittdiset termit ovat pituuksia ja siten esitettdvissad yk-
sikkdjanan moninkertoina.

Tamin jalkeen Descartes uudisti jo aiemmin kirjoittamansa periaatteen koskien
symbolismia:

Usein ei ole tarpeellista piirtaa janoja paperille, vaan riittda merkita kutakin yhdella kirjaimella.
Siten lisdtdakseni janat BD ja GH merkitsen toista a:lla ja toista b:lld ja kirjoitan a + b. ... Tdssa
on huomattava, ettd ilmaisuilla a2, b3 ja vastaavilla mind tavallisesti tarkoitan vain yksinkertai-
sia janoja, joita kuitenkin nimitdn nelidiksi, kuutioiksi, jne. jotta voin kadyttaa niita algebras-
sa.1?

Esittdmalld aritmeettisille operaatioille geometriset vastineet Descartes asetti geo-
metrialle ja analyyttiselle algebralle tdyden vastaavuuden. Tétd vastaavuutta hy-
viksi kiyttden hén ratkaisi hieman mydhemmin toisen asteen yhtilon z* = az + b*
ympyrén ja suoran avulla. Han piirsi suorakulmaisen kolmion LMN siten, ettd LM
= b ja LN = "2a. Taman jilkeen hin piirsi ympyrin, jonka keskipiste on N ja sidde
LN ja jatkoi hypotenuusaa MN siten, ettd se leikkasi ympyran pisteessd O. Télldin

. . 1 1
yhtdlon ratkaisu on jana OM =z = Ea + Zaz +b*.

" La Geometrie, s. 2 (s. 297)

12 Descartes, s. 298
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Kuva 19. Toisen asteen yhtilon ratkaisun geometrinen tulkinta.

Descates ei huomioinut mitenkaén ratkaisussaan yhtélon toista negatiivista juurta,
jonka itseisarvo on PM. Descartesin lukukasitteen rajoittuneisuus onkin erds mer-
kittivimmistd La Geometrien puutteista. Koska Descartesille muuttujat olivat aina
janojen pituuksia, ei hén voinut hyviksyé niiden arvoiksi eli yhtéloéiden ratkaisuiksi
negatiivisia lukuja, kuten ei myoskddn imaginaarilukuja. Negatiivisten lukujen
puute rajoitti Descartesin kiyrit koordinaatiston 1. neljinnekseen. Han ilmeisesti
ymmérsi ainakin jollakin tasolla, ettd muuttujan eli janan negatiivinen arvo voisi
merkitd kuviossa péinvastaista piirtosuuntaan muuttujan positiiviseen arvoon ver-
rattuna, mutta ei hyddyntényt titd milldén tavoin. Esimerkiksi vuonna 1638 esitte-
lemadnsi kiyrdd x” +y® = 3axy hin kutsui “lehdeksi”, silld muuttujien positiivisil-
la arvoilla se todella néyttda lehdeltd, vaikka tosiasiassa kdyrd on monimutkaisem-
pi.

. yd )
N /S

4
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Kuva 20. Descartesin lehti.

Perusteltuaan algebran ja geometrian vastaavuuden ja esiteltydén toisen asteen
yhtdlon geometrisen ratkaisun ympyrén ja suoran avulla Descartes uppoutui koko
ensimmadisen kirjan loppuosan ajaksi ratkomaan Pappuksen ongelmaa ja vasta La
Geometrien toisessa Kirjassa Kdyrien luonteesta hian ryhtyy kisitteleméén tarkem-
min kehittdmiinsi metodia. Analyyttisen geometrian ’peruslause” eli kahden
muuttujan yhtédlon ja kdyrédn vélisen suhteen Descartes ilmaisi seuraavasti:

Mink&dan kayran ratkaiseminen ei ole muuta kuin 16ytaa piste, jonka taydellinen maaraaminen
yhdelld ehdolla on vajaa toisen ehdon ollessa sellainen, etta kaikki pisteet yksittdisella suoralla
tayttdvat sen. ... Kaikissa tallaisissa tapauksissa voidaan saavuttaa kahden muuttujan yhtalo,
joka on tdysin samankaltainen edelld 16ydettyjen kanssa.'3

Bla Geometrie, s. 334-335
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Miten Descartes sitten sovelsi titi periaatettaan? Tutustutaan erddseen Descartesin
esittelemisté laitteista, joiden avulla hén ”yhdelld jatkuvalla liikkeelld”, kuten hén
asian ilmaisi, saattoi piirtdd eli mééritelld kdyrén. Tdma ja muutama muu tarkaste-
lu, joita Descartes piti vélttiméttoméand pahana Pappuksen ongelmaan laatimansa
ratkaisun esittelyn kannalta ovat jélkikdteen arvioiden kuitenkin kirjan kiinnosta-
vinta antia, koska tdssd Descartes johtaa mekaanisen laitteen avulla piirtdmilleen
kayrille yhtélon.

Descartes madrittelee kiyrén £EC viivaimen GL ja suorista viivoista koostuvan ta-
sokuvion CNKL leikkauspisteend C. Tasokuvion CNKL sivu KN on ddrettomén
pitkd pisteen C suuntaan. CNKL liikkuu tasossa siten, ettd sivu KL yhtyy aina suo-
raan AB. Lisdksi suorakulmainen kolmio NLK sdilyttdd koko ajan liikkuessaan seka
muotonsa ettid kokonsa. Kuvio CNKL on kiinnitetty viivaimeen GL pisteestd L, jo-
ten viivaimen GL liike saa aikaan myds tasokuvion CNKL liikkeen. Viivaimen GL
ja suoran KN leikkauspiste C piirtdd kiyrén (kuva 21).

Kuva 21. Viivaimen GL ja tasokuvion CNKL piirtiméa hyperbeli.

Kuvailtuaan ndin kuinka kéyrd muodostetaan geometrisesti — Descartes ei pitdnyt
laitetta, joka saa aikaan kédyrdn yhdelld jatkuvalla liikkeelld luonteeltaan harppia
monimutkaisempana — hén ryhtyy johtamaan sille yhtdl64. On huomattava, ettd
koska Descartes ei tuntenut meidén kayttimédamme xy-koordinaatistoa, hin valitsi
kussakin tilanteessa yhden omasta mielestdén sopivimman suoran akseliksi ja yh-
den akselin pisteen tarkastelujen alkupisteeksi eli origoksi. Téssé akselina on 4B ja
origona 4.

Jos haluan tietdad mihin luokkaan kayra kuuluu valitsen suoran, kuten AB, jolla viitata kaikkiin
pisteisiin ja suoralta AB valitsen pisteen A, josta aloitan tutkimukseni. Sanon "valitse tama tai
tuo”, koska olemme vapaat valitsemaan mita tahdomme, silla vaikka on tarpeen tehda valinta
huolellisesti, jotta yhtdl6 muodostuu niin lyhyeksi ja yksinkertaiseksi kuin mahdollista, silti
valitsisinpa suoran AB sijasta minka tahansa suoran kayra osoittautuisi aina samaan luokkaan
kuuluvaksi, mikd on helppo todistaa'4.

Sitten valitsen kdyralta mielivaltaisen pisteen Cjohon oletamme laitteen sijoittuneen piirta-
maan kayrdd. Taman jalkeen piirrdn suoran GA kanssa yhdensuuntaisen janan CB pisteen C
kautta. Koska CB ja BA ovat tuntemattomia ja indeterminoituja suureita, kutsun niistd toista

' Tilla Descartes tarkoittaa, ettd kiyrin luonne ei muutu koordinaatiston vaihdoksen myotd; esimerkiksi téssi tilantees-
sa lopputulos olisi aina hyperbeli akselin valinnasta riippumatta.
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y-ksi ja toista x:ksi. Saadakseni yhteyden ndiden suureiden vdlille minun taytyy huomioida
my0s tunnetut suureet, jotka madrittavat kayran muotoa, kuten GA, jota kutsun a:ksi; KL, jota
kutsun b:ksi; ja NL, GA:n kanssa yhdensuuntainen, jota kutsun c:ksi. Sitten sanon, ettda NL

b
suhtautuu LK:n, tai ¢ bin, kuten CBeli y BK:n'5, joka on siten yhtd suuri kuin —y. Siten BL on
C

b b
yhtd suuri kuin —y — b ja AL on yhta suuri kuin X +—y — b. Lisaksi, kuten CB suhtautuu
c c

b b
LB:n, tdma on kuten y suhtautuu —y —b:n, siten AG tai a suhtautuu LA:n tai x+—y—b.
C C

ab
Kertomalla verrannon toisen kolmannella saamme — y — ab, joka on yhté suuri kuin
c
Xy +—y~ = by, joka saadaan kertomalla verrannon ensimmdiinen viimeisell4. Siispa vaadittu
c

cx
yhtdlé on y2 =cy —7y +ay —ac. Tastd yhtdléstd ndemme, ettd kdyrd EC kuuluu ensim-
madiseen luokkaan ollen itse asiassa hyperbeli.16

Koska Descartesin muuttujat x = AB ja y = BC ovat tavanomaiseen x)-
koordinaatistoon verrattuna vaihtaneet paikkansa ja lisdksi BC:n positiivinen suun-
ta on tavanomaisesta poikkeava modernissa xy-koordinaatistossa vastaavan kéyrin

yhtilé on x* = —cx+%xy—ax—ac a

Descartesin tésséd esimerkissd kdyttima menettelytapa on sama ldpi koko La Geo-
metrien. Han aina ensin piirtdd kiyran jollakin geometrisella menetelmalla ja vasta
tdmén jéilkeen johtaa kdyrdn yhtdlon. Kéyrén pisteittdinen piirtdminen yhtdlon pe-
rusteella ei kuulunut Descartesin geometriaan eikd hdn hahmottanut ainuttakaan
kayraa talld meille tutulla tavalla. Han kylld ymmadrsi, ettd indeterminoitu kahden
muuttujan yhtilo kylld yleensi aina esittdd kdyrdd, mutta ei pitdnyt pelkkéaa yhtaloa
riittdvaksi madritelmaksi kayrille, vaan vaati aina ensin geometrisen konstrukti-
on."® Descartes teki eron “yhdelld jatkuvalla liikkeelld” aikaansaadun eli geometri-
sen kdyrdn (mm. ympyré, ellipsi, hyperbeli, paraabeli, jne.) ja mekaanisten eli kah-
della tai useammalla yhtdaikaisella liikkeelld aikaansaatujen kdyrien vélille (ns.
transsendenttiset kéyrat, kuten spiraali):

On huomionarvoista havaita, ettd on suuri ero timan metodin'?, jossa kayra jaljitetddn etsi-
malla useita pisteita siltd ja sen, jota kdytetddn spiraalissa ja vastaavissa kadyrissa.2o

Geometrisilla kdyrilld oli erikoisasema, silla

... kaikilla geometristen kayrien pisteilla, eli niilla, jotka ovat maaritelty tasmalliselld ja tarkalla
mittauksella, taytyy olla tdsmallinen suhde kaikkiin suoran pisteisiin2! ja tama suhde taytyy
voida ilmaista yhden yhtdlon avulla.22

Kaéyrien yhtél6illé eli geometrian ja algebran yhteensovittamisella oli Descartesille
Pappuksen ongelman ratkaisun liséksi toinenkin paddmadra: yli toista astetta olevien

1sNL_CB _c_y
LK BK b BK

= BK=éy
c

' La Geometrie, s. 321-322; Descartes luokitteli kiyrit Pappuksen tapaan. Pappuksen kiyttima kayrien luokittelu, ks.

alaviite sivulta 11.

17 Vaihdetaan y:n tilalle —x ja x:n tilalle y.

'8 History of anal., s. 88

' Descartesin analyyttisen geometrian metodin, jossa kdyria muodostetaan geometrisesti.
*% transsendenttisissa kiyrissi
*! eli jokainen kéyrin piste voidaan ilmaista akselilla olevan pisteen avulla

21a Geometrie, s. 319
erkki.luoma-aho@jkl.fi
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yhtiloiden graafinen ratkaiseminen.”® Témi tapahtuu La Geometrien kolmannessa
kirjassa, sen loppupuolella. Kaikki ensimmaéisen ja toisen kirjan mééritelméat seka
kolmannen kirjan alun yhtiléiden teoria®* olivat alkusoittoa tille modernin geomet-
risen sinfonian finaalille.

Descartes etsii esimerkiksi yhtilolle z* = pz* - gz + r geometriset ratkaisut ympy-
rén ja paraabelin avulla. Hén piirtdé ensin paraabelin, jonka polttopisteen C ja hui-
pun 4 etdisyys AC = % ja jonka johtosuoran suuntainen, polttopisteen lépi kulkeva
jana (ns. latus rectum) on pituudeltaan 1. Lisdksi CD =1 p ja DE =1 ¢. Nyt Des-
cartes madrittelee, etti GK = z, jolloin paraabelin luonteesta johtuen AK = z*. Sitten
hén laskee janan DK pituuden vihentdmélld janat AC ja CD janasta AK ja saa tu-
lokseksi DK = z* -1 -1 p. Taman lausekkeen neli6 t-pt-7° +ip2 +ip+d
on suorakulmaisen kolmion EMG kateetin EM pituuden nelid. Koska
_ _1 .o _ 1 . . . . e 2 1 2

DE = KM = g, niin GM =z +q ja timdn lausekkeen neli6 z” +qgz +, ¢~ katee-
tin MG nelid. Lisddmalld ndma kaksi neliotd Descartes saa ympyrédn FG séteen ne-

‘e 4 2 2 2 : 3
lion z° - pz°+qz++q" ++ p~ +3 p++ suorakulmaisen kolmion EMG hypotenuu-

sana.

Kuva 22. Yhtilon z* = pz* - gz +r geometrinen ratkaisu paraabelin ja ympyrin
leikkauspisteina.

Modernein merkinndin kyseessd on yhtildparin ratkaiseminen. Esimerkiksi yhtdlon
x* —=2x% + x =0 ratkaisut voi 16ytda geometrisesti paraabelin ja ympyrin leikkaus-
pisteend kunhan vain sopivat yhtilt 16ytyvit. Yhtilolle z* = pz® — gz +r eli yhti-
16lle x* — px*+gx—r =0 soveltuvia ovat esimerkiksi paraabeli y = x* ja ympyra
x?+y2+gx+(=p-1)y-r=0. Kun asetetaan esimerkiksi p =2, ¢ = 1 ja r = 0 saa-
daan kéyriksi y=x”ja x*+y? +x -3y =0. Kiyrien leikkauspisteet (kuva 6) ovat

> History of Anal., s. 95

24 T4td osaa La Geometrien sisillostd kisiteltiin tarkemmin luvussa 4.
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yhtdlon geometrinen ratkaisu eli leikkauspisteiden 4, B, C ja D x-koordinaatit
-1-45  A5-1
b 9 2

2

ja 1 ovat yhtdlon x* —2x” + x =0 ratkaisut.

Kuva 23. Neljénnen asteen yhtdlon geometrinen ratkaisu kahden toisen asteen
kayran leikkauspisteiden avulla.

Merkitys Descartes itse piti varmasti tarkeimpind matemaattisina saavutuksinaan Pappuksen
ongelman ratkaisua ja korkeamman asteen yhtéléiden ratkaisujen konstruointia toi-
sen asteen kdyrien eli kartioleikkausten avulla. Hénen La Geometrien tavoitteet
eroavat siten siitd mihin tavanomaisesti analyyttisen geometrian avulla pyritdin.
Onkin niin ettd matematiikan kehityksen kannalta ajateltuna hinen matemaattinen
algebran ja geometrian yhdistdnyt menetelménsé oli lopulta La Geometrien tiarkein
anti, eivit sen sovellukset. Descartes pdaméarinsi saavuttaakseen yhdisti algebran
ja geometrian toisaalta antamalla algebrallisille laskutoimituksille geometrisen tul-
kinnan ja toisaalta tekemilld kuviot tarpeettomiksi korvaamalla niiden kdyton al-
gebrallisilla operaatioilla. Descartes kdynnisti matematiikassa reformin, joskaan ei
osannut ennakoida mihin se johtaisi.”

3 Boyer, Descartes and the geometrization..., s. 390, 391
erkki.luoma-aho@jkl.fi
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René Descartes (1596-1650)

Descartes syntyi 31.3. 1596. Hinen perheensé kuului virkamiesaatelisten sddtyyn
noblesse de robe. Descartesin diti kuoli lapsivuoteeseen, kun Ren¢ oli vuoden van-
ha. René joutui yhdessa sisartensa kanssa ensin véliaikaisesti, mutta muutamaa
vuotta mydhemmin pysyvisti edesmenneen ditinsd sukulaisten huomaan hénen
isénsd avioiduttua uudestaan. Rene péityi lopulta isoenonsa kasvatettavaksi.

Vuonna 1606 Descartes ldhetettiin jesuiittojen ylldpitimaan kouluun La Flécheen.
Opinto-ohjelmaan kuului mm. klassisia kielid, matematiikkaa, ja Aristoteleen me-
tafysiikkaa.”® Descartes oli melko kriittinen saamaansa koulutusta kohtaan, vaikka
La Fléche oli talldin yksi Euroopan kuuluisimmista kouluista, todeten mm. "etten
»*" ja ettd "filosofia antaa keinot,

tuntenut opintoyritysteni hyddyttaneen minua mitenkdan

joilla voi puhua vakuuttavasti kaikista asioista ja herattaa ihailua vidhemman oppineissa.

La Fléchen jélkeen Descartes jatkoi opintojaan Poitiersin yliopistossa lakia opiskellen. Hén sai tutkinnon
valmiiksi vuonna 1616. Valmistuttuaan Descartes oli kuitenkin vield liian nuori liittymé&én sidtynsa edellyt-
tdmadn lakitoimeen. Vuonna 1618 hdn muutti protestanttiseen ja ilmapiiriltddn vapaampaan Alankomaihin
opiskellen mm. sotilasarkkitehtuuria. Alankomaissa hén tapasi Isaac Beecmanin (1588—1637), joka rohkaisi
Descartesia opiskelemaan matematiikkaa ja fysiikkaa. Beeckmanille Descartes kirjoitti jo vuonna 1619 en-
simméiisestg tieteellisestd ldpimurrostaan, aivan uudesta tieteestd. Tastd kehittyi myohemmin analyyttinen
geometria.

Alankomaissa hén liittyi vapaaehtoisena Naussaun ruhtinas Morizin armeijaan ja vietti vuodet 1619-1628
kierrellen pitkin Eurooppaa eri armeijoiden mukana. Han arvellaan osallistuneen mm. Prahan valloitukseen
1620 ja piipahtaneen ainakin Italiassa. Varsinainen sotilas hén ei kuitenkaan ollut ja tiedetddn, etta talven
1619 hin vietti pddasiassa saksalaisessa yldkammarissa mietiskellen kamiinan limmaossé uutta tieteellisen
tiedon hankkimisen menetelmai. Erés hdnen keskeinen ajatuksensa oli epéillé kaikkea mité sithen saakka oli
opetettua auktoriteettien voimalla ja pdinvastoin pyrkié etsimiin todellista tietoa itse mietiskellen. Ylikam-
marissa hian my0s koki kolme enneunta, joiden kerrotaan ohjanneen ja rohkaisseen Descartesia mietiskelyis-
sdén.

Mietiskelyjensa tulokset, Metodin, Descartes kuvaa teoksessa Discours de la méthode (1637) eli Metodin
esitys. Yhdessd noin 1628 valmistuneen, mutta vasta 1700-luvulla julkaistun Jéirjen kdyttoohjeiden kanssa
Metodin esitys on mielenkiintoinen matka filosofin ja matemaatikon pohdiskeluihin, joissa hén pyrkii luo-
maan uuden pohjan kaikille tieteille. Likimain kaikki Descartesin varsinaiset luonnontieteelliset vaittdmat,
joihin hin paityi Metodinsa avulla ovat toinen toisensa perdédn osoittautuneet paikkansa pitdimattomiksi.
Naisti erikoisimpia ovat véite, ettd syddmessé oleva tulen tapainen ldmp0 pitdd verenkiertoa ylld ja viite, ettd
ruumis ja mieli ovat yhteydessa toisiinsa képyrauhasen vélitykselld. Ainoa tuloksiltaan edelleen voimassa
oleva tieteellinen tyd on hinen lopulta ainoaksi matemaattiseksi julkaisukseen jaanyt La Geometrie. Descar-
tesin merkitys onkin siind, ettd hin ensimmaéisend ja vakuuttavalla tavalla nousi vallitsevaa ajattelutapaa vas-
taan. Kuuluisin Descartesin toteamuksista lienee ”Cogito, ergo, sum” eli ”Ajattelen, siis olen”. Talld hin
kuvasi sitd, ettd vaikka ihmisen tulee epdillé ja kaikkea ja kaikkia, jopa omia aistihavaintojaan, niin kuitenkin
vahintdén ajattelevan mielen tulee olla olemassa.

Vuonna 1649 Descartes muutti 1649 Ruotsin hoviin opettamaan kuningatar Kristiinaa ja avustamaan tati
tiedeakatemian perustamisessa. Descatesilla oli ollut 14pi koko eldménsa tapana viettdd aamulla useita tunteja
sdngyssi mietiskellen ennen varsinaista nousua pdivdan. Syyni tdhén tapaan Descartes ilmoitti didiltdén pe-
riytyneen sairaalloisuuden. Aamuvirkku Kristiina vaati kuitenkin Descartesia nousemaan jopa aamuviidelti
eikéd sallinut hénen loikoilla puolille péiville sangyssédén. Mahdollisesti aamun rasitukset ja Ruotsin talvi,
jossa ajatuksetkin jadtyvat” osoittautuivat liian raskaiksi Descartesille ja hin menehtyi 53-vuotiaana talvella
1650.

26 EB

¥ Teokset I, s. 123
2 Teokset, s. 123
¥ DSB, 5. 51
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2.4 Pierre de Fermat ja Ad locos planos et solidos isagoge

Descartes aloitti La Geometrien liittdmaélla aritmeettisille operaatioille vastaavuu-
den geometriassa. Fermat sen sijaan tarttuu késikirjoitusmuotoon jaddneessé, noin
kymmensivuisessa kirjoitelmassa suoraan asiaan. Ad locos planos et solidos isago-
ge, jonka otsikon moderni kdannds voisi olla: ”Ensimmdisen ja toisen asteen kdyrdt
— johdanto” alkaa seuraavasti:

Ei ole epdilystakaan, etteivatkoé useat muinaiset kirjoittajat olisi kirjoittaneet kdyristd, ndin
todistaa Pappus, joka seitsemdnnen kirjansa alussa sanoo, ettd Apollonius on kirjoittanut ta-
sokayrista ja Aristaeus kappalekdyristd. Mutta minusta vaikuttaa, etta heiltd kdyrien opiskelu
ei luonnistunut kovin helposti. Taman paattelemme siitd, etta useille kayrille he eivat antaneet
riittavan yleista kdsittelyd. Tama selkiytyy jaljempana.

Alistamme siis taman tieteen soveliaalle ja ainutlaatuiselle analyysille, jotta tastd eteenpdin
avautuisi yleinen tapa opiskella kayrid.

Fermat’'n ja Descartesin ajatuskulkuja verratessa huomio kiinnittyy samaan asiaan:
tyytymattomyys kreikkalaisten tapaan késitelld kayrid. Descartes esitti kritiikin sel-
vemmin kuin Fermat, mutta molemmat jakoivat halun parantaa talta osin antiikin
saavutuksia. Fermat’lle sovelias” analyysi merkitsi luonnollisesti Vieten algebraa,
jota hin ei pitdnyt tarpeellisena esitelld tarkemmin.

Tadmaén lyhyen johdannon ja motivaation jélkeen seuraavassa lausessa Fermat aset-
taa lyhyesti ja ytimekk&dsti analyyttisen geometrian keskeisen perustan. Hén ei mi-
tenkdén perustele tai pyri osoittamaan vaittiméénsa todeksi. Hinelle kyse on postu-
laatista:

Niin pian kuin lopullinen kahden muuttujan yhtdlo ilmaantuu, niin syntyy ura3° ja toisen muut-
tujan paatepiste maarittda suoran tai kdyran viivan3!.

Boyer on todennut, ettd "tama lyhyt lause edustaa yhta kaikkein merkittavimmista to-

32 Lauseessa on erityistd se, ettd siind Fermat
esittdd samalla sekd méaritelmén ettéd tekniikan. Fermat’n ajattelussa “péétepiste”
litkkuu tasossa yhtdlon midradméand muodostaen kayrén.

teamuksista matematiikan historiassa.

Tamén jilkeen Fermat jatkaa:

Suora viiva on laatuaan ainoa, mutta kayrien viivojen tyyppejd on darettomasti: ympyra, paraa-
beli, hyperbeli, ellipsi, jne. Milloin tahansa tuntemattoman muuttujan padtepiste piirtda suoran
viivan tai ympyran meilld on tasokayra. Milloin se piirtaa paraabelin, hyperbelin tai ellipsin
meilld on kappalekdyra. Jos muita kayrid ilmestyy sanomme, etta kdyra on lineaarinen33. Emme
lisdd mitadn tahan viimeiseen tapaukseen, silld lineaarisen kdyran tutkimisen voi johtaa hel-
posti taso- ja kappalekdyrien tutkimuksista.

Yhtalo on helposti muodostettu, kun kaksi tuntematonta suuretta asetetaan toisiaan vastaan
tietyssd annetussa kulmassa, joka usein on suora, ja kun toisen sijainti ja loppupiste on an-
nettu. Jos talldin kumpikaan tuntemattomista suureista ei ylitd neliétd, on kdyra taso- tai kap-
palekdyra, mika selvida siitd mitd sanomme seuraavaksi.

30 Jocus; olen kiyttinyt sanoja ura ja kdyrd synonyymeind, tissi kddnnoksend ura.

3! lineam rectam aut curvam

32 Boyer, History of Analytic Geometry, s. 75

33 locus linearis; Pappuksen luokittelun mukaan suora ja ympyri ovat tasokiyrid (locos planos), ne voidaan muodostaa
harpin ja viivaimen avulla. Kappalekéyrit (/ocos solidos) ovat kdyrid, jotka voidaan muodostaa kartioleikkauksina.
Néama ovat paraabeli, ellipsi ja hyperbeli. Liséksi Pappuksella oli kolmaskin luokka, ”lineaariset kdyrét”, jotka ovat
modernissa luokittelussa kolmannen tai titd korkeamman asteluvun kéyrié. Pappuksen lineaarisuus ei siis liity miten-
kéan nykyiseen kédsitykseen lineaarisuudesta. (mm. Struik, s. 145).
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Téassd Fermat kuvaa kuinka yhtil6d ryhdytdén muodostamaan. Periaate on sama
kuin Descartesilla. Kaksi muuttujaa vastaavat kahta janaa. Toinen jana on “akselil-
la” ja toinen, ns. ordinaatta, sijoittuu ensin mainitun janan jatkeeksi vakiokulmassa.
Ensimmadisessé esimerkissddn Fermat kisittelee suoran yhtaloa:

Olkoon NZM suora viiva tietyssa paikassa ja N suoran kiintea piste. Olkoon NZ tuntematon
suure A ja tietyssa kulmassa NZ/ oleva jana Z/ toinen tuntematon suure E. Jos

D kertaa A on yhta suuri kuin B kertaa E, 34

niin piste / piirtad suoran viivan, silla B suhtautuu D:hen kuten A suhtautuu E:hen. Koska suh-
de A:n ja E:n vdlilla on annettu ja koska kulma pisteessa Zon my0ds annettu, kolmion NZ/
muoto yhdessa kulman /NZ kanssa on annettu.

N 4

Kuva 24.

Esityksessd on merkittdvé ero verrattaessa Descartesin La Geometrien logiikkaan.
Fermat esittdd ensin yhtilon ax = by ja sitten ilmaisee yhtélon esittdvin suoraa. Pe-
rustelu on néhtdvissi kuvasta 25. Yhtdlostd Fermat kirjoittaa verrannon b:a = x:y,
jonka vastine on aina kaksi yhdenmuotoista kolmiota. Siten janan E (kuva 24) eli
v (kuva 25) péétepisteen / piirtdmaé ura on suora. Tarkkaan ottaen kyseesséd on
puolisuora, silld Descartesin tapaan Fermat hylkési muuttujien negatiiviset arvot.

Vastaavalla tavalla, aina yhtilostd kdyrddn edeten, Fermat johtaa kaikkiaan seitse-
man erilaista tapausta:

1) ax = by (suora)

i)  xy=b (hyperbeli)

iii)  x*+xy=ay’ (suora)
iv)  x” =ay (paraabeli)
V) b*—x’ =y’ (ympyri)
vi)  b*=x?=ay” (ellipsi)

vii)  b*+x* =ay” (hyperbeli)

3
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Tallainen perusteellisuus vastaa ldhes nykyisenkaltaista oppikirjatasoa. Fermat
tavoitteena lieneekin ollut esitelld kehittiméinsa menetelméa toivoen saavansa pa-
lautetta muilta matemaatikoilta. Siksi oli tarpeen kuvata menetelméd mahdollisim-
man selvisti. Haittapuolena oli, ettd vaikka Fermat ymmérsi ja my0s sen selvisti
kirjoitti esillekin, ettd jokainen eri yhtdlo méérittdé jonkin uuden kéyréin, hinen
tyOstddn niitd ei noussut esille yhtddn, pidinvastoin kuin Descartesilta.

Fermat ansioksi on kuitenkin luettava, ettd vain noin reiluun kymmenen sivun mit-
taiseen tekstiin hin sai mahtumaan analyyttisen geometrian perusperiaatteen — kay-
rien ja kahden muuttujan yhtéldiden liiton, kattavan toisen asteen kédyrien kisittelyn
siséltden ohjeet kuinka jokainen toisen asteen yhtild voidaan palauttaa Fermat esit-
telemiin seitsemiin perustapaukseen. Se mikd Johdannosta puuttui oli sovelluk-
set. Tdmédn puutteen hén korjasi pian Isagogen julkaisemisen jélkeen laatimassa
liitteessd, jossa ratkaisi mm. yhtilon x’ +bx* = ¢’b paraabelin x* + bx = by ja hy-

perbelin ¢* = xy leikkauspisteiden kautta.

Vaikka Johdanto levisikin késikirjoitusmuodossa isd Mersennen vélittiména pa-
riisilaismatemaatikoille, niin hieman mydhemmin kirjana ilmestynyt Descartesin
La Geometrie jitti sen tdysin varjoonsa. Koska Fermat kieltiytyi itsepéisesti julkai-
semasta tuloksiaan, niin kun Ad locos planos et solidos isagoge lopulta julkaistiin
postuumisti 1dhes puoli vuosisataa kirjoittamisen jélkeen vuonna 1679, oli se aut-
tamatta sisélloltdan alkeellinen ja merkinndiltdén kdmpeld. Descartesin menetelmat
olivat tilloin tdysin hallitsevassa asemassa.

Toisaalta voidaan olla my0s hyvillddn siité, ettd, ettd toinen kilpailijoista vetdytyi
areenalta — tai oikeastaan ei edes astunut sinne. Olisiko tuloksena ollut yhté ankara
ja totinen kiista miké syttyi Newtonin ja Leibnizin kannattajien vilille koskien dif-
fenretiaalilaskentaa jos Fermat olisi viitsinyt laatia aiheesta kokonaisen Kirjan ja
julkaissut sen samaan aikaan Descartesin kanssa? Fermat olisi ollut kykenevi sen
tekeméén, mutta hén ei néhnyt sitd vaivan arvoisena. Loppujen lopuksi hinelle ma-
tematiikka oli vain mukavaa ajanvietetti. Késikirjoitusten suuritdinen hiominen
kirjaksi ei kiinnostanut hénta.
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Pierre de Fermat (1601-1665)

Pierre de Fermat oli kotoisin eteld-Ranskan pikkukaupungista Beaumont-de-
Lomagnesta ja oli juuriltaan baski. Pierren isé oli varsin menestyva kauppias.
Hénen éitinsd Claire de Long oli aristokraatti ja héneltd Pierre peri arvonimen ja
aseman noblesse de robe mikai takasi hénelle toimen parlamentin lakiasioiden
neuvonantajana. Hénen sosiaalinen taustansa vaikutti luonnollisesti opiskeluihin
ja uraansa. Fermat kévi peruskoulun paikallisessa Fransiskaanikoulussa. Yli-
opiston hén suoritti lakiopintoihin erikoistuneessa, kautta Euroopan tunnetussa,
Orléansin yliopistossa. Pierre sai tutkinnon suoritettua kevidéseen 1631 mennes-
sd. Télloin hén oli saavuttanut mm. laajan kielitaidon halliten sujuvasti ranskan,
italian, espanjan, latinan ja kreikan kielet.

Vuonna 1631 Fermat osti Toulousista lakiasiaintoimiston parlamentin edes-
menneen neuvonantajan leskeltd ja aloitti lakimiehen uransa parlamentin yhtey-
dessé (conseiller au Palement, commissaire aux requétes). Samana vuonna hin
my0s avioitui ditinsd serkun kanssa. Avioliitosta syntyi kaikkiaan viisi lasta.

Fermat vietti mité ilmeisimmin taloudellisesti varsin huoletonta eldméi &itinsd suvulta periménsé aseman ja
parlamentin yhteydestd hankkimansa toimen turvin. Hin myds eteni urallaan hyvin, joskin viitetdin, ettd
urakehitys johtui pikemminkin kollegoiden korkeasta kuolleisuudesta kuin Fermat’n lahjoista lakimiehena.
Ilmeisesti hénen ei edes ollut omiaan alalla, mm. erés raportti vuodelta 1644 antaa varsin huonon kuvan ha-
nen suoriutumisestaan tyotehtévissaan.

Fermat’n uravalinta johtuikin enemmaén suvun asemasta kuin luontaisesta taipumuksesta. Sen sijaan, etti
olisi ollut menestyva lakimies, hin oli yhdessd Descarten kanssa aikansa Euroopan lahjakkain matemaatikko.
E. T. Bell on viérikkaélla tavalla nimennyt Fermat’n “harrastelijoiden prinssiksi”. Harrastelija hén olikin, silld
hén ei julkaissut kuin yhden tutkielman koko eldménsé aikana. Hin toisaalta yllapiti, silloin kun toiltdén
kykeni, laajaa kirjeenvaihtoa ja vaikutti varsinkin 1600-luvun alkupuoliskolla monilla tavoin matematiikan
kehitykseen. Hin ei myoskdin pyrkinyt pitdméén itsellddn tietoa keksinndistéédn, vaan antoi auliisti ne mui-
denkin tietoon ldhettdmalla tutkielmiensa kasikirjoituksia osana kirjeenvaihtoa.

Mahoney, Fermat’n matemaattisen elamékerran kirjoittaja, pitdd hinen matemaattisena esikuvanaan ja opet-
tajanaan Viéted, vaikka miehet eivit koskaan edes tavanneet; Viéte kuoli kaksi vuotta Fermat’n syntymén
jéilkeen. Viitettddn Mahoney perustelee sill4, ettd Fermat, itseoppinut matemaatikko, sai matemaattisen pe-
ruskoulutuksensa perehtymélld Viéten julkaisemiin kirjoihin omaksuen tdysin hinen ajattelunsa. Viéten ana-
lyysin siséistettyddn hén sovelsi sitd menestykselld Apolloniuksen tasokéyriin, lukuteoriaan ja todenné-
koisyyslaskentaan, jonka toisena perustajana Fermat’a pidetdéin yhdessd Blaise Pascalin kanssa. Lukuteorian
tutkijana hin oli aikaansa edelld ja mm. Fermat’n suuri lause yhdesséd kuuluisimman sivuhuomautuksen Cui-
us rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas non capere (Olen keksinyt vaittdmal-
le ihmeellisen todistuksen, mutta marginaalissa ei riité sille tilaa) kanssa nousi tunnetuksi vasta hdnen kuo-
lemansa jilkeen. Tyonsd vuoksi hin joutui 1640-luvulta alkaen vihentdméén kirjeenvaihtoaan ja kun hédn
yritti vuosikymmenid myShemmin palata entisentapaiseen kirjeenvaihtoon tiedeyhteison kanssa, oli hén jo
hieman sivuraiteilla viimeaikaisesta kehityksestd. Se miké oli 1600-luvun alkupuoliskolla uutta oli vuosisa-
dan puolivilin jilkeen jo auttamatta vanhanaikaista. Han ei mm. koskaan omaksunut téll6in jo laajaksi
omaksuttuja Descartesin merkintdjd vaan pitdytyi loppuun saakka Vieten ars analyticassa. Koska hinelle
matematiikka oli harrastus, hin tutki vain sitd mika hinté itseddn kiinnosti. Ja mm. juuri lukuteoria ei ollut
hénen lisdkseen kenenkdin merkittdvan matemaatikon kiinnostuksen kohde 1600-luvun loppupuoliskolla.

Kun Fermat’n paperit lopulta julkaistiin 1679, oli niilld enda historiallista kiinnostusta ja esimerkiksi analyyt-
tisen geometrian perustajana pidettiin pitkddn yksinomaan Descartesia. Ujoksi herrasmieheksi kuvattu har-
rastelijamatemaatikko on saanut vasta myShemmin sen arvostuksen, miké hénelle kuuluu useiden matema-
titkan osa-alueiden alkuvaiheen pioneerina.
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2.5 Descartesin ja Fermat’n jalkeinen aika

Debeaune

Van Schooten

De Witt

Vaikka analyyttisen geometrian keksiminen laittoi alulle kehityksen, joka oli
edesauttamassa mm. differentiaalilaskennan kehittymisté, ei muutos tapahtunut
hetkessd. Fermat’n tutkielma ei luonnollisesti voinutkaan saavuttaa kovin suurta
yleisdd ilman julkaisemista, mutta edes Descartesin ty0 ei levinnyt vélittomaésti ko-
vin laajalle. Syynai oli pidasiassa hén itse. Ty0 oli vaikeaselkoinen ja hén esitti uu-
den menetelmédnsa tdrkeimmaét osat kirjansa keskelld osana Pappuksen ongelman
ratkaisua. My®ds kirjoituksen kieli karsi osan potentiaalisista lukijoista. Descartesia
on kritisoitu ylimielista kirjoitustyylistd. Hanelld oli tapana jatt44 monia vaikeitakin
vélivaiheita kirjoittamatta, jotta ei veisi “keksimisen iloa” lukijalta, kuten hin itse
asian esitti. Descartesin menetelmisti vakuuttuneet matemaatikot ryhtyivét kuiten-
kin pian laatimaan johdanto- ja selitysteoksia La Geometrielle.

Florimond Debeaune (1601-1652) julkaisi 1639 kaksi vuotta La Geometrien ilmes-
tymisen jilkeen, ensimmiisen kommentaarin Notes breves. Siind Debeaune pyrki
selvittdmédn Descartesin tyon kaikkein vaikeimpia kohtia. Descartes on todennut,
ettd hinen aikalaisista juuri Debeaune ymmirsi parhaiten La Geometrien sisillon™.
Debeaunen kommentaari levisi pddasiassa van Schootenin kddntdména latinankieli-
send versiona.

Hollantilaisen Leidenin yliopiston matematiikan professorin Frans van Schooten
(1615-1660) laatimasta La Geometrien latinankielisestd laitoksesta muodostui eh-
dottomasti vaikutukseltaan merkittdvin yksittdinen teos, joka edisti Descartesin
geometrian levidmistd. Kyseessa ei itse asiassa ollut pelkka alkuperdisen tekstin
kadannos, vaan huolella valmistettu kddnnoksen ja useiden kommentaarien yhteiste-
o0s. Van Schootenin teos ilmestyi ensimmaéisen kerran vuonna 1649, jolloin se sisil-
si Debeaunen kommentaarin sekéd van Schootenin laatiman laajan kommentaarin
Commentarii. Teoksen suuri suosio innosti van Schootenin laatimaan laajennetulla
kommentaarilla ja lisdtylld materiaalilla varustetun toisen painoksen, joka paisui
lopulta kaksiosaiseksi jarkédleeksi. Toisesta painoksesta, joka ilmestyi 1661 otettiin
muuttamaton lisdpainos vuonna 1683. Vuonna 1695 ilmestyi vield neljés painos,
jossa materiaalia oli taas laajennettu mm. Jacob Bernoullin huomautuksilla®®. Des-
cartesin ty0 tuli lopulta tunnetuksi ndiden van Schootenin latinankielisten kirjojen
kautta. Van Schooten innosti my0s oppilaitaan tutustumaan analyyttiseen geomet-
riaa. Heistd mm. Christian Huygens (1629-1695), Jan Hudde (1628-1704) ja Jan de
Witt (1625-1672) osallistuivat alan tutkimukseen ja van Schooten siséllytti heiddn-
kin tekstejdéin Geometrian toiseen painokseen.’’

Jan de Witt laati 1600-luvun puolivélin aikoihin teoksen, jota on luonnehdittu en-
simmadiseksi analyyttisen geometrian oppikirjaksi. Tamaé teos, Elementa curvarum
linearum, valmistui jo 1649, mutta de Wittin valtiollisten tehtdvien hoito viivastytti
teoksen viimeistelyé lahes kymmenelld vuodella. Késikirjoituksen painokuntoon
saattamisessa suuren tyon teki de Wittin opettaja ja hyva ystava van Schooten, joka

> DSB; Boyer, s. 107-108
3 Grootendorst, s. 7

37 Boyer, History of anal geom, s. 108-109; DSB; Grootendorst, s. 3
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mm. tarkasti kaikki laskutoimitukset ja piirsi huolellisesti kirjan kuvat. Van Schoo-
ten liitti de Wittin Elementan osaksi Geometrian toista painosta.

De Wittin keskeinen motiivi oli vapauttaa kartioleikkaukset kartiosta. Hén kirjoitti
kirjeessd vuonna 1658:

Pidin sita taydellisesti vastoin luonnollista jarjestystd, jota matematiikassa tulisi kunnioittaa
niin paljon kuin mahdollista, etsid ndiden kdyrien alkuperaa kartiosta ja sitten siirtda ne ta-
soon.38

De Witt johti kirjassaan paraabelille, ellipsille ja hyperbelille nykyisin tavanomai-
set médritelmat liikkkuvan pisteen urina viittaamatta mitenkain kartioon. De Witt
antoi paraabelille johtosuora-polttopiste méiritelmén seka ellipsille ja hyperbelille
mairitelmat kahdesta polttopisteestd mitattujen etdisyyksien summan ja erotuksen
kautta. Lisdksi hén osoitti, ettd ensimmdisen asteen yhtilo esittdd suoraa. Ndin jo
1600-luvun loppupuoliskolla analyyttisen geometrian peruskéyrat olivat saanut ny-
kyisen esitysasun. De Witt pitdytyi edelleen yksiakselisessa jérjestelméssé sekd
muuttujien x ja y positiivisissa arvoissa.

Jan de Witt (1623-1672)

De Witt luotsasi maataan

Jan (joidenkin l&hteiden mukaan Johan) de Witt oli kotoisin Dordrechtin kau-
pungista Hollannista. Hénen isénsd Jacob oli kaupungin pitkéaikainen pormes-
tari. Jan sai latinankielisen peruskoulutuksen Dordrechtissd. Hén opiskeli lakia
Leidenin yliopistossa sekd matematiikkaa professori van Schootenin yksityis-
oppilaana. Van Schooten ohjasi de Wittin opiskelemaan erityisesti Descartesin
algebran ja geometrian perusteet. De Witt osoittautui taitavaksi matemaatikoksi,
mutta juurikaan 16ytényt aikaa paneutua siihen kunnolla. Christian Huygens, de
Wittin maanmies ja my0s van Schootenin oppilas, kirjoitti kirjeessddn englanti-
laiselle John Wallisille, ettd jos de Witt olisi saanut keskittyd matematiikkaan
olisi hén ylittanyt heidin kaikkien saavutukset. Tieteen sijasta de Wittin elé-
ménty0 oli politiikassa. Han nousi osittain isénsid maineen varjolla jo nuorena,
noin 30-vuotiaana, maansa padministeriksi. Han osoittautui néissa tehtavissa
erittdin kyvykkadksi ja hénet valittiin tehtdvadn uudestaan useita perdkkaisid
kertoja.

useiden sotien lavitse ja pystyi siitd huolimatta takaamaan Alankomaille vakaan

taloudellisen kehityksen. Héanen aikanaan Alankomaat nousi Euroopan merkittavimpien ja vauraimpien val-
tioiden joukkoon. Vuonna 1672 Englannin ja Ranskan hyokéttyd maahan de Wittin vastustajat organisoivat
mielenosoituksen. Vikijoukko yltyi lopulta vékivaltaiseksi, karkasi de Wittin péélle murhaten hénet ja hdanen
veljensd kiytdnndssi repiméille heiddt kappaleiksi. Nykyisin de Witt arvostetaan erdéksi maansa merkitta-

vimmistd valtiomiehista.

Newton

1600-luvun loppupuoliskolla matemaatikoiden innostuksen ja kiinnostuksen valtasi

juuri keksitty infinitesimaalinen analyysi. Englannissa Newtonin johdolla ja man-

ner-Euroopassa Leibnizin sekd myShemmin myos Bernoullien johdolla ajan par-
haat voivat keskittyivit kehittdimédn differenti- ja integraalilaskentaa. Analyyttinen
geometria sellaisenaan jdi uuden ja innostavan menetelméin varjoon, joskin Descar-
tesin ja Fermat’n tutkielmien keskeinen késite eli kéyra sdilyi edelleen tutkimus-
kohteena.

38 Grootendorst s. 4

39 DSB; Grootendorst; Boyer anal, s. 114-117
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Sir Isaac Newton (1642-1727) laati ilmeisesti jo vuonna 1676 puhtaan analyyttisen
geometrian tutkielman, jonka hén uudisti 1695. Newton on tunnettu siité, ettd hin
Fermat’n tapaan suorastaan panttasi uusia keksint6jdén ollen hyvin vastahakoinen
julkaisemaan mitdan. Enumeratio linearum tertii ordinis™ julkaistiin lopulta teok-
sen Opticks liitteend vuonna 1704.

Kuten tutkielman nimesti voi paitelld Newton luokitteli jarjestelméllisesti kaikki
kolmannen asteen kédyrit. Tdhdn saakka niistd késitelty vain tiettyjd erikoistapauk-
3

2a-x )
Kiinnostuksen kohteena ja tutkielmien padasiallisena sisdltoni oli ollut tdhédn saak-
ka toisen asteen kayrit eli kartioleikkaukset. Newton siirsi siten kdyrien tutkimisen
uuteen vaiheeseen, silld korkeamman asteen kayrit eivit kuuluneet kreikkalaisen
klassisen matematiikan sisdltoon.

sia, kuten Descartesin lehted (x” + y* = 3axy) ja Diokleen kissoidia ( y* =

Newton jakoi kdyrét kaikkiaan 72 eri luokkaan. Luokittelun lisdksi hdn hahmotteli
pisteittiin tiettyja keskeisid kdyrid. Newton siis 1dhestyi kdyrid Fermat’n tavalla eli
lahtokohtana hénelld olivat yhtdlot. Newtonin késittelyssd uutta oli myds se, ettd
Enumeratio on ensimmdinen tutkielma, jossa kiytetdan seka positiivisia ettd nega-
tiivisia koordinaatteja.

Newton kéytti luokittelun pohjana leikkauspisteitd suoran kanssa yhdistéden leikka-
uspisteiden lukuméérén ja yhtilon asteluvun. Newtonin kayttamat abskissa (abscis-
sa) ja ordinaatta (ordinata) vastaavat likimain nykyterminologian x- ja y-
koordinaattia.* Newton otti ensimmdiseni kiyttoon kaksiakselisen jirjestelman,
joskin akselit yleisesti oletettiin olevan vinossa kulmassa toisiinsa nihden.* Luo-
kittelusta hin toteaa kirjansa avaussanoissa niin:

Geometriset kdyrdt on parasta jakaa jarjestyksiin43, abskissan ja ordinaatan valisen yhtalon
dimension mukaan, tai, mikd on sama asia kuin, kuinka monta kertaa ne voivat leikata suoran
viivan. Niin siis ensimmadisen jarjestyksen kayrat ovat suoria; ne jotka ovat toista jarjestysta
ovat kartioleikkauksia ja ympyroitd; ne jotka ovat kolmatta jarjestysta ovat kuutioparaabeli,
Neilian paraabeli, muinaisten kissoidi ja muut jotka tulemme kuvailemaan. Ensimmadisen su-
vun44 kayrat (koska suoria ei lueta kdyrien joukkoon) ovat samoja kuin toisen jarjestyksen
kdyrat ja toisen suvun kdyrat ovat samoja kuin kolmannen jarjestyksen kayrat. Infinitesimaali-
sen jarjestyksen kdyra on sellainen, jonka suora voi leikata darettéman monessa pisteessd,
kuten spiraali, sykloidi, quadratrix ja jokainen kayra, joka on saanut syntynsa siteen rajatto-
masta pyOrimisesta.4s

Muutaman sivun jilkeen Newton aloittaa varsinaisen luokittelun jakamalla toisen
suvun eli kolmannen asteen kiyrit ensin neljdén tapaukseen ja sitten vield tarkem-
min kaikkiaan 72 erilaiseen lajiin*. Esimerkiksi ensimméisessi tapauksessa yhtlo
on xy>+ey=ax’ +bx* +cx+d, missi a, b, ¢, d ja e ovat “annettuja suureita” eli
parametreja.

“ Hyvin vapaasti sumennettuna: Kolmannen asteen kéyrien luokittelu.

! Abskissa oli yksiakselisessa jérjestelmissi “origosta” referenssisuoraa pitkin vedetty jana ja ordinaatta oli abskissan
paitepisteestd kohtisuoraan tai jossakin muussa vakiokulmassa piirretty jana, jonka péétepiste maérasi kdyran. Abskissa
oli sanana vanha ja se omaksuttiin jo varhain analyyttisen geometrian sanastoon.

* Boyer, s. 139

* ordines

* generis

4 Talbot, s. 7

* species
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Kuva 26. Kiyrin xy® +ey = ax’ + bx” + cx +d kuva kirjassa Enumratio.

Newton késitteli muissakin teoksissa analyyttistd geometriaa, joko yhtena tai ai-
noana aiheena. Erds néisté, postuumisti vuonna 1779 piispa Samuel Horsleyn jul-
kaisema Geometria analytica sive specimina artis analyticae, on kiinnostava, silla
tdmaén tutkielman nimessé esiintyy ensimmaéisen kerran “analyyttinen geometria”
likimain nykyisessa merkityksessa.*’

Vuotta 1748 on sanottu analyyttisen geometrian kehityksen kannalta yhti térkeéksi
kuin vuotta 1637.* Syy tillaiseen luonnehdintaan on Leonhard Eulerin (1707-
1783) julkaisemassa kirjassa Introductio in analysin infitorum (1748). Introductio
on kaksiosainen laaja teos ja tulemme myohemmin késitteleméén sen ensimmaéisté
osaa, jossa Euler mm. médrittelee funktion. /ntroductionin toinen osa keskittyy
analyyttiseen geometriaan ja funktioiden kuvaajien piirtoon. Euler aloittaa kirjan
yleisesti kédyriin liittyen. Hénkin asettaa edelleen vain yksiakselisen jérjestelmén,
mutta méérittelee muuttujat etumerkillisind (kuva 27):

Me esitimme x:n positiiviset arvot merkitsemalla vdleja oikealle pisteestd A ja negatiiviset
arvot valeilla vasemmalle pisteestd A. ... Koska ddrettoman pitkd suora esittdd muuttujaa x,
haluaisimme nahda kuinka x:n funktio olisi kaikkein sopivinta esittdaa. Olkoon y x:n funktio
niin, ettd y saa tietyn arvon, kun jokin tietty arvo liitetdan x:n. Kun olemme valinneet suoran
RAS ilmaisemaan x:n arvoja, valitsemme jokaiselle maaratylle x:n arvolle vastaavan vilin AP ja
sitten pystytdmme kohtisuoran valin PM vastaamaan y:n arvoa. Jos y:n arvo on positiivinen,
niin PM on suoran RS yldpuolella, jos y on negatiivinen, niin PN on kohtisuoraan suoran ala-
puolella.4?

47 Boyer, Anal,, s. 141
* Boyer 180
* Euler, Introductio 11, s. 4
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Kuva 27. Kuvitusta Eulerin kirjasta Introductio in analysin infitorum

Vaikka Euler ei nimellisesti kdytidkadn kahta akselia, niin kdytdnndsséd hénen esi-
tyksensd ei eroa nykykaytdnnostd endd mitenkddn. Piste 4 on origo, josta muuttu-
jan x arvot mitataan etumerkillisind vasemmalle tai oikealle. Muuttuja y saa arvon-
sa muuttujan x funktiosta eli y = f{x), joten meille tavallinen “’pisteiden taulukointi”
oli tyokalu myos Eulerille. T4td hdn painottaa mm. kirjoittamalla:

Talla tavoin kayrd, joka on funktion y seurauksena on tdysin tunnettu, silld jokainen sen pis-
teistd maaraytyy funktion y kautta. ... Tastd seuraa, ettd kadyradlla ei ole yhtaan pistettd, joka ei
ole maaraytynyt funktion y kautta.so

Euler piirsi kéyrét pisteiden avulla, kun vuosisata aiemmin Descartes néki kédyrien
syntyvén geometrisesti yhden yhtendisen jatkuvan liitkkeen” aikaansaamana. Eule-
rin ldhestymistapa on siis ldhempénd Fermat’n ja Newtonin kuin Descartesin lahe-
tystymistapaa:

Vaikka moni erilainen kdyrd voidaan kuvata mekaanisesti jatkuvasti liikkuvana pisteena ja kun
tdma on tehty koko kayra voidaan nahda silmin, silti me ajattelemme nadidenkin kdyrien alku-
perdn olevan funktioissa ...5

Euler luokitteli kdayrét Leibnizin esittelemin termein algebrallisiin ja transsendentti-
siin sen mukaan voidaanko y:n ilmaista x:n algebrallisena vain transsendenttisena
funktiona:

0 Euler, Introductio 1L, s. 5

3! Euler, Introductio 11, s. 5-6
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Kayra on algebrallinen, jos ordinaatta y on abskissan x algebrallinen funktio... tillaista kayraa
on totuttu kutsumaan geometriseksi. Transsendentaalinen kdyra on sellainen, joka voidaan
ilmaista x:n ja y:n transsendentaalisella yhtalolla.>2

Algebrallisten kéyrien luokittelun pohjana Euler kayttdd Newtonin esimerkin mu-
kaan yhtdlon astelukua. Toisen asteen kdyrien tarkastelun Euler aloittaa yleisesta

muodosta ay® + Byx +yx” + 8y +ex + & =0. Hén kirjoittaa yleisesti liittyen toisen as-
teen kdyriin:

Nama ovat kayristd yksinkertaisimpia ja niilla on laajimmat sovelluskohteet kautta koko sofis-
tikoituneen geometrian. Nailla kayrilld, joita kutsutaan myods kartioleikkauksiksi on joitain var-
sin merkittavid ominaisuuksia, joista osa tunnettiin jo antiikin aikana ja joista osa on tullut va-
loon aivan viime aikoina. Tieto ndistd ominaisuuksista on arvioitu niin tarkeaksi etta hyva
joukko kirjailijoita kasittelee tata materiaalia geometrian perusteiden yhteydessd. Kuitenkaan
kaikkia naita ominaisuuksia ei voida johtaa yhdesta periaatteesta. Jotkut ovat selvia valitto-
masti yhtalon perusteella, toiset ominaisuudet nousevat kartion leikkaamisesta ja jotkut riip-
puvat vield muista perusteista. Me tutustumme taalld vain niihin ominaisuuksiin, jotka seuraa-
vat suoraan yhtalosta.s3

Euler kisittelee Descartesin tapaan hieman yhtiloiden rakentamista ja graafista
ratkaisua, mutta ei anna sille juurikaan painoa, vaan toteaa késittelyn lopuksi, ettd
tdmé on pelkké kuriositeetti eikd lainkaan hyddyllistd. Néin siis sadan vuoden ku-
luessa erés koko karteesisen geometrian padmééristé, yhtidlon graafinen ratkaisemi-
nen kahden tasokéyrén leikkauspisteiden avulla oli muodostunut vain kiinnosta-
vaksi sivujuonteeksi vailla hyotya.

Kaiken kaikkiaan Eulerin kisittelee analyyttisen geometrian seké algebrallisten ja
transsendenttisten funktioiden kuvaajien teoriaa hyvin laajasti, kaikkiaan 22 kappa-
leen ja useiden satojen sivujen verran. Merkittdvampad kuin kéyda 14pi koko Eule-
rin laajan teoksen siséltd on todeta, etté siind Euler antoi ensimmaéisen tdysin ana-
lyyttisen, systemaattinen ja yleisen késittelyn analyyttiselle geometrialle. Introduc-
tiosta sopisi vaikka valita soveltuvin osin teoriaosuus analyyttisen geometrian
kurssin oppikirjaan niin sisdltonsé kuin merkintdjensékin puolesta.

Cramer Eulerin Introductionissa analyyttinen geometria ’kasvoi aikuisuuteen”. Ainoastaan
tavanomainen koordinaatisto odotti vield tuloaan, muilta osin peruskésitteet olivat
kunnossa. Tosin kahden akselin jdrjestelmé on osittain enéé tekninen uudistus. En-
simmdisen kerran kahta akselia kdytti sveitsildinen Genevesté syntyisin ollut ma-
temaatikko Gabriel Cramer teoksessaan Introduction d l'analyse des lignes courbes
algébriques (1750). Erikoista teoksessa on, ettd vaikka se ilmestyi Eulerin /ntro-
duction jilkeen, ei siind ole lainkaan vaikutteita Eulerilta. Cramer itse arveli, etti
jos Eulerin teos olisi ilmestynyt hieman aiemmin olisi se ollut hyvin hyddyllinen
hénen kannaltaan. Nyt Cramer kuitenkin viittaa vain mm. Newtoniin. Kahden akse-
lin esiintymisen lisdksi toinen asia, mistd Cramerin kirja on hyvd muistaa, on edel-
leen kiytossi oleva Cramerin sdénto>*, jonka hin esittelee téssi teoksessa. Sainto
oli ollut ilmeisesti jo mm. englantilaisen Maclaurinin tiedossa, mutta tuli tunnetuksi
vasta Cramerin teoksen kautta.”> Cramer, kuten Maclaurinkaan, ei kiyttinyt mat-
riiseja tai determinantteja, mutta sddnnon oleellinen sisilto oli heille tuttu. Kirjassa

52 Euler, Introductio 1L, s. 8
53 Euler, Introductio 1L, s. 44 ja 137
> Olkoon yhtiloryhmé Ax = b, missd 4 on 7 x 7 matriisi. Merkitdén A :11d matriisia, joka on saatu A4:sta korvaamalla
det A det A, detA,

, Xy = R .
det A det A det A

sarake j vektorilla b. Talloin yhtdloryhmélld on tdsmélleen yksi ratkaisu x, =
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esiintyy my®6s tuttu ympyrén keskipistemuotoinen yhtilé (x—a)* +(y-b)* =rr ja
suoran yhtilo muodossa a = zby = cx .*® 2 = det (4;) / det (A),

2.6 Terminologiasta

Tutustutaan vield lopuksi tiettyjen keskeisten termien ja késitteiden ensiesiintymi-
ndin ehkd onkin, mutta mielestdni on kuitenkin kiinnostavaa tietdé kenen kynésta
on mikakin termi perdisin.

Ajatus koordinaateista on sinénséd vanhaa perua, vaikka Fermat ja Descartes eivét
kayttédneet sanaa tai késitettd jarjestelmiinsa siséllyttdneet. Jo Egyptildiset maanmit-
taajat kayttivét erilaisia pohjaruudukkoja paikan méaarityksen ja kreikkalaiset kar-
tantekijit sekd pituus- ja leveyspiirejé niin ikdén paikantamisen apuna. 1300-
luvulla Nicole Oresme (n. 1320-1382) kéytti selvdd koordinaatistojérjestelmas,
jonka kisitteet longitudines ja latitidines vastaavat x- ja y-koordinaatteja.’’
Descartesin ja Fermat’n ensimmaisissé yksiakselisissa jarjestelmissa pisteen paikka
kéyréllda madraytyi mittaamalla ensin matka eli janan pituus annetulla suoralla tie-
tysta kiintedstd pisteestd ja poikkeamalla janan (pituus x) péétepisteestd vakiokul-
massa kohti kdyraa toisella janalla, jonka pituus on y. Téssd ajattelussa muuttujat
olivat luonnollisesti vain positiivisia ja muut muuttujan arvot olivat joko "véarid”
tai “kuvitteellisia”, kuten Descartes niitd kuvasi. Sekéd Descartes ettd Fermat kayt-
tivit kreikkalaista perua olevaa termid ordinatis applicata kuvaamaan akselilla
olevaa janaa. Myohemmin siirryttiin kiyttdméain nimityksié abskissa (”x-
koordinaatti) ja ordinaatta (’y-koordinaatti’’) kuvaamaan origosta alkaneita siirty-
mid. Ndmé termit, kuten koordinaatti (co + ordinata) ovat Leibnizin vuosisadan
vaihteessa esittelemit.”® Kisitteend origo tarkastelun alkupisteeni 16ytyy jo en-
simmadisistd Descartesin ja Fermat’n teksteistd, mutta tdtd nimitysté kaytti ensi ker-
ran ranskalainen Philippe De La Hire (1640-1718) vuonna 1679 ilmestyneessa kir-
jassaan™. Termid karteesinen kiytti ensimméisen kerran Jean Bernoulli 1692 kéy-
rin yhtdlon médraamisen yhteydessa.®® Termeja x-akseli, y-akseli, x-koordinaatti ja
y-koordinaatti on kdytetty ensi kerran painetussa kirjassa ilmeisesti vasta 1800-
luvulla.

>6 Boyer, History of Anal. S. 195

7 Smith 11, s. 319

58 Smith 1T s. 324; Cajori History of Mathematics, s. 211; Shwartzman, s. 17; Boyer, History of Analytic Geometry, s.
133

> Boyer, History of Analytic Geometry, s. 121

5 Boyer, History of Analytic Geometry, s. 133
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