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1. Algebra ja aritmetiikka

1.1. Johdanto
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Luvut ja laskeminen ovat oleellinen osa yleissivistystd. Sen takia ei ole yhdenteke-
vid miten suoritamme laskutoimitukset ja kuinka merkitsemme lukuja. Numero-
merkit ja lukujérjestelma ovat joko este tai kannustin matematiikan ja luonnontie-
teiden tutkimukselle. On arvioitu, ettd vasta nykyisen kymmenjérjestelmén laaja-
mittainen kdyttoonotto keskiajan lopulla mahdollisti renessanssiajan matematiikan
ja luonnontieteiden saavutukset.

Toinen teknisen yhteiskuntamme oleellinen osa on symbolinen algebra. Matema-
tiikka ja luonnontieteet nojaavat korkean abstraktion tason omaavaan algebraan.
Millainen olisi luonnontieteen maailma ilman kaavoja?

Naiden tarkeiden taitojen alkeet opitaan koulussa, mutta niiden historia jaa usein
epaselviksi. Kenen ansiota on paikkajirjestelma? Ketd saamme kiittda kirjainlas-
kennasta?

Vaikka paikkajérjestelmalld ja algebralla on eri alkukodit, ovat ne levinneet ja ke-
hittyneet Keskiajalta alkaen samanaikaisesta toinen toisiinsa lomittuneina. On
luontevaa tutustua niiden historiaankin yhdessé. Aloitan tarkastelun lukujérjestel-
maén keskeisimmasti osasta, kantaluvusta. Tdmaén jidlkeen tutustutaan paikkajérjes-
telmén ja numeromerkkien syntyyn seké algebran varhaisiin vaiheisiin.
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1.2 Mita kantalukua kaytettaisiin?

kaksijdrjestelmd

viisijdrjestelmd
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Alkeellisin laskeminen perustuu yhden, kahden ja kahta suurempien ryhmien toi-
sistaan erottamiseen, jolloin kaikki kahden ylittdva maird on “paljon” tai “monta”.
Kerdilemaélld ja metséstdméllé elantonsa hankkineen ihmisen ei tarvinnut laskea
suuria lukuja, sillé omistettavia tavaroita oli hyvin véhén, rahaa ei ollut ja elinyh-
teiso oli pieni. Tdstd hieman kehittyneemmassa laskutavassa kahta suuremmat lu-
vut osataan erottaa, mutta laskeminen suoritetaan edelleen kahden ryhmissa. Tal-
lainen tapa on ollut kdytossd esimerkiksi joillain Australian mantereen koillisosassa
tavatuilla heimoilla. He suorittavat laskemisen seuraavalla tavalla: yksi, kaksi,
kaksi ja yksi, kaksi ja kaksi” jne. My®ds erdét Afrikan pygmiheimot laskevat vas-
taavalla tavalla kdyttden lukusanoja a, oa, ua, oa-oa, oa-oa-a, oa-oa-oa luvuille 1,
2,3,4,5ja6.

Binéadrisen jarjestelmén lisdksi kantalukuun kolme ja nelja perustuvia lukujérjes-
telmisté on kdytetty, mutta niitd on selvésti vihemmén kuin kantalukuun viisi pe-
rustuvia. Erdéssd Pohjois-Amerikan intiaaniheimojen kéyttdmid lukujérjestelmia
kartoittaneessa tutkimuksessa havaittiin, ettd viitteitd bindérisesta jarjestelmasta oli
noin neljinnekselld heimojen kielistd, mutta puhdasta kaksijéarjestelméé ei kuiten-
kaan tavattu yhdellédkéén heimolla. Noin kuusi prosenttia heimosta kaytti jarjestel-
mai, jonka kantalukuna oli kolme tai nelji, mutta viisijarjestelma oli kdytossd joko
puhtaana tai osana 10- tai 20-jarjestelmédéa ldhes puolella heimoista.

Luku viisi on ymmérrettdvé valinta kantaluvuksi. Laskeminen on luontevaa ryhmi-
telld yhden kdden sormien lukuméirédn mukaan. Tutkijat ovat 16yténeet Etela-
Amerikan sademetsisti heimoja, joiden kielissd kdytetddn lukusanoja “’yksi, kaksi,
kolme, neljd, kési, kisi ja yksi” jne. Tukkimiehen kirjanpito: /, //, ///, I1]], H#, H## 1,
jne., perustuu lukujen ryhmittelyyn viiden sarjoissa. Vastaavia alkeelliseen viivojen
ryhmittelyyn perustuvia eldinten luihin raapustettuja lukuja on 16ytynyt Euroopasta
jopa 30 000 vuoden takaa.

Gronlannin inuitien kielesti 10ytyy yhdistelmid seka viisi- ettd 20-jirjestelmésta.
Lukusanat etenevit viiteen asti normaalisti”, mutta lukua kuusi vastaa sana ’toi-
nen kisi”, lukua seitsemén vastaa sana “toinen kési, kaksi”, jne. Luku 11 on en-
simmdinen jalka”, luku 12 “ensimmaéinen jalka, kaksi” jne. Lukua 16 vastaa ilmai-
su “toinen jalka” ja lukua 17 "toinen jalka, kaksi”. Kun koko ihminen on laskettu
loppuun saadaan ”mies” eli luku 20.

} ot

Kuva 1. Tunnistatko kuvasta inuitien tavalla ilmaistun luvun?



12-jirjestelmd

20-jérjestelmd

erkki.luoma-aho@jkl.fi

1. Algebra ja aritmetiikka Matematiikan historia aihealueittain

Myos yli kymmenen olevia kantalukuja on kidytetty ja viitteité erityisesti luvun 12
kaytostd on jiljella. Itse asiassa 12 olisi matematiikan kannalta parempi valinta
kantaluvuksi kuin kymmenen sen hyvien jaollisuusominaisuuksien johdosta. Mur-
tolukujen kanssa tuskailevan oppilaan kannalta olisi etu, jos kolmasosa tai kuudes-
osa kantaluvusta olikin kokonaisluku eiké padttyméton jaksollinen desimaaliluku,
kuten nyt. Puolittaminen olisi samantasoinen operaatio kuin nykyisin. Neljisosan
laskeminen olisi helpompaa. Viidesosan ottaminen kantaluvusta vaikeutuisi hie-
man, mutta se olisi yhté vaikea laskutoimitus kuin nykyisin neljdsosan laskeminen
kantaluvusta. Historian pyordd ei voi kuitenkaan kééntaa takaisin.

Luvun 12 jaollisuusominaisuuksista johtuen se sitd on kéytetty mitta- ja painojar-
jestelmien kantalukuna. Latinan kielessd on sana uncia, jonka merkitys on kahdes-
toistaosa. Mittayksikkd uncialla oli monta kéyttokohdetta. Se oli massan yksikko,
jolloin se oli 1/12 osa librasta (n. 27 g) tai rahayksikko, jolloin se oli 1/12-o0sa
aluksi pronssisen, mutta myShemmin kuparisen kolikon as arvosta tai pituusmitta,
jolloin se merkitsi 1/12 jalasta (n. 25 mm). Latinan kielessé on omat sanat muille-
kin luvun 12 murto-osille: 2/12 on sextans, 3/12 on quadrans, 4/12 on triens, jne.
aina lukuun 12/12 saakka, josta siis kdytettiin nimitysta as, kokonainen.

Néama 12-jarjestelmain perustuneet yksikot ovat siirtyneet roomalaisilta Brittein
saaren nykyisillekin asukkaille. Sekd tuuman inch (12 jalkaa) ettd unssin ounce (12
naulaa) kantasana on juuri uncia. Lisdksi aina vuoteen 1971 saakka saarivaltiossa
oli kéytdssé rahajérjestelmé, jonka perusyksikko punta vastasi arvoltaan 240 pennié
eli 20 shillinkid, joten yksi shillinki oli arvoltaan 12 pennid. Téssé rahajéirjestel-
massa oli siis mukana kantaluvut 12, 20 ja 240.

Myds itse englannin kielessd on jadnne kantaluvun 12 kaytostd. Luvuista 11 ja 12
kéaytetdén nimittdin sanoja “eleven” ja "twelve” eikéd “oneteen” ja “twoteen”, kuten
laskeminen jatkuu luvusta 13 alkaen: “thirteen”, fourteen”, jne.

Kaksikymmenjérjestelmad on kéytetty laajasti mm. kelttien parissa. Kelttivaikutus-
ten peruna ranskan kielessa luku 80 on guatre-vingt (nelja-kaksikymmentd) ja luku
90 on quatre-vingt-dix (nelja-kaksikymmentd-kymmenen). Lisdksi luvulla 120 on
vanha muoto on six-vingt ja luvulla 140 sept-vingt.

Useat Keski-Amerikan intiaanikansat, kuten mayat ja azteekit, kayttivét kehittynyt-
td 20-jdrjestelmad, jonka puitteissa he laativat mm. erittéin tarkkoja kalentereita.

Kuva 2. Maya-intiaanien kéyttdmid numeromerkkeja.
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kymmenjdrjestelmd Kymmenjarjestelma on nykyisin selvésti kiytetyin lukujarjestelma. Se levisi jo
“ennen aikojen alkua” koko Euraasian mantereen kdytetyimmaksi jarjestelméksi.
Egyptissd, Kreikassa, Intiassa ja Kiinassa on laskettu muinaisista ajoista alkaen
kayttden kymmenjérjestelmdi. Ainoastaan Babyloniassa kehitettiin erikoinen kuu-
sikymmenjérjestelma. Ennen kymmenjérjestelméi tai sen rinnalla on ollut kuiten-
kin paikka paikoin kéytdssd muitakin jérjestelmid ja nima jaénteet ndkyvét edel-
leen monien eurooppalaistenkin kielten lukusanoissa, kuten edelld on osoitettu.
Vain Eteld-Amerissa on kdytetty puhtaana kaksikymmenjéarjestelméd. Kymmenjér-
jestelmdd voidaan hyvallad syylld pitdd ensimmadisend yleismaailmallisena standar-
dina, jota tosin ei omaksuttu tietoisesti, vaan se perustui ihmisen anatomiaan.
Kymmenjérjestelmissa laskeminen ryhmitelldén kdden sormien lukumééran mu-
kaisiin ryhmiin. Kymmenjérjestelméa on kantalukuun viisi eli yhden kéden sormien
lukumaédraédn perustuvaa ryhmittelyd luonnollisempi, silld ihminen on harjaantunut
kayttimaidn molempia kdsiddn kaikessa, metsdstyksessd, tyonteossa ja siis myos
laskemisessa.

Miksi piivén pituus on 12 tuntia ja vuorokaudessa on 24 tuntia?

Yllattavad kylla, pdivin jakaminen 12 tuntiin ei liity suoranai-
sesti luvun 12 jaollisuusominaisuuksiin, vaan yli 6 000 vuoden
takaisen muinaisen Egyptin uskonnollisiin toimituksiin. Toimi-
tuksissa palvelleiden pappien oli rituaalisista syisté tirkeéda tie-
tdd milloin yo oli loppumassa. Ajan kulkua tarkkailleet papit
olivat tehneet huomion, etté aina tiettyyn aikaan vuodesta tietty
kirkas tahti nousi taivaanrantaan juuri ennen aurinkoa eli nousi
heliakkisesti. Johtuen Auringon ndenniisesta litkkeestd vuotui-
sella radallaan Auringon ensi siteitd ennakoinut téhti kuitenkin
nousi aina seuraavana yona muutamia minuutteja aikaisemmin
kuin edellisend yoné. Ennen pitkda valittu tihti ei endéd sopinut-
kaan ennakoimaan auringon nousua, vaan papit joutuivat valit-
semaan seuraavan kirkkaan tdhden. Vaihtojen viliksi sovittiin
10 pdivaa.

Y 6taivaan kirkkaimman téhden Siriuksen heliakkinen nousu
sattui hyvin ldhelle Niilin jokavuotisten tulvien alkua. Tulvat
taas olivat Egyptin maanviljelyksen kannalta elintirkeét, joten
Sirus muodostui egyptiliisille tirkeéksi tdhdeksi ja tdhden nou-
susta laskettiin mm. aurinkovuoden alku. Siriuksen heliakkisen
nousun aikaan yon aikana ehti nousta tdsmélleen 12 airuttéh-
ted”. Tésté johdettiin tapa jakaa y6 12 osaan: tunti vaihtui aina
uuden tdhden noustessa nékyviin.

Péiva puolestaan jaettiin 10 osaan Egyptissd muuten yleisesti
kiytetyn kymmenjérjestelmén mukaan. Kymmenen varsinaisen
osan liséksi varattiin yksi osa sekd aamu- ettd iltahdmarélle eli
kaikkiaan 12 osaan.

Egyptilaisilta tapa jakaa seké péiva ettd yo 12 osaan siirtyi
kreikkalaisille ja sitd kautta myds meille. Tasapituiset tunnit va-
kiintuivat kdyttoon vasta keskiajalla kellojen tekniikan kehitty-
essé riittdvén tarkaksi, jotta aika voitiin mitata ilman aurinkoa,
joskin jo kreikkalaiset olivat pohtineet mahdollisuutta siirtya ta-
samittaisiin tunteihin.

Kuva 3. Big Ben, Lontoo.
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1.3 Suomen kielen lukusanat ja suomalaisten varhainen lukujarjestelma
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Suomen kielen lukusanoille yksi, kaksi, kolme, neljd, viisi, kuusi, seitsemdn, kah-
deksan ja yhdeksdn 16ytyy vastineet ldhes kaikissa suomalais-ugrilaisissa kielessa.
Ne ovat kielemme muinaista omaperdistd sanastoa. Sana kymmenen on lainasana,
joka on korvannut alkuperdisen mm. /ukea-verbin kanssa samaa juurta olevan lu-
kumaiirad 10 merkinneen sanan. Sanan lukea alkuperdinen merkitys on ollut "’las-
kea lukuméérid”. Lukusanat kahdeksan ja yhdeksdn ovat syntyneet siten, etté sanat
kaksi ja yksi ovat yhdistyneet ikivanhan kieltosanan e- taivutusmuodon -eksan
kanssa. Lukusanojen kahdeksan ja yhdeksidn merkitys on siten “’kahta ei ole” ja
”yhti ei ole” eli kaksi tai yksi puuttuu kymmenesti. Tdma havainto yhdessé sen
kanssa, ettd kymmentéd suuremmat lukusanat, kuten yksitoista ovat muodostuneet
ajatuksella yksi toisella kymmenelld” osoittavat, ettd muinaiset esi-isimme ovat
kayttineet laskemisessa kymmenjarjestelmaa.

Omaperiisilld sanoilla padstidin aina lukuun 99 saakka, mutta titd suuremmat lu-
kusanat ovat esi-isimme lainanneet muilta kansoilta. Sana sata on hyvin vanha ar-
jalainen lainasana, joka on levinnyt kaupankidynnin myGtd suomeen. Sana tuhat on
vanha balttilainen laina. Sanojen miljoona ja miljardi alkuperéd on ranskan kielessa.
Sanan miljoona ensimmaéinen suomenkielinen Kirjallinen esiintyminen on vuodelta
1749 ja miljardin vuodelta 1865.
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1.4 Kymmenjarjestelman paikkajarjestelma syntyy

Johdanto

"Intialaisten ansiosta meilld on kdytdssa nerokas menetelma, jolla voidaan esittda kaikki luvut
vain kymmenen numeromerkin avulla antamalla merkeille samanaikaisesti seka absoluuttinen
ettd paikasta riippuva arvo. Tama hieno ja tarkea ajatus ilmenee kuitenkin niin yksinkertaises—
sa muodossa, ettd emme ymmarra tarpeeksi tunnustaa sen arvoa. Mutta menetelman erityinen
yksinkertaisuus ja helppo sovellettavuus kaikenlaisiin laskuihin nostaa meidan aritmeettisen
jarjestelmamme yhdeksi tarkeimmista verrattaessa kaikkia hyodyllisia keksintéja. Kuinka vai-
keaa sen keksiminen oli, voidaan paatella siitd, ettd se jai saavuttamatta kahdelta antiikin suu-
rimmalta nerolta ja tiedemiehelta, Arkhimedeelta ja Apollinius Pergalaiselta.”

Nykyisin kdyttdmadmme lukujérjestelmén eli intialais-arabialaisen paikkajérjestel-
maén oleelliset elementit ovat intialaisten kehittdmid, vaikka jarjestelma joskus vir-
heellisesti yhdistetddn pelkéstiddn arabimatemaatikoihin ja numeroista puhuttaessa
viitataan “arabialaisiin numeroihin”.

Jarjestelma rakentuu kahden pilarin varaan. Ensinnékin se on koodattu eli kullekin
numerolle 1-9 ja luvulle nolla on oma erityinen merkkinsa. Toiseksi se on paikka-
jérjestelma, jossa lukumerkkien arvo médrdytyy merkin sijainnin mukaan siséltiden
numeron nolla tdysimittaisen kdyton sekd numeromerkkien valissi etti luvun lo-
pussa. Namai kaksi lukujarjestelmamme keskeisti elementtid ovat kehittyneet osit-
tain toisistaan erillddn. Tutustumme aluksi numeromerkkien kehittymiseen ja ta-
mén jélkeen siithen kuinka ne yhdistyivét paikkajérjestelméén.

1.4.1 Numeromerkkien synty

Brahmi-aakkoset

Brahmi-numerot

Intian niemimaalla kéytettiin kirjoitusta ensimmaéisen kerran Indus-joen kulttuurin
(2500-1800 eKr.) piirissd, mutta varsinainen intialainen kirjoitus on peréisin ajalta
273-235 eKr., jolloin keisari Asoka hallitsi laajaa aluetta Afganistanista Bengaliin
ja Nepalista Intian niemimaan eteldosiin. Hinen valtakaudella ryhdyttiin kaiverta-
maan késkyjé ja madrdyksié kiviin ja pylvéisiin eri kielilld: kreikaksi ja arameaksi
sekd sanskriitiksi kdyttden kahta intialaisperdistd aakkostoa, kharoshthia ja
brahmia. Brahmi-aakkosten tarkkaa alkuperéé ei tunneta, ne ovat mahdollisesti pe-
rdisin seemildisestd arameasta, aikansa lingua franca-kielesti. Aikaa myoten
brahmi-kirjoitus syrjéytti kaikki kilpailevat kirjoitustavat ja siitd tuli useimpien til-
14 alueella nykyisinkin puhuttavien kielten kirjoitustapojen lédhde.

Brahmi-aakkostoon kehittyi kolmannen esikristillisen vuosisadan aikana omat nu-
meromerkit ykkdsille, kymmenille, sadoille, tuhansille ja kymmenille tuhansille.
Lukuja kirjoitettaessa merkkeja toistettiin ja yhdistettiin. Suurten lukujen esittimi-
nen tdmén jérjestelmén puitteissa oli hieman ongelmallista, silld kymmenia tuhan-
sia suuremmille luvuille ei ollut omaa merkkid, kuten ei mydskéan luvulle nolla.
Sanskritin kielessé oli kuitenkin oma sana jokaiselle kymmenen potenssille aina
lukuun 10**' saakka. Suuretkin luvut oli siten mahdollista ilmaista kirjallisessa
muodossa.

Varhaisimmat sdilyneet brahmi-numerot eivit juurikaan muistuta meidén nykyisin
kayttdimidmme numeromerkkejd. Brahmi-numeroiden merkitys olikin siind, ettd
numeroita 1-9 ei merkitty toistamalla viivaa, nuolenpdité tms. yksinkertaista merk-
kid, vaan kullekin numerolle oli oma merkkinsi. Numerojérjestelma oli koodattu.

! Niin on todennut ranskalaisen matemaatikko Laplace (1749-1827), Lihde: Cajori, A History of Mathematical nota-

tions, s. 70
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Gupta-numerot

Ndgari-numerot
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Third century BCE: | | " + F 6 ‘ ;

Brahmi of Asoka

Second century BCE:
Inscriptions of Nana —
Ghat
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Inscriptions of Nasik j

Kuva 4. Brahmi-numeroita sekd brahmi-numeroiden johdannaisia ajalta n. 200 eKr. — 200
jKr. Aivan varhaisimmalta ajalta ei ole sdilynyt kuin merkit 1, 2, 4 ja 6.

Lahde: Ifrah, s. 397

Brahmi-aakkosten pohjalta kehittyi lukuisia erilaisia merkist6ja. Naista tarkein oli
Gupta-dynastian (n. 240-535) aikana kehittyneet Gupta-aakkoset, jotka olivat kay-
tossé laajalla alueella Intian niemimaan pohjoisosissa.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
2R Eadeb B 4 5 3
e st W Y poto
S T 3
I & A J
T J
{
C
Date: fourth to sixth century CE.
Source: inscriptions of Parivrajaka and Uchchakalpa

F1G. 24.38. Gupta numerals

Kuva 5. Gupta-numeroita 4.-6. vuosisadoilta (Lahde: Ifrah s. 379, kuva 24.38)

Gupta-merkistd muuntui noin 600-luvulla Nagari-merkistoksi. Nagari-kirjoitus
syrjaytti brahmi-kirjoituksen sanskritin virallisena aakkostona. Nagari-merkistd on
yhi edelleen kéytossa, joskin sitd kutsutaan nykyisin nimelld Devanagari. Nagari-
numeroiden pohjalta arabit muokkasivat numeromerkit. Nagari-merkistén nume-
romerkeissé voi havaita jo joitain nykyisten numeromerkkiemme piirteité (kuva 6).
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Date: eighth to twelfth century CE (Fig. 24.3).
Source: various manuscripts from northern and central Indiz
the place-value system).

F1G. 24.398B. Ancient Ndgari numerals

Kuva 6. Nagari-numeroita 8.-12. vuosisadoilta (Ldhde: Ifrah s. 380 kuva 24.39B)

1.4.2 Paikkajarjestelman synty

Paikkajirjestelman syntymisen tarkkaa ajankohtaa ei tunneta. Ensimméinen varma
kirjallinen dokumentti, jossa kéytetiddn paikkajirjestelméd on vuodelta 458, joten
paikkajarjestelmén kdytt yhdessé luvun nolla kanssa keksittiin tai kehittyi Gupta-

dynastian aikaan Intiassa mité ilmeisimmin 400-luvun alussa tai jopa jo 300-
luvulla.

Vuodelle 458 ajoitetussa ensimmaéisessd dokumentissa ei kdytetd vield minkéan
erityisen aakkoston numeromerkkeji, vaan luvut kirjoitetaan sanoin mm. seuraa-
vasti: triny ekam sapta shat trini dve chavary ekakam. Sanskritin kielen lukusanat
kadntyvét seuraavasti: kolme yksi seitsemén kuusi kolme kaksi neljd yksi. Tekstin
kirjoittaja ilmaisi lukusanajonon yhteydessa kramadt (jarjestyksessd) tai ankakra-
mena (numeroiden jarjestyksessd), jotta lukija ymmadrsi tulkita numerot luvuksi,
jossa numeroilla on kasvava jérjestys. Ykkdset olivat siis ensimmaiseni ja kyseessd
on luku 14 236 713. Kyseistd dokumentista otetussa toisessa esimerkisséd on kéytet-
ty my0s lukua nolla: panchabhyah khalu shiinyebhyah param dve sapta chdmba-
ram ekam cha ciipam cha, joka voidaan kaéntia “viisi tyhjad, sitten kaksi ja seit-
semaén, taivas, yksi ja kolme ja yksi” eli 13 107 200 000.

Shiin ai v varsinai u Imaisev
Tahén aikaan kirjoittajat saattoivat korvata varsinaisen numeroa ilmaisevan sanan
sellaisella sanalla, joka tuo lukijan mieleen oikean numeron. Sanan kaksi asemesta
saatettiin kirjoittaa ’silmét”, “kédet”, siivet” tai jokin muu vastaava sana. Tamén
periaatteen mukaisesti edellisessé esimerkissé taivas” on vastine sanalle “nolla”.

Toinen ajoitettu dokumentti osoittaa, ettd intialainen Aryabhata vanhempi kéytti
vuonna 476 paikkajérjestelmas, niin ikddn luettelemalla luvut sanoina®.

? Ganguli, The Elder ...,
erkki.luoma-aho@jkl.fi



10

1. Algebra ja aritmetiikka Matematiikan historia aihealueittain

Paikkajdrjestelmdn alku Mika sitten sai intialaiset ilmoittamaan lukuja télla tavalla? Ilmeisesti tapa on saa-

Luku nolla

nut alkunsa laskulaudalla lasketun laskun tuloksen yloskirjaamisesta. Laskulauta
on hyvin yksinkertainen kymmenjérjestelméén perustuva laskemisen apuneuvo.
Lauta rakennettiin joko puusta tai kivestd ja sithen laadittiin akselisto tai kaiverret-
tiin urat ykkosid, kymmenié, satoja jne. ilmaisevia pienid kuulia varten. Kuulat
valmistettiin kivesté, marmorista tai puusta. Kokenut kdyttdjd saattoi suorittaa kuu-
lia siirteleméllé lukujen yhteen- tai vihennyslaskun hyvin nopeasti. Laskulauta pi-
tad sisélladn ajatuksen seké paikkajérjestelmastd ettd luvusta nolla. Laskulaudalla
oleva luku on muodostettu kymmenen potenssien kertoimina ja on mahdollista, ettd
esimerkiksi kymmenten méérdé osoittavaan kohtaan ei tule kuulaa eli numeroa.
Kun luku kirjoitettiin, aluksi sanoin, numerot lueteltiin jarjestyksessa ja kuulaton

eli numeroton kohta ilmaistiin kirjoittamalla “tyhjd”, “taivas”, ”ilma” tai jotain vas-
taavaa.

500-luvulla tai viimeistdén 600-luvun alussa intialaiset jittivat vanhasta numerojér-
jestelméstadn — joka ei ollut paikkajérjestelma — kaikki luvun 9 ylittdvat nume-
rosymbolit pois ja ryhtyivét kirjoittamaan lukuja kokonaislukujen 1-9 merkeilld
paikkajirjestelmassé samaan tapaan kuin sanoilla. Tarkeimmaksi merkkijarjestel-
maksi muodostui samaan aikaan kehittynyt Nagari-kirjoitus.

"

-

g &8 0 2 7T 1 &§ 4 0 &

Kuva 7. Kiinalaistyyppinen laskulauta Suanpan. Laudalla on luku 6 302 715 408. Kuvan
ylemmait kuulat vastaavat lukua 5 ja alemmat lukua 1.

Koska vanhassa merkistdssé ei ollut merkkid luvulle nolla ryhdyttiin tyhjdan paik-
kaan kirjoittamaan piste. Tyhjin paikan pistettd ei aluksi pidetty numerona, vaan se
merkitsi sananmukaisesti “tyhjda”. Varsinaisia numeroita ajateltiin edelleen olevan
yhdeksén. Kuitenkin jo niinkin pian kuin 500-luvun alussa eréét intialaiset mate-
maatikot pitivit symbolia nolla lukuna nolla. Vuonna 628 intialainen Brahmagupta
suorittaa mm. laskutoimitukset 0 +0=10,0/a=0, 0-a=0, 0-0=0 ja w/6 =0 ja
viimeistdin tdlloin voidaan varmuudella sanoa ainakin joidenkin matemaatikoiden
kisitelleen nollaa lukuna’. Brahmaguptan tyon arvoa ei himmenni se, etti hin em.
oikeiden sddntdjen lisdksi laski 0/0 = 0. Tdma kertoo vain kasitteiden tdsmentymat-
tdmyydesti®. 600-luvun lopussa nollan kirjoitusasukin uudistui, pisteen tilalle ryh-
dyttiin kirjoittamaan pieni ympyrd. Myos lukujen kirjoitusjérjestys muuttui ja nu-
merot ryhdyttiin kirjoittamaan laskevassa jérjestyksessd, suurimman kymmenen
potenssin kerroin ensimmaiseksi.

3 Boyer, Zero: The Symbol, ..., s. 328
* Ganguli, The Indian...IL, s. 390
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Nollan nimitys

Intialaisilla matemaatikoilla oli ilman varsinaista ja tarkkaa méaritelmas kéaytos-
sdan positiiviset luvut, negatiiviset luvut ja luku nolla. Kun arabit my6hemmin
omaksuivat intialaisten paikkajarjestelmén ja lukumerkit he omaksuivat sen vajaas-
sa muodossa. Negatiiviset luvut olivat lopulta unohduksissa” intialaisten jalkeen
ldhes tuhat vuotta ja vasta 1500- ja 1600 luvuilla Euroopassa ne keksittiin uudes-
taan ja hyvéksyttiin lopullisesti oleelliseksi osaksi lukualuetta.

Alkuperdinen arabiankielinen sana nollalle on sif, joka merkitsee tyhjdd” siind
mielessé kuin kiddet ovat tyhjat. Fibonacci, joka ensimmaéisend eurooppalaisena kir-
joitti kymmenjéirjestelmastd kiytti sanaa ’zephirum”. Latinan kielessa nollaa mer-
kitseviksi valikoitui zephyrus, mikd merkitsee tuulen henkaystd” tai kevyttd tuulta
eli ei juuri mitéén. Téstd sanasta on johtunut englannin kieleen lukua 0 tarkoittava
sana zero.

Suomen kielen sana nolla on periytynyt vastaavasta késitteellisestd
vadrinymmaérryksestd. Nolla on alun perin lainasana ruotsin kielesté, jonne se on

johdettu latinan sanasta nulla, “’ei mitéén, arvoton, mititén”.’

3 Ifrah, s 589, Hikkinen, s. 793

erkki.luoma-aho@jkl.fi
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Tausta

Viisauden talo

Varhaiset todisteet

1. Algebra ja aritmetiikka Matematiikan historia aihealueittain

1.5 Arabit oppivat kymmenjarjestelman

Muhammed perusti islamin 600-luvun alussa. Hinen vuonna 632 tapahtuneen kuo-
lemansa jalkeen uuden uskonnon seuraajat, muslimit, ryhtyivét levittdiméan Islamia
valtaisalla kiithkolla miekkaan turvautuen silld seurauksella, ettd vuosisadan kulut-
tua he olivat luoneet valtaisan Espanjasta Intiaan ulottuvan imperiumin. Vasta
Kaarle Martel onnistui pysayttdmadn muslimien etenemisen vuonna 732 ldhelld
Toursia Ranskassa.

Kiivaimman sotavaiheen jilkeen arabivalloittajat, jotka olivat taustaltaan vain vaa-
timattomia paimentolaisia, aloittivat tutustumisen valloittamiensa kansojen tietee-
seen ja kulttuuriin. Jo 700-luvun jalkimmaéaisen puoliskon aikana kéénnettiin en-
simmadiset intialaiset ja persialaiset astronomiset kirjoitukset arabian kielelle.

Tekstien kddntdmisen ja tieteiden edistymisen kannalta merkitykseltddn ratkaise-
vaksi muodostui 800-luvun alussa Bagdadiin perustettu kaéntdmisen ja tutkimuk-
sen keskus Viisauden talo. Sinne kutsuttiin alkuun pafasiassa kristittyjd oppineita,
jotka kaénsivét kalifin ja muiden suojelijoiden taloudellisen tuen turvissa runsaasti
valloitetuilta alueilta ja Bysantista hankittuja intialaisia ja kreikkalaisia matemaatti-
sia tekstejd. Kédntdminen ja tekstien hankinta koettiin niin tarkeéksi, ettd kalifit 13-
hettivit tarkoitusta varten varustettuja retkikuntia ympéri valtakuntaa tehtdvénién
tuoda térkeité tieteellisié tutkielmia Bagdadiin kddnnettdviaksi ja séilytettavéksi.
Mm. Eukleiden, Arkhimedeksen, Apolloniuksen, Diofantoksen ja Ptolemaioksen
tekstejd kddnnettiin. Viisauden taloon kerdéntyi lopulta niin suuri maéré kirjoja, et-
téd kirjastoa voi pitéé ldhes tarunhohtoisen Aleksandrian kirjaston tasoisena. Erityi-
sesti kiinalaisten sotavankien mukana siirtynyt paperinvalmistuksen taito edesaut-
toi laajan kirjaston syntymistd. Viisauden talossa myos laadittiin ensimmadinen ai-
healueittainen indeksointijérjestelméd, nykyisten kirjastoluetteloiden esikuva.

Ensimmaéinen kirjallinen todistus intialaisen lukujérjestelmén levidmisesta tulevan
arabivaltakunnan alueelle on vuodelta 662, kun vain hieman ennen islamilaisten
armeijan saapumista syyrialainen piispa Severus Sebokt mainitsee kirjoituksissaan,
ettd hindut ovat keksineet taidokkaan menetelmén, jonka avulla on mahdollista las-
kea kdyttden vain yhdeksdd numeromerkkié. Intialaisten numerojérjestelmé tunnet-
tiin ainakin joillain L&hi-Idén alueilla jo ennen sen siirtymista arabeille 700-
luvulla. Arabihistorioitsija Ibn Khaldun kirjoittaa teoksessaan Prolegomena (1390),
ettd vuonna 773° saapui ensimméisen kerran intialaisten oppineiden joukko kalifi
al-Mansurin hoviin Bagdadiin mukanaan tietimys numerojarjestelmasté. Siten vii-
meistddn 770-luvulla arabioppineet tulivat tuntemaan desimaalisen paikkajérjes-
telmén, luutavasti ainakin joitain vuosikymmenii aiemmin.

1.5.1 Al-Khwarizmi ja intialaisten numeromerkkien leviaminen

Oppi desimaalijarjestelmasta levisi vahitellen yhé laajemmalle alueelle ja alkoi
korvata aikaisemmin kéytettyja jarjestelmié. Tarkein yksittdinen ja samalla varhai-
sin teos, josta meilld on yksityiskohtaisia tietoja on Muhammad ibn Miisa al-
Khwarizmin (n. 780-850) Viisauden talossa 820-luvulla kirjoittama Kitab al jami’
wa’l tafriq bi hisab al hind (Kirja lisidmisestd ja vihentdmisestd hindujen tavalla).
Kirjassa, josta tuli kalifikunnassa valtaisan suosittu ja jonka vaikutuksesta tietimys
desimaalijérjestelméstd levisi Muhammedin seuraajien valtakunnassa al-
Khwarizmi esittelee desimaalijédrjestelmén alkeista alkaen yhdessé useiden esi-
merkkilaskujen kanssa. Teos on alkuperéisessd muodossa hdvinnyt, mutta siitd on
sdilynyt useita latinankielisid kdanndksid, mm. Robert Chesterldisen 1100-luvulla

® Smith & Karpinski, s. 92
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Arabialaiset numerot

Hiekkanumerot

laatima. Al-Khwarizmin kadonnen tyon liséksi arbit laativat muitakin aihetta késit-
televid teoksia, joista vanhin arabiankielelld sdilynyt on laadittu 900-luvun alussa
Damaskossa’.

Siirtyma uuteen jarjestelméén ei kuitenkaan sujunut kitkatta. Kutein usein uusien
ajatusten levitessé kdy, joillain alueilla halutaan pitéytyé tiukasti vanhassa tutussa
nikemaittd uuden keksinnon etuja. Niin tietenkin kidvi numerojérjestelmankin kans-
sa, jota joillain alueilla hyljeksittiin ja jopa vastustettiin aktiivisesti. Muutamassa
sadassa vuodessa arabit olivat kuitenkin omaksuneet jédrjestelmén.

Intialaisilla oli useita kymmenia variaatioita numeromerkeistd. Numeromerkkien
siirtymaéreittid intialaisilta arabeille on siten mahdotonta jéljittda tarkkaan. On kui-
tenkin nykyisin tiedossa, etti arabi-imperiumin ité- ja ldnsiosissa numerojérjestel-
md otettiin kdyttoon merkkien osalta hieman erilaisissa muodoissa. Merkkien linti-
set muodot siirtyivdt Eurooppaan, joten useissa Lahi-iddn valtioissa, kuten Egyptis-
sd, Irakissa, Iranissa, Jordaniassa ja Saudi-Arabiassa on kéytossd meidédn merkeis-
tdmme poikkeavat numeromerkit (kuva 8). Ndiden kahden péélinjan lisdksi nume-
romerkkien kirjoitusasuissa oli runsaasti paikallista vaihtelua.®

\’t\”'i‘o < |y

3k

/\|=1

Kuva 8. Modernit arabialaiset (itdarabialaiset) numeromerkit. Ensimmaisen on luku nolla.

Imperiumin lantisessé osassa eli mm. nykyisen Espanjan alueella otettiin kdyttoon
ilmeisesti Nagari-numeroista johdetut Gobar- eli hiekkanumerot 800- ja 900-
lukujen aikana. Nimitys tulee arabien kdytossé olleesta pienesté sylissd pideltdvasti
taulusta tai laudasta, jolle levitettiin hienojakoista hiekkaa ja jota kdytettiin hiekan
levittdmisen jélkeen kirjoitusalustana. Useat hiekkanumeroista ovat jo nykyisin
kaytossd olevien nékoisid, suurimpien erojen 10ytyessd numeroista 4 ja 5 (kuva 9).

Néin siis 900-luvun lopulla my6s Euroopan mantereella, Pyreneiden niemimaalla,
kiytettiin intialaista tai intialais-arabialaista numerojérjestelmid. Numeromerkitkin
muistuttivat jo melko paljon nykyisid numeromerkkejd. Pian niiden Espanjaan saa-
pumisen jilkeen myos kristillinen latinankielinen Eurooppa sai ensikosketuksen
niihin,

12&#967g9
L 23 4 Bo6 0 8D

Kuva 9. Linsi-arabialaisia Gobar- eli hiekkanumeroita. Merkeissi oli kuitenkin
huomattavaa paikallista vaihtelua. Lihde: Bunt, Jones, Benedict, s. 226

7 Saidan A S.: The Earliest ..., s 475
¥ Gandz, The origin of the ghubar..., s. 14
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Taulukko 1. Intialaisen numerojarjestelmén kehittyminen ja levidminen

Aika Tapahtuma
200-luku eKr. Brahmi-numerot ovat yleisesti kdytdssa.
300-500 —luvut jKr. Gupta-numerot kehittyvéit Brahmi-numeroista.
400-luku Paikkajérjestelma kehittyy.
600-luku Nagari-numerot kehittyvit Gupta-numeroista.

Syyrialainen piispa Severus Sebokt mainitsee intialais-
660-luku o

ten kéyttdvan 9 numeromerkkii.

Bagdadin hoviin saapuu intialaisia oppineita mukanaan
770-luku . o e

tietous numerojarjestelmasta.

Al-KhwarizmT laatii kymmenjérjestelméstd ensimmai-
820-luku N o

sen arabiankielisen oppikirjan.

Lénsi-arabialaiset hiekkanumeromerkit ovat laajasti
900-luku kéytossd muslimien parissa Pyreneiden niemimaalla

erkki.luoma-aho@jkl.fi

Euroopassa.

1.5.2. Desimaaliset murtoluvut

Intialaiset eivit kdyttineet desimaalisia murtolukuja. Ensimmainen kirjallinen l&h-
de, josta ne 16ytyvét, on arabimatemaatikko Abu’l-Hasan al-Uqlidistn Damaskok-
sessa vuosina 952-953 kirjoittama kirja Kitab al-fusul fi al-hisab al-Hindi (Kirja
Hinduaritmetiikasta). Kirja on neliosainen aritmetiikan opas, jossa esitelldén las-
keminen intialaisilla numeroilla. Kirjoittaja suosittelee paperin kayttoa ja sellaisia
algoritmeja, joita kdyttden kaikki vélivaiheet séilyvit kenen tahansa tarkistettavis-
sa. Paperin valmistus oli aloitettu Bagdadissa jo 700-luvun lopulla. Kirjan toisessa
osassa hén esittelee desimaaliset murtoluvut. Ne eivit ilmeisesti ole al-Uqlidisin
oma, vaan jonkin hénti edeltineen arabimatemaatikon keksintd. Al-Uqlidist kéyt-
tad tekstissd myOs desimaalierotinta, pientd pystysuoraa viivaa yksikdiden paikan
ilmaisemiseen. Desimaalisten murtolukujen keskeisin merkitys on siiné, ettd niilld
voidaan laskea tdsmailleen samoin kuin kokonaisluvuilla ja vasta laskun lopussa si-
joitettaan desimaalierotin kohdalleen. Tdmi ominaisuus on mukana jo Al-Uqlidisin
kirjassa. Hén esimerkiksi kuvaa kuinka luku 19 puolitetaan viisi kertaa, jolloin hin
saa tulokset 9°5, 4’75, 2°375, 1’1875 ja 0°59375. Jostain syysti al-UqlidisT ei kui-
tenkaan sovella desimaalilukujaan laajasti, vaan esimerkiksi jakolaskuja hén tekee
vain luvuilla 2 ja 10. Tdma voi johtua jopa siité, ettd hén ei osaa soveltaa yleiosesti
jakolaskualgoritmia desimaalilukuihin. Molemmat jakajat ovat niin helppoja, ettd
varsinaista jakolaskualgoritmia ei edes tarvitse kéyttdd, jotta luvun puolittaminen
tai kymmenesosan selvittdminen onnistuu.

Seuraava tirkeéd desimaalilukuja késittelevé kirja on al-Samaw’al Ibn Yahya al-
Maghribin (1125-1174) aritmetiikan kirja vuodelta 1172. Kirjassa hén esittelee laa-
jasti desimaalilukujen kayttda likiarvojen laskemisessa. Han jopa ymmérsi ajatuk-
sen, ettd desimaaliluku voi 14hentyé rajatta jotain tarkkaa tulosta. Al-Samaw’alin
teoksen hieman yllattavakin puute oli, ettd hin ei kiyttinyt siind edeltdjiensd mallin
mukaisia intialaisia numeromerkkejd, vaan ilmaisi luvut sanallisesti.
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Ensimmaéinen kirja, jossa on seké laaja desimaalilukujen esittely ettd intialaiset
numeromerkit on Jamshid al-Kashin (1380-1429) Miftah al-hisab (Laskijan avain).
Kirja on itse asiassa matematiikan eri alojen kokoomateos, siséltden aritmetiikkaa,
algebraa ja geometriaa. Al-Kashin teoksessa desimaaliluvut ovat jo luonteva osa
aritmetiikkaa ja al-Kash1 on kehittéinyt niille myds hyvin merkintitavan.

Desimaalilukujen levidmisen esteeksi arabeilta Eurooppaan muodostui lopulta se,
ettd al-Kashin tai muiden teoksia ei ehditty kdantdd ennen kuin desimaaliluvut
keksittiin uudestaan” Euroopassa 1500-luvun lopulla.

1.5.3. Numeromerkit kautta maailman

erkki.luoma-aho@jkl.fi

Sanotaan, ettd ihminen on kehittdnyt aakkoset vain kerran. Numeromerkkien osalta
tilanne ei ole aivan samankaltainen, vaan intialais-arabialaiseten numeromerkkien
lisdksi on useita néisti riippumattomia numeroiden merkitsemistapoja. Ohessa tau-
lukkomuodossa erilaisia eri maissa nykyisin kdytdssd olevia numeromerkkeja. Jo-
kaisessa maassa lukujérjestelma on sama kuin meillé eli kymmenjérjestelma.

Taulukko 2. Erilaisia moderneja kidytossa olevia numeroiden 0-9 merkkeja

Cardinal Numbers in Hindi Normal Value |

0
1 ek e
1
2 do ar
~ 2
3 tin =
4 car K153 3
5 paanc = 4
6 chah Ers 5
7 saat qTT 6
8 aaTh arz .
9 nau |1 8
10 das A 9
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1.6 Algebra syntyy

1.6.1 Al-Khwarizmin merkitys algebrallisen osaamisen leviimisessd

Algebran kehittymisen ja levidmisen kannalta merkittivin ja tunnetuin arabimate-
maatikoista on al-Khwarizmi, jonka merkitykseen kayttdmédmme intialais-
arabialaisen numerojérjestelmén levidmisessé jo tutustuimme. Jo ennen intialaisten
kehittimaa numerojarjestelméé késittelevaa kirjaansa al-Khwarizmi laati algebran
oppikirjan al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa al-muqdabala (Palauttamisen ja
tasapainottamisen laskennon tiivistetty kirja) noin vuonna 820. Kirjan otsikko antaa
olettaa, ettd al-Khwarizmi ei ollut kirjan sisdllon alkuperdinen kehittdja. Al-
Khwarizmi toteaa esipuheessa, ettd hin laati kalifi Al-mamiinin (768-833) pyyn-
nostd oppaan

"Palauttamisen ja tasapainottamisen tieteestd, rajoittuen siihen mika on hyodyllisinta aritme-
tiilkassa, kuten perinnénjaossa, osituksissa, lakiasioissa, kaupankdynnissd, maanmittauksessa,
kanavien kaivamisessa, geometrisissa laskelmissa ja vastaavissa tilanteissa.?”

Al-Kwharizmi suhtautui aiheeseen hyvin kéyténnonldheisesti. Tama kéy ilmi jo
kirjan avaussanoissa:

"Pohtiessani mitd ihmiset yleensa haluavat laskiessaan havaitsin, ettd se on aina luku.”

Al-Khwarizmin kirja koostuu kolmesta osasta. Ensimmaéisessd osassa hin opettaa
yksityiskohtaisten esimerkkien avulla kuinka toisen asteen yhtélo ratkaistaan. Han
my0s perustelee osan ratkaisumenetelmisti geometrisesti esimerkkien kautta. Al-
Kwharizmi kuvailee sekd yhtélot ettd niiden ratkaisut sanallisesti. Hén kéyttda seka
ratkaisumenetelmien esittelyssa etti niiden perusteluissa vain ja ainoastaan esi-
merkkilukuja. Hén ei kirjoita edes numeroille intialaisia numeromerkkeja, vaikka
ne kirjan kirjoittamisen aikaan jo tunnettiin Bagdadissa.

Aivan kirjan alussa Al-Khwarizmi toteaa, etti

"palauttamisen ja tasapainottamisen laskennossa tarvitaan kolmenlaisia numeroita: juuria,
neliditd ja yksinkertaisia numeroita'®”.

Tuntemattomasta hén kéyttad lisdksi nimitysti shay (asia'') ja luvun nelidstd nimi-
tystd dirham, joka oli paikallinen rahayksikké 800-luvulla.

Hén opettaa myds kuinka binomi kerrotaan monomilla ja binomilla sekd negatiivi-
siin lukuihin liittyviat merkkisaannot'?. Esimerkiksi kertolasku (10— x)* sujuu al-
Khwarizmin ohjeiden mukaan seuraavasti:

"Jos tapaus on: kymmenen miinus asia pitdd kertoa kymmenen miinus asialla, niin toimi nain:
kymmenen kertaa kymmenen on sata; miinus asia kertaa kymmenen on miinus kymmenen
asiaa; ja uudestaan, miinus asia kertaa kymmenen on miinus kymmenen asiaa. Mutta miinus
asia kerrottuna miinus asialla on positiivinen nelié. Tulo on siten sata ja nelié miinus kaksi-
kymmenta asiaa.”’3

Kirjan toinen osa siséltdd erilaisia kdytdnnollisid geometrisia pinta-alojen ja tila-
vuuksien méadrittdmisid. Kolmannessa ja laajimmassa osassa al-Kwharizmi tarkas-
telee erilaisia toinen toistaan monimutkaisempia islamilaisen lain mukaisia perin-
ndn- ja omaisuudenjakotehtivid. Tatd osaa ei kddnnetty aluksi lainkaan latinaksi,
silld tehtdvit olivat l&nsimaisen oikeuden piirissé eldvélle hyodyttomia.

o Rosen, s. 3

10 Rosen, s. 5

" Frederic Rosenin kaannos (v.1831): thing

12 »negatiivinen luku kerrottuna positiivisella luvulla on negatiivinen ja negatiivinen luku kerrottuna negatiivisella lu-
vulla on negatiivinen”

13 Rosen, s. 24
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Yhtilonratkaisu Al-Khwarizmi jakaa toisen asteen yhtildt kuuteen erilaiseen tyyppiin'*:
1. Neli6t ovat yhti suuria kuin juuret (ax* = bx)

2. Neli6t ovat yhtd suuria kuin numerot (ax* = c)

3. Juuret ovat yhti suuria kuin numerot ( bx =c)
4. Neliot ja juuret ovat yhtd suuria kuin numerot (ax” + bx =c¢)
5. Neli6t ja numerot ovat yhtd suuria kuin juuret (ax” +c¢ = bx)

6. Juuret ja numerot ovat yhté suuria kuin neliét (ax® = bx +c¢)

Nama kuusi yhtilotyyyppid siséltavat kaikki mahdolliset tilanteet, joissa toisen
asteen yhtélon termien kertoimet ovat positiiviset eli yhtdlolla on positiivisia juuria.
On tarkdd huomata, ettd vaikka al-Khwarizmi késittelee sujuvasti negatiivisia luku-
ja, niin hén ei kuitenkaan pidé ”oikeina lukuina” samassa mielessé kuin positiivisia
rationaalilukuja. Negatiivinen luku ei voinut olla yhtdlon ratkaisu. Esimerkiksi tyy-
pin 5 yhtélon ratkaisuohjeissa hdn huomauttaa, ettd

"jos olet puolittanut juurten lukumadaran ja kertonut puolikkaan itselldan ja jos tulo on va-
hemman kuin nelididen lukumaara, niin tapaus on mahdoton?'s.”

Al-Kwharizmi ei kelpuuta edes lukua nolla ratkaisuksi. Esimerkiksi yhtilon x* = 5x
ratkaisuksi kelpaa vain luku 5, al-Kwharizmi kirjoittaa:

"Nelié on yhta suuri kuin viisi juurta; nelion juuri on viisi ja nelio on kaksikymmentaviisi, mika
on yhta suuri kuin viisi kertaa juuri.” 16

al-jabr Negatiiviset luvut eivét olleet ylitsepddsemiton ongelma. Itse asiassa palauttamisen
tiede al-jabr on negatiivisia lukuja tai monomia siséltdvien yhtdloiden muokkaa-
mista muotoon, jossa kaikki termit ovat positiivisia. A/-jabr merkitsee “palautta-
mista paikalleen”, asettamista ennalleen” ja “viimeistelyd”. Yhtidlonratkaisussa
operaatio al-jabr tarkoitti negatiivisten termien hévittdmisté siirtdmallad ne yhtdsuu-
ruusmerkin puolelta toiselle. Esimerkiksi yhtilon x* = 40x — 4x* al-Khwarizmi pa-
lauttaa 1. tyypin yhtiloksi 5x = 40x “vihentimalld” nelji nelioti oikealta puolelta
ja lisaamalld ne vasemmalle puolelle'”.

al-mugabala Sana wa merkitsee ’ja”, joten al-jabr wa al-muqdbala koostuu kahdesta osasta,
joista al-mugabala merkitsee tasapainottamista”, joka tapahtuu havittimalla yh-
tdsuuruusmerkin molemmilta puolilta 10ytyvit samat positiiviset termit. Esimerkik-

si yhtilon 50+ x> =29 +10x al-Khwarizmi tasapainottaa 5. tyypin yhtiloksi
21+ x* =10x al-mugabalaa kiyttien'®.

Al-Kwharizmi osaa myds seki kertoa ettd jakaa yhtélon kokonaisluvulla ja jopa
lausekkeella. Esimerkiksi yhtilon 5x® = 40x hin osaa sieventdd muotoon x* =8x,
X

yhtdlon %xz =5 muotoon'’ x*= 7+ ja yhtdlon = — muotoon® Tx+l=x.

X+

14 Rosen, s. 5-13

13 Jos yhtilossd x* + ¢ = bx on voimassa (b/2)* < ¢, niin yhtilé on mahdoton.

' Rosen, s. 6; koska 5% =25, niin x = 5 (x = 0 ei toteuta al-Kwharizmin mukaan yhtilo)
17 Rosen, s. 36

18 Rosen, s. 40

1 Rosen, s. 62

20 Rosen, s. 63
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Tyypin 4. yhtdilo

Perustelut tapaukselle 4

1. Algebra ja aritmetiikka Matematiikan historia aihealueittain

Tavanomaiset aritmeettiset operaatiot yhdessé toimenpiteiden al-jabr ja al-
muqabala kanssa olivat riittdvid muokkaamaan jokaisen positiivisia juuria antavan
toisen asteen yhtdlon kuuteen perustapaukseen.

Parhaan kuvan al-Kwharizmin tyon luonteesta saa lukemalla hdnen omaa tekstidén.
Tutustutaan seuraavaksi 4. tyypin yhtilon ratkaisuohjeeseen. Tdssé, kuten muissa-
kin tapauksissa, al-Khwarizmi esittelee yleisen ratkaisumenetelmén esimerkin

avulla. Esimerkkini toimii yhtilo x* +10x = 39:

"Yksi nelio ja kymmenen juurta ovat kolmekymmentdayhdeksan dirhamia. Ratkaisu on
tama: puolita juurten lukumaara, mika tassa tilanteessa on viisi. Kerro tama itselldan; tu-
los on kaksikymmentaviisi. Lisdd tdma kolmeenkymmeneenyhdeksdan, summa on kuusi-
kymmentdneljd. Ota nyt juuri tastd, mika on kahdeksan ja vahenna siitd puolet juurten
lukumadarasta eli viisi; jdannos on kolme. Tama on nelidn juuri, jota etsit. Itse nelié on
yhdeksan.”

2
Sanallinen menetelma vastaa lauseketta x = (%) +39 - % eli yleisesti lauseket-
b\ b
ta x= (5) +c —5 yhtilon x* + bx = ¢ ratkaisulle.

Kaikkien kuuden tapauksen ratkaisuohjeet ldpikdytyddn al-Khwarizmi perustelee

tapaukset 4, 5 ja 6 geometrisesti. Tutustutaan nédistd tapauksen 4 perusteluihin, jot-

ka ovat seuraavat:
"Kuviosta?! kdy ilmi, ettd kyseessa on nelid, jonka sivut ovat tuntemattomat. Se esittda
juuri sita neliotd, jonka, tai jonka juuret, tahdot tietad. Tama on kuvio AB, jonka jokaista
sivua voidaan pitda juurina; ja jos sina kerrot jonkun naista sivuista jollakin numerolla,
niin tatd numeroa voidaan pitda niiden juurten lukumaarana, jotka lisataan nelioon. Jo-
kainen nelién sivu esittdd nelion juurta; ja kuten tdssa tapauksessa, koska juuret olivat
yhteydessa nelioon, voimme ottaa yhden neljasosan kymmenestd, joka on kaksi ja puoli,
ja lisdta se jokaiseen kuvion neljasta sivusta. Siten alkuperdinen nelio lisdattyna neljalla
suorakulmiolla, joiden pituutena on nelién sivun pituus ja leveytena kaksi ja puoli; ne
ovat suorakulmiot C, G, T ja K. Meilld on nyt nelid, jolla on yhta pitkadt, mutta tuntemat-
tomat sivut. Mutta jokaisesta neljdstd kulmasta puuttuu neli6, jonka sivu on kaksi ja
puoli. Jotta voimme vastata tdhan puutteeseen ja tdydentda kuvio nelioksi meidan taytyy
lisdta (minka me itse asiassa olemme jo tehneetkin) nelja kertaa nelio, jonka sivu on
kaksi ja puoli eli yhteensa kaksikymmentaviisi. Me tieddmme, ettd ensimmadinen kuvio,
nimittdin, nelié yhdessa sita ymparoivien suorakulmioiden kanssa, jotka esittavat kym-
menta juurta, on yhta suuri kuin kolmekymmentayhdeksan numeroa. Me lisddmme tahan
kaksikymmentaviisi, mitkd ovat nelja nelion A B nurkkiin lisdttya neliétd, jolloin suuri ku-
vio D H on taydellinen ja me tiedimme, ettd yhdessa tama tekee kuusikymmentanelja.
Tamadn suuren nelidon yksi sivu on sen juuri, joka on kahdeksan. Jos me vdhenndmme
kahdesti kymmenen neljasosan, se on viisi, kahdeksasta, jotka ovat kaksi suuren kuvion
D H sivun adripaat, niin tdman sivun jaannos on kolme, joka on kuvion juuri tai alkupe-
rdisen nelion A B sivu. On huomattava, ettd me puolitimme juurten lukumaaran ja li-
sasimme puolikkaan itsellaan kerrottuna lukuun kolmekymmentayhdeksan, saadaksem-
me nelidn tadydennettyd neljasta kulmastaan; koska jokaisen luvun neljasosa kerrottuna
itselldadn ja tdman jalkeen luvulla nelja on sama kun kertoisimme luvun puolikkaan itsel-
ladn22. Tamdn mukaisesti me kerroimme vain juurten lukumdaran puolikkaan itselldaan,
sen sijaan ettd olisimme kertoneet neljasosan itselldadn ja sitten neljalla.”
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Esimerkkiprobleema

Algebran merkitys

H
Kuva 10. Al-Khwarizmin alkuperdinen kuvio neljannen tapauksen perusteluissa.

Tutustutaan lopuksi vield yhteen al-Khwarizmin esimerkkiprobleemaan, jonka hin
esittdd ensimmaéisend neljénteen tapaukseen liittyvéné varsinaisena laskutehtdvéna:

"Olen kertonut asian kolmasosan ja yhden dirhemin asian neljasosalla ja yhdellad dirhe-
milld jolloin tulos oli kaksikymmentaz23. Lasku: Kerro asian kolmasosa asian neljdsosalla;
se on puolikas ja kuudesosa neliosta. Lisaksi kerro yksi dirhemi asian kolmasosalla, se
on asian kolmasosa; ja yksi dirhemi asian neljdsosalla, se on neljasosa asiaa; ja yksi dir-
hemi yhdelld dirhemilld, se on yksi dirhemi. Tulos on tdma: puolikas nelion kuudesosas-
ta, asian kolmannes, asian neljdnnes ja yksi dirhemi on yhta suuri kuin kaksikymmenta
dirhemia. Nyt yksi dirhemi naista kahdesta kymmenesta, jiljelle jaa yhdeksantoista dir-
hemid, joka on yhta suuri kuin puolikas nelion kuudesosasta, asian kolmasosa ja asian
neljasosa. Tee nyt neliostasi kokonainen: tee se kertomalla kaikki mita sinulla on kah-
dellatoista. Siten sinulla on neli6 ja seitseman juurta, yhta suuri kuin kaksisataa ja kaksi-
kymmentdkahdeksan24. Puolita juurten lukumaara ja kerro se itselldan, se on kaksitoista
ja neljasosa. Lisaa tama numeroihin, se on, kahteensataan kahteenkymmeneenkahdek-
saan; summa on kaksisataa neljdkymmenta ja neljannes. Laske tdman juuri, se on viisi-
toista ja puoli. Vdhenna tasta juurten puolikas, se on, kolme ja puoli. Jaljelle jad kaksi-
toista, joka on vaadittu nelié. Tama kysymys johtaa sinut yhteen tapauksista, nimittdin
'neli6t ja juuret ovat yhta suuria kuin numerot.””

Al-Kwharizmin laatima algebran oppikirja saavutti suuren suosion, eikd varmasti
vahiten johtuen sen selkeéstd esitystavasta ja runsaasta numeeristen esimerkkien
madrastd (40 kpl). Kirjasta tosin puuttui al-Kwharizmin lupaama kéytannollisyys
toisen asteen yhtédloiden osalta, silld useimmat hinen esimerkkinsé alkavat sanoilla
”luku jaetaan kahteen osaan...”. Kaytdnnolliset geometriset laskut seké perinnonja-

23 . . - . . e
Modernein merkinndin al-Khwarizmin lasku etenee néiin:

Gx+D)-(bx+1)=20

1,142, 14,1 =
s eX +3x+4x+l 20
1,132 11,
S EX Hg X+ x 19

x> +7x=228

x=o[1214228 -31=.2401 3112

** Tihén saakka al-Khwarizmi vain muokkaa yhtil4 ja vasta kun on saanut sen perusmuotoon hén ryhtyy kiyttimain
alemmin opettamaansa ja perustelemaansa ratkaisumenetelmaa.
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on ja osituksen probleemat ratkeavat joko ilman yhtéloa tai ensimmaiisen asteen yh-
télon avulla.

Termi algebra Latinan kielelle algebran kirja kdénnettiin noin 300 vuotta kirjoittamisensa jalkeen
1100-luvulla. Kirjan nimen arabian kieleen tilldin vakiintuneet ilmaisut a/-jabr ja
al-mugabala sopeuttettiin latinan kieleen kdantdmatta niitd. Niinpé algebran alkeet
tultiin tuntemaan Euroopassa kirjan Liber algebrae et almucabala vilityksella.
Samalla yhtélonratkaisun tiede opittiin tuntemaan sanalla “algebrae” eli algebra”.

Abu Jafar Muhammed ibn Musa al-Khwarizmi (n.780 - 850)

Al-Kwharizmin tarkkaa synnyinaikaa tai paikkaa ei ole tiedossa,
kuten ei myoskéén tarkkaa kuolinhetked. Varmuudella tiedetdén ha-
nen syntyneen ennen vuotta 800 ja hdnen arvellaan elédneen ainakin
vuoteen 847 saakka. Lisdnimi al-Kwharizmi, milld nimelld hinet
lansimaissa tunnetaan parhaiten, viittaa paikkaan nimeltd Khwarizm
(Khorezm), jonka sijaitsee Aralin meren eteldpuolella Keski-
Aasiassa Uzbekistanilaisen Khivan kaupungissa ja sen ymparistossa.
Taalta hianen esi-isénsé vaelsivat valtakunnan keskukseen luulta-
vimmin jo ennen hdnen syntymaénsé, silld arabihistorioitsija al-
Tabari kirjoittaa hinen olleen kotoisin erdéstd Bagdadia 14hella ole-
vasta pikkukaupungista.

Al-Khwarizmi tuli Viisauden talon jéseneksi al-Mamunin ollessa
kalifina (vuosina 813-833). Viisauden talon perusti jo al-Mamunin
edeltdja, kalifi Harun al-Rashid, mutta al-Mamunin aikaan Viisauden
talo koki kukoistuskauden, silld vapaamielinen kalifi suosi ja tuki
tieteellistd tutkimusty6ta pitden oppineisuutta korkeassa arvossa. Al-
Kwharizmi omisti Algebran oppikirjansa kalifille, jota hdn suoras-
taan ylistéé (Allahin ja Muhammedin liséksi) erityisesti siité, ettd ka-
lifi on rohkaissut ja tukenut hénti kirjan kirjoittamisessa.

Vaikka al-Kwarizmin omia tieteellisid saavutuksia on arvioitu (mukaan lukien mm. tihtitiede ja maantiede)
parhaimmillaankin keskinkertaisiksi, niin hén onnistui olemaan oikeaan aikaan liikkeelld. Hanen algebran
kirjansa kohosi vuosisatojen ajaksi ensin islamilaisen ja my6hemmin myds latinankielisen maailman tér-
keimmaiksi algebran oppikirjaksi. Hinen intialaiset numeromerkit esitellyt kirjansa oli tirkein yksittdinen
teos, jonka kautta Euroopassa opittiin tuntemaan nykyaikainen kymmenjérjestelma.

Al-Kwharizmin eldmén loppupuolella, kalifi al-Wathiqin (kuoli vuonna 847) sairasvuoteen aérelld, kerrotaan
tapahtuneen seuraava erikoinen tapaus: kalifin sairastuttua hin kutsui kokoon oppineita miehid, al-
Kwharizmi mukaan lukien, laatimaan hénelle horoskoopin, jotta selvidisi olisiko tauti kuolemaksi. Miechet
laativat horoskoopin, joka lupasi kalifille elinaikaa vield 50 vuotta. Kalifi kuoli kuitenkin 10 pdivéaa horo-
skoopin laatimisesta.

> MuXaMMed
TR AllbXOPE3MU

Algebran alkuperdstd  Paljon on pohdittu al-Kwharizmin esittelemén algebran alkuperéd ilman yksimie-
listd lopputulosta. Kirjan selked esitystapa ja geometriset perustelut viittaisivat
Kreikkaan, yhtymikohtia on erityisesti Eukleideen Alkeiden toisen kirjan ”geomet-
risen algebran” kanssa. Toisaalta pitdytyminen numeroissa ja ylipaétdan numeroi-
den pitdminen 14htokohtana ei sovi Kreikan yleisid periaatteita korostavaan mate-
maattiseen perinteeseen. Arabimatemaatikot saivat kasiinsa kuitenkin jo 700-luvun
lopulta alkaen kreikankielisid matemaattisia tekstejd, joten on luultavaa, ettd Krei-
kan matematiikan, erityisesti Alkeiden, vaikutteet ovat kirjassa ldsna.
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Al-Kwharizmin ldhestymistapa ja geometriset kuviot muistuttavat myds Baby-
lonialaista leikkaa-liimaa-geometriaa, mutta ajallinen (yli 2500 vuotta) ja kulttuuri-
nen vilimatka on niin suuri, ettd suoraa siirtymé&i ei ole voitu osoittaa — huolimatta
siitd, ettd muinainen Babylon sijaitsi likimain samalla paikalla kuin nykyinen Bag-
dad.

Al-Kwharizmin ty0ssé on lisdksi Intialaista alkuperdd muistuttavia piirteitd, mm.
etumerkillisten lukujen kertolaskun merkkisdannot 10ytyvét ensimméisen kerran in-
tialaisen Brahmaguptan téhtitieteellisista tdistd 600-luvun puolivélissé eli noin 150
vuotta ennen al-Kwharizmin kirjan kirjoitusajankohtaa. Intialaista alkuperéa olevia
matemaattisia tekstejd tuotiin Bagdadiin kddnnettédvaksi jo 700-luvun puolivélisti
alkaen, mm. juuri Brahmaguptan kirja oli yksi ensimmdisté arabian kielelld kian-
netyista tieteellisistd kirjoituksista. Luultavimmin algebra onkin arabien itse kehit-
tdmé menetelmd, jonka rakennusaineina ovat olleet ainakin kreikkalainen ja intia-
lainen matemaattinen perintd, mahdollisesti my6s babylonialainen.

1.6.3 Al-Khwarizmin jalkeinen aika

Thabit ibn Qurra Jos al-Kwharizmin geometristen perusteluiden alkuperd on kiistanalainen, niin noin
50 vuotta tdimén tyon kirjoittamisen jalkeen Thabit ibn Qurra (836-901) tdydensi
al-Kwharizmin Algebran yksittéisiin esimerkkeihin pohjautuvat perustelut tismal-
lisiksi ja yleisiksi Eukleideen esimerkin mukaan. Hén laati aiheesta kirjan Qaw! fi
tashih masa’il al-jabr bi I-barahin al-handasiya (Algebrallisten probleemien var-
mistamisesta geometrisin todistuksin), jossa hén mainitsee erityisesti, ettd Alkeiden
toinen kirja on tiysin yhteneva al-Kwharizmin algebran kanssa. Kirjan II lauseen 5
avulla hin ratkaisi tapauksen x” +c = bx ja lauseen 6 avulla tapaukset x* + bx = ¢
ja x> =bx+c.

Thabit ibn Qurra (836-901)

Thabit ibn Qurra syntyi Harranissa, nykyisen Turkin alueella. Sielld
hén vietti nuoruutensa rahanvaihtajana. Hén ja hdnen koko sukunsa oli
erikoisen tdhtid palvovan uskonsuunnan jasen. He kutsuivat itseddn
saabalaisiksi koraanista 16ytyneen maininnan® vuoksi ja vilttivit pak-
kok&annytyksen islamiin.

Thabit ibn Qurran didinkieli oli syyria, mutta hdn osasi my0s kreikkaa
ja arabiaa. Kerrotaan, etti erés késikirjoitusten keruumatkalla kalifin
lahettdména ollut Viisauden talon jdsen vaikuttui mm. hénen kielitai-
dostaan ja kutsui hénet n. 870 Bagdadiin. Sielld hén asui kutsujansa
talossa ja ryhtyi opiskelemaan ja kdantdiméaan muinaisia kreikkalaisia
matemaattisia teksteja timin suojeluksessa. Han kdansi Apolloniuk-
sen, Arkhimedeen, Eukleideen ja Ptolemaioksen kirjoituksia, joista
mm. muutama Arkhimedeen ja Apolloniuksen tdistd on sdilynyt vain
Thabit ibn Qurran arabiankielisend kddnndksena.

Melko pian kreikankielisiin teksteihin tutustuttuaan ja ne omaksuttuaan Thabit ibn Qurra ryhtyi itsekin tut-
kimaan ja kirjoittamaan matematiikasta, erityisesti geometriasta, sekd my0s ladketieteestd, fysiikasta, tahti-
tieteestd ja filosofiasta. Monipuolisuutensa vuoksi héntd pidetdén yhtend merkittdvimmista 800-luvulla vai-
kuttaneista tiedemiehista.

B I162 ja XXII 17
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Abu Kamil Egyptildinen abu Kamil (n. 850-930), jatkoi al-Kwharizmin algebrallisia perinteiti
noin vuonna 900 kirjoittamallaan teoksella Kitab fi al-jabr wa’l-muqabala. Se on
toiseksi vanhin kokonaisuudessaan sailynyt algebran kirja®®. Siiné hén liitti Thabit
ibn Qurran tapaan yleiset Eukleideen geometriaan pohjautuvat perustelut al-
Kwharizmin laskumenetelmille. Niiden lisdksi abu Kamil edistyi al-Kwharizmin
tyon tasosta ratkomalla huomattavasti vaikeampia yhtiloita kuin edeltdjansa. Eri-
tyinen piirre hénen tdissédn oli irrationaalilukujen vapaa késittely. Hin ei tehnyt

eroa lukujen 2, /8 tai 1/1/5 -1 vilille. Esimerkiksi hédn ratkaisee
(10 - x)(10 - x) — x/8 = 40 saaden vastaukset x =10 ++/2 —1/42++/800 ja
x=142++/800 - 727 Myos yhtidlon 34/x - 4q/x - 3+/x =20 ratkaisu, joka perus-

tuu sijoitukseen x = z> ja neliéon korottamiseen™ on osoitus Abu Kamilin taidois-
ta. Edes modernia merkintitapaa kiyttden kyseiset laskut eivét ole helppoja.

Monien huomattavan vaikeiden yhtéldiden, joita abu Kamil ratkaisi kirjansa lehdil-
14 kaiken kaikkiaan 61,% lisiksi abu Kamil todistaa yleisesti geometristen kuvioi-
den avulla kaksi jo al-Kwharizmin tuntemaa, mutta vain muutamilla esimerkkilu-
vuilla késitteleméd nelidjuurten sievennyssaantoa’ Na-b=+a-b* ja
Na:b=+a:b. Esimerkkini siinnésti Abu Kamil laskee mm.

V10 :4/2 =4/10:2 =+/5 . Abu Kamil todistaa lisiksi binomien kertolaskuun liitty-
vén osittelulain, jota al-Kwharizmi oli aiemmin késitellyt muiden séidntojen tapaan
aiemmin vain esimerkkien kautta.

Néiden “vanhojen” sddntdjen lisdksi abu Kamil esittelee ja todistaa nelidjuurten

summan ja erotuksen Va £+/b = va+b=2+/ab . Esimerkkini hin laskee erotuksen
V9 — /4 lausekkeella VY9+4-2+49-4 =1 ja summan V9 +/4 lausekkeella

9+4+2+/9-4 =5. Tété sddntod sovelsivat myohemmin mm. al-Karaji ja Leonar-
do Fibonacci®.

Abu Kamilin algebran kirja oli vield yhdellé tavalla al-Khwarizmin kirjaa edis-
tyneempi. Hénen yhtiloissdén esiintyy, ensimmadisen kerran arabian kielelld*, kor-
keampia potensseja aina kahdeksanteen saakka. Kahdeksatta potenssia hén kutsuu
”nelid nelio nelio nelidksi”. Hén siis laskee eksponentit yhteen eli muodostaa po-
tenssin kertolaskun kautta. Seitsemitté potenssia hén ei kayttédnyt, kuudetta potens-
sia hin kutsui “kuutio kuutioksi”, viidettd potenssia ’kuutio nelidksi”, neljitta po-

tenssia “neli6 nelioksi” ja kolmatta potenssia “kuutioksi™>”.

Abu Kamil kéyttdd esikuvansa mukaan edelleen pelkdi sanallista ilmaisua. Koska
symboliikka ei 16ydy edes numeroiden osalta, niin juuria sisdltdneiden yhtdloiden

ratkaiseminen on vaatinut "Egyptin laskijaksi” kutsutulta oppineelta melkoista tai-
turuutta. On myos hyvéd huomata hénen irrationaalilukujen suhteen osoittama ava-

%6 Oaks s. 405

7 Levey, s. 146

2 Levey, s. 122

¥ Levey, s. 18

0 Levey, s. 72-76

3! »Tistd asetan yleisen sdannon. Kun numero kerrotaan numerolla, ota juuri tuloksesta; se on yhté suuri kuin ensim-
maéisen luvun juuri kerrottuna toisen luvun juurella.” (Levey, s. 72)

32 Levey, s. 74

» Levey, s. 25 ja 76

** Diofantoksen tyot olivat tissé vaiheessa vield tuntemattomia arabimatemaatikoille, ne kiannettiin ilmeisesti vasta
998.

3 Levey, s. 18-19
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Al-Karaji

rakatseisuus ja taipumus hyviksyé ne samaan asemaan positiivisten kokonaisluku-
jen kanssa.

Alati lisdéntyvé algebrallisten lausekkeiden monimutkaisuus pakotti arabialgebri-
kot harkitsemaan muitakin vaihtoehtoja lausekkeiden kuvailuun kuin vain asia”
tai "nelio”. Kehitys ei kuitenkaan johtanut varsinaiseen symboliikan syntymiseen,
vaikka abu’l-Wafan (n. 940-998) kééntidmé Diofantoksen Arithmetica™ oli tirked
inspiraation ldhde algebraa merkittavésti kehittéineelle arabimatemaatikolle Abu
Bakr al-Karajille (n.980-1030). Al-Khwarizmin retorisen algebran perintd kahlitsi
hénen seuraajiaan liikaa. Al-Karajin ty6ti on kuvattu ”algebran aritmetisoimisek-
si”. Al-Karajin seuraajansa al-Samarqandi kuvaa tyonsé ja samalla Al-Karajin tyon
padmadrad niin:

"kayttaa kaikkia niitd aritmeettisia vdlineitda tuntemattomien kanssa samaan tapaan kuin arit-
metiikassa ndita valineita kdytetadn tunnettujen kanssa.”3?

Tuloksena oli ensimméinen monomien ja polynomien esitys.

Al-Karaji kirjoitti Bagdadissa vuoden 1000 tienoilla kirjan al-Fakhri (Ihmeellinen),
joka oli omistettu visiiri Fakhr al-Mulkille. Abu Kamilin jo aiemmin kéytto6n ot-
tamia korkeampia potensseja hén nimitti aiemmasta konkreetista kuvakielesti poi-
keten “jarjestyksiksi”. Talla uudella, vaikkakin edelleen sanallisella, tavalla kuvata
potensseja hén havaitsi, ettd jokainen jarjestys ( x") kerrottuna vastaavalla osallaan

(1/x") antaa tuloksen 1°*. Hian my6s muotoili jarjestyksille (vain positiivisille eks-
ponenteille) seuraavat sddnnot:

1 1 1 1
) —i—=—:1—=
()X .xz x2 .x3
11 x° 11 X
@ Lt o e
X X X X X X
1 1 1 1 m X"
(3) n' m o _n+m (4)_n'x =i
X X X X

Al-Karaji rakensi ndiden jdrjestyksiin liittyvien laskusddntdjen avulla monomien
teorian (mm. kertolaskut) ja timén jalkeen “koostettujen suureiden” eli polynomien
teorian esittdiméalld polynomien yhteen- vidhennys- ja kertolaskulle yleiset sddnnot.
Polynomien jakolaskulle hin ei kuitenkaan 16ytinyt yleistd sdént6d, kuten ei po-
lynomien juurillekaan, joskin hén osasi laskea juuren erityistapauksissa perustuen
seuraavaan havaintoon: Koska monomien x,, x, ja x; summan nelié on

(X, + X, +x3)% = x7 +2x,X, + (x5 +2X,X;) +2X,X; + X3, niin operaatio voidaan kasn-
tad paattelemdlld x, ja x, laitimmaisten termien nelijuurista sekd jakamalla toinen
tai toiseksi viimeinen kahdella ja termilld x, tai x,. Esimerkiksi polynomin

x%+2x° +11x* +10x? +25 nelidjuuri x* + x? +5 voidaan péitelld laskemalla ter-
mien x* ja 25 juuret ja jakamalla 2x° luvulla 2 ja termilld x*.

Al-Karajin kyvyttomyys johtaa yleisté juurialgoritmia tilanteissa, joissa oli negatii-
visia kertoimia, johtui ilmeisesti siitd, ettd hin ei osannut negatiivisten lukujen va-

hennyslaskun merkkisdantdd, vaikka hian osasi perussddnnét ja mm. tiesi, ettd a — (
—b)=a+ b eli ettd “negatiivinen luku —b voidaan védhentéa positiivisesta luvusta a
laskemalla a + b”. Ilmeisesti hin ei koskaan ymmartinyt, ettd —a — (—b) = —(a — b)

* Leveys. 19
37 Rashed, s. 17
¥ Berggren, s. 114
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al-Samaw’al
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eli ettd “negatiivinen luku —b voidaan véhentéd negatiivisesta luvusta —a laskemalla
erotuksen a — b vastaluku”. Téstd erds matematiikan historian tutkija on todennut™,
ettd

"opiskelijat, jotka ovat taistelleet merkkisaantdjen kanssa voivat kokea lohdutusta huo-
matessaan, etta oli aika, jolloin ndiden sadntdjen keksiminen asetti suuria vaatimuksia
parhaiden matemaatikkojen dlykkyydelle ja nykyisen alkeismatematiikan keksimisen
taustalla on huomattava maara tyota ja virheellisia alkuja.”

Al-Karajin antaman esimerkin mukaan hidnen seuraajansa jatkoivat algebran arit-
metisointia. N&isté erityisesti ibn Yahya al-Maghribi al-Samaw’al (n. 1125-1174)
jatkoi suoraan al-Karajin tyota. Itse asiassa hdnen motivaationsa laatia algebran
tutkielma oli korjata al-Karajin tdissd havainneensa puutteet.

Al-Samaw’al oli syntyisin varakkaasta ja koulutetusta perheestd. Héntd rohkaistiin
jo 13-vuotiaana opiskelemaan lddketiedettd ja matematiikkaa. Matematiikan opin-
to-ohjelmaan kuului alkuun intialaisten kymmenjérjestelmé, astronomisia taulukoi-
ta (trigonometriaa) ja aritmetiikkaa sekd ndiden jélkeen algebraa ja geometriaa.
Hin valittaa omaelimikerrassaan®’, etti Bagdadissa ei voi eni# opiskella Euklei-
den Alkeiden ensimmaisti kirjaa pidemmiéille ja tistd syystd hédn ryhtyi matkuste-
lemaan ympdri valtakuntaa opiskellen. Algebran osalta hdn omaksui Abu Kamilin
ja suuresti ihailemansa al-Karajin tulokset. Jo kahdeksantoistavuotiaana hén hallitsi
omatoimisen opiskelun kautta arabivaltakunnan tirkeimmét matematiikan teokset
ja oli valmis aloittamaan oman matemaattisen kehitystyon.

Hén kirjoitti tirkeimmé&n matemaattisen teoksensa Al-Bahir fi’l-Hisab (Laskemisen
hiikaiseva kirja) jo 19-vuotiaana, jossa hin mm. esittelee al-Karajilta tuntematto-
maksi jddneen negatiivisten lukujen vihennyslaskun merkkisddnnon. Néin hian
saattoi tdydentdd al-Karajin puutteellisen polynomien késittelyn ja mm. laskea ne-
gatiivisia termeja siséltdneen polynomin

25x° +9x* +84x% +64 +100x7 +64x7 —=30x° —40x” ~116x - 48x~' —~96x~ ne-
lidjuuren.

Al-Samaw’al tdydensi my0s potenssien teoriaa johtamalla samankantaisten potens-
sien kertolaskun x" - x™ = x"*" kaikille kokonaislukueksponenteille 7 ja m (toinen
tai molemmat eksponentit saattoivat siis olla negatiivisia). Tdéman hén teki yksin-
kertaisen taulukoinnin avulla. Hén laati taulukon, johon sijoitti keskelle luvun yksi
(vastaten potenssia eli jirjestysté 0) ja tistéd oikealle kasvavat jarjestykset 1, 2, 3,
jne. ja luvusta 1 vasemmalle vihenevét jarjestykset vastaavasti. Esimerkiksi luvun
kaksi jarjestykset ovat taulukossa ..., V4, ¥4, 1, 2, 4, ... . Tdman jdlkeen hin kuvaa
kuinka laskemalla jérjestyksié yhteen tai vihentdmallé niité toisistaan voidaan paa-
telld kertolaskun lopputulos. Esimerkiksi laskun x™ - x™* = x™ hin selittid seuraa-
vasti:

... kuution osan (1: x” = x™”) jarjestys on kolme ja nelid nelién osan jarjestys on 4. Me
lisddmme ne yhteen ja saamme 7, jonka alapuolelta 16ytyy nelio nelié kuution osa.”

Al-Samaw’al esittd4 al-Bahirissa merkittivan uuden keksinn6n, nimittdin binomi-
- n(n-1) ,_ - o .
kaavan (a+b)" =a" +na" lb+%a" ’b? + ...+ nab"" + b" kaikille kokonais-

luvuille n. Tdmén keksinndn hén tosin laittaa al-Karajin nimiin vakuuttaen kirjas-

* Berggren, s. 112
¥ Katz, s. 253
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. . .. 4] . . . .
saan vain siteeraavansa al-Karajia™ . Binomikaavassa tarvittavat kertoimet al-
Samaw’al saa Pascalin kolmiosta, jonka hin selittdad sanallisesti néin:

"Al-Karaji sanoi, ettd menestydksemme meiddn taytyy laittaa taulukkoon yksi ja timan
alle yksi, siirtdd ensimmadinen yksi toiseen sarakkeeseen ja lisdtd ensimmadinen yksi ta-
man yksi alapuolelle. Saamme tdten kaksi, jonka kirjoitamme siirretyn yhden alapuolelle
ja laitamme yksi luvun kaksi alapuolelle. ...”

Teksti jatkuu edelleen selittden kuinka taulukkoa tdydennetdin laskemalla lisda-
mallé lukuja yksi ja laskemalla vierekkiisid yhteen. Taulukossa 2 on néhtévilld
ndiden ohjeiden mukaan laadittu lopputulos.

Taulukko 2.
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 | 10
1 4 110
1 5
1

Al-Samaw’al téydensi vield al-Karajin ’koostettujen lausekkeidenkin” teoriaa ke-

hittdméll4 polynomien jakolaskun algoritmin. Hén esittdd mm. kuinka jakolaskus-

t a42

20x® +2x° +58x* +75x> +125x2 +196x +94 + 40x~ +50x7% +90x > +20x7*
2x  +5x+5+10x7!

saadaan tulos 10x> + x2 +4x+10+8x7> +2x~>. Hinen menetelminsi on oleellisesti
sama kuin mitd me nykyisinkin kdytdmme, lukuun ottamatta sitd, ettd han kaytti
edelleen sanallista ilmaisua.

Nuoruuden matemaattisen uran jélkeen al-Samaw’al opiskeli lddketiedettd ja vietti
loppueldménsi kiertavéna lddkarind. Hén menestyi ammatissaan erinomaisesti ja
sai hoitaakseen hyvin korkea-arvoisia potilaita. Hin my0s vaittdd omaeldménker-
rassaan kehittdneensd erilaisia uusia ja tehokkaita yleislddkkeitd. Koska héin kirjoit-
ti algebran kirjansa hyvin nuorena ei sitd julkaistu kuin vasta useita vuosia sen
valmistumisen jélkeen. Kaikesta pédtellen han myos korjaili sité ja kirjoitti jopa
useaan kertaan uudestaan. Kirjan vaikutuksesta myohempiin arabimatemaatikoihin
on todettu:

"On vaikeaa varmistua taman kirjan vaikutuksesta arabimaailmaan, mutta epasuoraa ja rajoi-
tettua vaikutusta on saattanut olla al-Kashin vuonna 1427 ilmestyneeseen kirjaan Mitafh-al-
hisab. Kirja oli ilmeisesti tdysin tuntematon ldnnessa.”s3

I Rashed, s. 63-67
> Berggren, s. 115-117
# Adel Anbouba, Dictionary of Scientific Biography, osa ?2, 5.95 (kohdassa al-Samaw’al)
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1.6.4 Arabien algebrallinen perinto

Arabimatemaatikot kehittivét algebraa myds Abu Kamilin ja al-Karajin véliseni
aikana seké al-Samaw’alin jilkeen. Merkittdvimpid ndistd ovat ibn al-Haytam
(965-1039), joka tunnetaan péadasiassa optiikan alalta ja latinalaisella nimelld Alha-
zen, Omar al-Khayyam (1048-1131) geometrisen algebran perustajana ja kolman-
nen asteen yhtdlon ratkaisusta kartioleikkausten avulla ja Sharaf al-Din al-Muzaffar
al-Tusi (n. 1135 - 1213) al-Khayyamin tyon jatkajana.

Kieli, maantieteellinen vilimatka ja uskonto muodostivat kristillisen Euroopan ja
islamilaisen Lahi-iddn vélille muurin, joka esti satoja vuosia useiden matemaattis-
ten keksintdjen siirtymisen. Arabien algebrallisista saavutuksista latinankieliseen
Eurooppaan siirtyi padasiassa vain alkeellisin muoto. Vaikka arabien teoksia kéén-
neettiin runsaasti niin paljon arabimatemaatikoiden aikaansaannoksista painui un-
holaan ja vasta nykyinen historiantutkimus on 16ytéinyt ndimé “unohdetut jalokivet”
ja antanut niille niiden ansaitseman arvon. Kuitenkin ainakin al-Khwarizmin, Abu-
Kamilin ja al-Karajin* tyot ovat vaikuttaneet Euroopan matematiikan kehitykseen.
Missd médérin al-Samaw’alin ty0 on tunnettu onkin jo epdvarmaa. Kuitenkin Roshi
Rahed kirjoittaa, ettd

"kaikki todisteet viittaavat siihen, ettd Leonardo Pisalainen oli ainakin jossain mdarin tietoinen
tasta traditiosta*s”

viitaten al-Karajin ja al-Samaw’alin t6ihin. Joka tapauksessa mongolien valloitet-
tua 10. helmikuuta 1258 Bagdadin tuhoten ja hivittden tdysin Viisauden talon kir-
jaston katkesi yksi ajanjakso matematiikan historiassa ja kehityksen painopiste al-
koi siirtya kohti lantt.

* Katz, s. 307
# Rashed, s. 32
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1.7 Algebra ja aritmetiikka Euroopassa

Historiallinen tausta

Rooman imperiumi jakaantui vuonna 395 lopullisesta kahtia. Lénsi-Rooma luhistui
vuonna 476 saksalaisperdisten barbaareiksi kutsuttujen heimojen hyokkéysten alla.
Léansi-Rooman viimeinen keisari, vasta noin 15-vuotias Romulus Augustus syrjay-
tettiin syyskuussa 476. Usein tisti hetkestd katsotaan alkaneen Euroopan historias-
sa ajanjakso, jota kutsutaan Keskiajaksi.

Rooman jélkeisessd Keskiaikaisessa feodaaliyhteiskunnassa ei ollut entisenlaista
keskushallintoa vaan valta oli maataan ja maaorjiaan yksinvaltaisesti hallinneilla
paroneilla. Paronit saattoivat olla jopa tdysin luku- ja kirjoitustaidottomia. Linnan-
herran ja kdyhdn maaorjan vélissd oli vain hyvin pieni késitydldisten ja kauppiai-
den muodostama keskiluokkaa. Kaupankéynti oli vahaistd, silld paronien johtamat
pienet valtiot olivat usein omavaraisia. Léhes kaikki Rooman valtakunnan aikaiset
yhteydet itddn katkesivat. Tarvetta alkeismatematiikan ylittdimiselle ei ollut. Seu-
raavien yli 500 vuoden ajan kulttuurin ja tieteen taso pysyttelikin verrattain alhai-
sena.

Barbaarien kulttuureissa ei ollut omaa matematiikan tutkimisen ja opiskelun perin-
nettd. Roomalaiset eivét olleet osoittaneet suuruutensakaan aikaan kiinnostusta ma-
tematiikkaa kohtaan lukuun ottamatta sen kaytdnnollisid maanmittaukseen ja kau-
pankéyntiin liittyvid sovelluksia. Kreikan matematiikan perinne oli sdilynyt kreik-
kalaisten parissa, mutta ei ollut levinnyt osaksi Rooman kulttuuria®,

Vaikka antiikista oli periytynyt késitys sivistyksen pohjana olevasta seitsemésta
vapaasta taidosta jotka jaettiin triviumiin (kielioppi, logiikka, retoriikka) ja quadra-
viumiin (aritmetiikka, geometria, tdhtitiede ja musiikin teoria), niin kéytidnnossi
luostareissa ja katedraalikouluissa, joissa opetus pidasiassa tapahtui, tarjolla ollut
kirjallisuus ei tarjonnut mahdollisuutta todelliseen matematiikan opiskeluun ja kéy-
tdnnossd matematiikan tutkimus oli pysdahdyksissd Euroopassa Keskiajan alussa,
ns. pimeédn Keskiajan aikana.

1.7.1 Ensikosketus

900-luvulla intialais-arabialainen numerojérjestelma oli levinnyt islamilaiseen Al-
Andalusiaan maakuntaan, nykyisen Espanjan alueelle. Suurin osa Pyreneiden nie-
mimaasta kuului tilloin islamilaisten valloittajien komentoon. Ensimmaéinen la-
tinankielinen teksti, jossa esitellddn uudet numerot on Isidor Sevillalaisen teokseen
Origenes vuonna 976 tehty lisdys Codex Vigilianus. Téssé kédytetyt numerot ovat
selvisti Gobar-numeroita.

Kuva 11. Codex Vigilianuksen numerot vuodelta 976. Lahde: Flegg, Lukujen his-
toria, s. 166

% Mahoney, kirjassa Lindberg, s. 145
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Paavi Sylvester 11 Ensimmadiseksi ”ldnsimaalaiseksi”, joka oppi kédyttiméain intialais-arabilaista nu-
merojarjestelméd, mainitaan munkki Gerbert. Héanet valittiin vuonna 999 paaviksi,
jolloin héan muutti nimekseen Sylvester II. Munkkiaikanaan Gerbert asui kolme
vuotta Espanjassa opiskellen mm. matematiikkaa ja astronomiaa. Ranskaan palat-
tuaan hén luennoi matkalla oppimastaan uudesta numerojérjestelmésti. Hin myds
kehitteli uuden tavan laskea helmitaululla: yksikdn arvoiset helmet korvataan hel-
lukua viisi edustamaan ei siirretty viittd yksittdistd helmed, vaan helmi, johon on
kaiverrettu luvun viisi merkki. Luvulle nolla ei ollut omaa merkkié, vaan sitd kuva-
si tyhja rivi. Koska uusi helmitaulu vaati peruslaskutoimitusten hallintaa, mité pe-
rinteisesséd helmien siirtelyyn perustuvassa helmitaulussa ei tarvittu, uusi menetel-
mé ei yleistynyt.

Gerbert Aurillacilainen eli Paavi Sylvester 11 (n.945-1003)

Gerbert syntyi Ranskan keskiyldngolla sijaitsevassa Aurillacin pikkukaupungissa.
Hén kévi koulua luostarissa, jossa myds ryhtyi munkiksi.

Vuonna 967 hin sai siirron Espanjaan, Barcelonalaisen kreivin hoviin, jossa hin
sai jatkaa opiskelua keskittyen erityisesti matematiikkaan ja luonnontieteisiin.
Espanjassa olonsa aikana han mahdollisesti teki matkan arabien hallitsemaan An-
dalusian maakuntaan tai oli muulla tavoin kosketuksissa arabioppineiden kanssa
tutustuen ensimmaéisend eurooppalaisena intialais-arabialaiseen numerojérjestel-
maan.

Vuonna 970 Gerbert matkusti Roomaan, jossa péési sekéd paavi Johannes XIII:n ettd keisari Otto I:n suosi-
oon. Omasta pyynnostéén héin sai siirron Reimsiin, jossa hin opiskeli logiikkaa arkkipiispa Adalbéron joh-
dolla toimien my®ds itse luostarissa opettajana. Sielld hén toimeenpani koulu-uudistuksen. Onnistunen uvudis-
tuksen seurauksena oppilaita saapui pitkienkin matkojen takaa Reimsiin. 980-luvun puolivilistd alkaen hén
hankki itselleen vaikutusvaltaisia ystdvid saaden ndin nostetta kirkolliselle uralleen.

Nuoren keisarin Otto III:n myo&tévaikutuksella Gerbert valittiin paaviksi vuonna 999. Hén otti paavilliseksi
nimekseen Sylvester II, pitden esikuvanaan Konstantinus Suuren aikaista oppineisuudestaan tunnettua paavi
Sylvesterid. Otto III, Sylvester II:n suojelija, Rooman menneen mahdin palauttamisesta ja kristillisesti teo-
kratiasta unelmoinut keisari kuoli vuonna 1002 ja Sylvester I seuraavana vuonna vasta nelja vuotta valintan-
sa jilkeen.

1.7.2 Kaantamisen vuodet ja algorismin synty

Reconquista eli Iberian niemimaan valtaus muslimeilta takaisin kristittyjen hallin-
taan alkoi jo 700-luvulla. 1000-luvulla sithen saakka hyvin hidas eteneminen no-
peutui. Vuonna 1085 vallattiin Toledo, Cordoban kalifaatin paékaupunki ja ara-
biankielisten kristittyjen tirkein keskus. Kolmen uskonnon ja useiden kulttuurien
sekoituspaikkana se muodostui 1100-luvulla tdrkeimmaksi arabien matemaattisen
sivistyksen siirtyméavéaylédksi kohti Eurooppaa. Aluksi kdadnnettiin pa4asiassa arabi-
en itse laatimia tai heiddn kdantdme&an teoksia latinaksi. Toledossa toimineista op-
pineista Adelard Bathilainen (1075-1160) kédansi Al-Khwarizmin numerojérjestel-
mén kuvauksen nimelld Liber Algorismi de numero Indorum. My0s Johannes Se-
villalainen kdénsi sen. Robert Chesterildinen kédnsi al-Kwharizmin Algebran noin
1145. Kirja kddnnettiin Keskiajan lopulla kaikkiaan kolme eri kertaa. Gerard Cre-
monalainen®’ kii#nsi sen noin 1170 ja vield seuraavalla vuosisalla valmistui ano-
nyymi kddnnds. Abu Kamilin Algebra kddnnettiin myds, mutta sen kéantdja on
jédnyt niinikéén tuntemattomaksi.

*7 Gerard kadnsi Ptolemaioksen Almagestin
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Toledon lisdksi vuoteen 878 Bysantille, vuodet 878-1060 arabeille seké vuodet
1060-1090 Normanneille kuulunut Sisilia seké Eteld-Italia toimivat kdéntdmisen
vahdisempind keskuksina. Siind, missd Toledossa keskityttiin pidsiassa arabiankie-
lisiin teoksiin, niin Sisiliassa kddnnettiin myds kreikankielistd materiaalia. Taté
1100- ja 1200-lukujen kulttuurista herddmisté kutsutaan mm. Keskiajan matemaat-
tiseksi Renessanssiksi*® ja se oli alkusysdys matematiikan ja tieteiden kehitykselle,
joka erddssd mielessd on edelleen kdynnissd Euroopassa. Kehitys ei kuitenkaan ole
ollut tasaista, vaan pyrdhdyksenomaista. Esimerkiksi kdéntdmisen ajanjaksoa ja
muutamaan 1200-luvun alun algebrikkoa seurasi hitaamman kehityksen ajanjakso
ennen kuin 1400-luvulla kehitys taas kiihtyi. Kddnndksid valmistui noin sadan vuo-
den ajan kaikkiaan useita satoja. Seurauksena eurooppalaisille avautui — lopulta —
mahdollisuus tutusta niin arabien kuin kreikkalaisten matemaatikoiden saavutuk-
siin. Kédnnetyistd kirjoista kolme ehdottomasti tirkeinté olivat al-Khwarizmin
aritmetiikan ja algebran teokset seki Eukleideen Alkeet®.

Algoristit Al-Khwarizmin aritmetiikan kirja oli vahintdén yhtd keskeisessé asemassa intialai-
sen numerojarjestelmén latinankieliseen Eurooppaan siirtymisessé kuin se oli ollut
aiemmin jarjestelmén arabialaiseen maailmaan valittdmisessa. Siitd tuli Euroopassa
niin luettu teos, ettd Al-Khwarizmin nimen véiiristyneestd muodosta tuli yleisnimi-
tys uusilla numeroilla laskemiselle ja 1200-luvulta alkaen numeroilla laskijoita ni-
mitettiin algoristeiksi’’. Perinteisessé (ei Gerbertin) helmitaulussa pysyttelevii kut-
suttiin abakisteiksi’'. Naiden eri tavoilla laskevien vililld oli ajoittain kiistoja, oli-
han uusi tapa tapa laskea perdisin vihollisilta. 1200-luvulta alkaen seuraavien vuo-
sisatojen aikana ympéri Eurooppaa kirjoitettiin useilla eri kielilld ja paikallisiin
oloihin sopeutettuja aritmetiikan oppikirjoja, joiden avulla tietimys uudesta nume-
rojarjestelmastd levisi ympari Eurooppaa.

1.7.3 Italialaiset algebrikot

Italia 1200-luvulla 1000-luvulta alkaen Italia koki suuria sosiaalisia ja ekonomisia muutoksia. Genova,
Pisa ja Venetsia nousivat Pohjois-Eurooppaan, islamilaiseen Pohjois-Afrikkaan ja
Bysantin hallinnoimaan Vélimeren ymparistoon ulottuvan ulkomaankaupan myoté
vahvoiksi kansainvilisiksi vaikuttajiksi. Etenkin Pisalla oli voimakas laivasto, joka
osallistui jopa tilloin kdynnissé olleisiin ristiretkiin. Elinvoimaisen talouden siivit-
tdména ryhdyttiin suurisuuntaisiin rakennushankkeisiin. Pisan kaupunkiin ryhdyt-
tiin rakentamaan 1000-luvun lopulla valtaisaa katedraalia, kastekirkkoa ja kellotor-
nia eli ”Pisan kaltevaa tornia”.

Laajan kaupankdynnin seurauksena Italiaan syntyi kirjanpitdjien ammattikunta.
Heidén tehtdvandin oli ostaa ja myyda tavaraa seké laskea voitot, tappiot ja katteet.
Kaikki tdmaé laskeminen vaati sekd meren takaisissa myyntikeskuksissa etté koti-
kaupungissa runsaasti tyotd ja vaivaa. Roomalaiset numerot eivét sovi laskemiseen,
joten selkdrepussa kulkikin jatkuvasti muistiinpanovélineet ja helmitaulu, jolla var-
sinaiset laskutoimitukset suoritettiin.

* Rose s. 76

* Oaks, s. 406

>0 Al-Khwarizmin nimesti on periisin my&s kielemme sana algoritmi, joka kuvaa nykyisin miti tahansa tarkasti mari-
teltyd mahdollisesti perikkéiseen toistoon perustuvaa péadttyvad toimintaohjetta. Aritmetiikkaan liittyva tuttu algoritmi
on jakolaskun suorittaminen jakokulmassa.

>! Helmitaulun latinankielinen nimitys on abacus.
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1.7.4 Leonardo Pisalaisen Liber abaci

Taloudellisen nousun aiheuttamat tarpeet valmistivat Italiaa ja myohemmin myos
muuta Eurooppaa omaksumaan seké intialaisten numerot ettéd arabialaisten algeb-
ran. Kaupankiynnin vanhanaikaisten menetelmien uudistamisen tarpeen ja toisaalta
arabien matemaattisten menetelmien etevyyden havainnut Pisalainen kauppiaan
poika ja itsekin kauppias Fibonacci eli Leonardo Pisalainen pédtyi opiskelemaan
perinpohjin arabien matematiikan ja laatimaan useita kirjoja, joissa hén esitteli kol-
legoilleen niin uutta lukujérjestelmaa ja silld laskemista kuin algebran soveltamista
kaytanndllisiin tilanteisiin. Hanen tarkein teoksensa Liber abaci (Laskennon kir-
ja;** 1202) koostuu viidestitoista kappaleesta, jotka voidaan jakaa neljizn osaan.
Kappaleissa 1-7 hin opettaa mm. laskemaan intialaisin numeroin, kappaleissa 8-11
hin esittelee kaupankédyntiin liittyvid sovelluksia, kuten mm. valuuttamuunnoksia,
kappaleissa 12 ja 13 probleemoja elémén eri aloilta, mm. kuuluisan jdnisongelman,
" ja kappaleissa 14 ja 15 hén késittelee algebraa. Ensimmaéisten kappaleiden siséltd

| opetetaan nykyisin oleellisilta osiltaan peruskoulun ensimmiéisten luokkien aikana

, ja murtolukujen kisittely yldluokilla. Niin ajateltuna Fibonaccin kirjan alkuosa on
alkeellinen, mutta ajan tarpeet huomioon ottaen ehdottoman vélttaméaton.

Fibonacci aloittaa kirjansa sanoilla

"Yhdeksan intialaisten numeroa ovat 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. Nailla yhdeksalla numerolla seka
/ numerolla nolla, jota arabit kutsuvat 'zephirumiksi’ voidaan kirjoittaa jokainen luku, kuten tu-
lemme alla esittamaan.”s3

Hin opettaa kuinka intialaisilla numeroilla on mahdollista suorittaa peruslaskutoi-
mitukset. Hanelld on myds runsaasti kdytdnnollisid esimerkkeja, jotka kattoivat
voittojen arvon ja valuutanmuunnosten laskemisen sekd mittayksikdiden muunnok-
set ja liuoslaskut. Kauppiaat ja liikkemiehet ymmarsivit lukujen kdyton jérkevyyden
ja ottivat ne Fibonaccin suosittelemana kayttoon.

Algebran osuudessa Fibonacci esittelee al-Khwarizmin tapaan numeron, juuren ja
nelidn sekd mm. neliéjuurialgoritmin intialaisille numeroille. Han késittelee myos
lukuisan maéréan nelidjuurten laskusaéntojé, joista useat ovat hyvinkin mutkikkaita.

Toisen asteen yhtdlot hin késittelee al-Khwarizmin kuuden kanonisen yhtalotyypin
kautta. Lisdksi hin késittelee joitain korkeamman asteen yhtélgitd, jotka palautuvat
toisen asteen yhtiloiksi sijoituksella, kuten x®+100x* =10000. Fibonacci omaksui
arabien kdyttamat nimitykset. Vakiosta han kéytti nimityksid numerus, denarius ja
dragma, tuntemattomasta res tai radix, tuntemattoman toisesta potenssista quadra-
tus, census ja avere, kuutiosta cubus, neljanestd potenssista census census ja kuu-
dennesta potenssista cubus cubus tai census census census (x* =x> - x* =x* - x* - x%).
Korkeampien potenssien merkinnéssa hén siis jatkoi arabien tapaa laskea eks-
ponentit yhteen. Algebralliset tietonsa Fibonacci omaksui arabeilta. Han jopa kéyt-
tad kirjassaan léhes tai tismélleen samoja numeerisia esimerkkejé kuin al-
Khwarizmi, Abu Kamil ja al-Karaji. Liber abaci ei noussut arabien tason ylédpuo-
lelle, vaan sisélsi padpiirteissddn arabien algebralliset saavutukset 900-lukuun
mennessd. Hén ei mm. mainitse mitéén al-Karajin ja al-Sama’alin ”jérjestysten” ja
polynomien opista.

Fibonaccin lukukdsitys Arabimatemaatikoiden teksteistd ei ole 10ydetty yhtéédn esimerkkié negatiivisesta
luvusta yhtilon varsinaisena ratkaisuna. Myds Leonardo pitiytyi arabien tapaan yh-
tdloiden positiivissa ratkaisuissa. Fibonacci, kuten ne arabimatemaatikot, joilta hin

>2 Kirjan nimi kiannetiin jossain yhteyksissa virheellisesti ”Helmitaulun kirjaksi”, misti ei ole kuitenkaan kyse.
53
Katz, s. 307
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aritmetiikan ja algebran oppinsa ammensi, sitoi yhtdlot vahvasti erilaisiin kaytan-
non tilanteisiin. Negatiivinen hinta, vero, tuotteiden maéira tms. ei voinut tulla ky-
seeseen. Ainoat tilanteet, joissa negatiiviselle ratkaisulle saattoi 16ytyy selityksen
oli tappio voittoa laskettaessa tai laina varallisuutta laskettaessa. Muutamaa téllais-
ta yhtélod Fibonacci pohtii ja ehdottaa aina, ettd sanamuotoa muutettaisiin vastaa-
maan todellista tilannetta. Yleinen suhtautuminen on, ettd jos yhtdlon ratkaisut ovat
negatiivisia lukuja, on yhtilo ratkaisematon, ellei negatiivisille ratkaisuille voi an-
taa mielekisti selitysti>*. Fibonaccin lukualue muodostui siten pelkistizn positiivi-
sista luvuista.

Leonardo Fibonaceci (s. n. 1170, k. vuoden 1240 jilkeen)

Leonardo Fibonaccio eli Leonardo Pisalainen oli Pisalaisen kauppi-
aan Guilielmo Bonaccin poika. Fibonacci merkitsee ”Bonaccin per-
heen jdsen”. Fibonacci tunnetaan parhaiten jénisten lisdéntymiseen
liittyvasti probleemasta, josta syntyy ns. Fibonaccin lukujono 1, 1,
2,3,5,8, 13, .... Kuuluisimman teoksensa Liber abacin lisiksi hian
kirjoitti useita hyvinkin teoreettisia matematiikan kirjoja ja hantd pi-
detdédn koko lantisen kristikunnan ensimméisend suurena matemaa-
tikkona. Perusteellinen Liber abaci séilyi vuosisatojen ajan aina
1400-luvulle saakka merkittdvimpana yksittdisend Eurooppalaisena
matematiikan kirjana.

Vuonna 1192 Leonardon isé ldhetettiin Pisan kauppaenklaaviin Af-
rikan pohjoisrannalle; alueelle, jossa sijaitsee nykyisin Algerialainen
kaupunki Bejaia. Guilielmo péétti otaa pojan mukanaan "etsien minul-
le hyodyllista ja miellyttavaa tulevaisuutta. Siellda han halusi minun opiskele-
van matematiikkaa”, kuten Leonardo itse kirjoittaa. Isi toivoi tietenkin
pojalleen kauppiaan ammattia. Bejaiassa Leonardo oppi kymmenjér-
jestelméin "erinomaisessa intialaisten yhdeksan numeron taidon opetukses-

sa.

Hénen isénsé lahetti Leonardon pian my0s pitkille kauppamatkoille Egyptiin, Syyriaan, Bysanttiin, Sisiliaan
ja Eteld-Ranskaan. Matkoillaan hin opiskeli innokkaasti muitakin arabialaisten kdyttdmid matemaattisia
menetelmia.

Vuosisadan vaihteessa Fibonacci muutti pysyvésti takaisin Pisaan. Hinen omien sanojensa seké kirjallisen
tuotantonsa perusteella palatessaan Italiaan Fibonacci hallitsi arabialaisten aritmeettiset ja algebralliset mene-
telmit sekd Fukleideen geometrian. Matematiikan alalta Fibonacci oli tdlloin Euroopan oppinein mies. Seu-
raavat 25 vuotta Fibonacci kéytti kirjoittaen kirjoja kaikesta oppimastaan. Pditeoksensa Liber abaci esipu-
heessa hin sanoo "tarkasti omaksuen intialaisten metodin, ..., lisiten siihen arvioni mukaan jotain omaa seka hienoksel-
taan Eukleideen geometriaa ... tydskentelin koostaakseni nama xv kappaletta, esittden varmat todisteet ldhes kaikelle kir-
joittamalleni, ..., jotta tama tiede on opetuksena halukkaille ja ennen kaikkea Italian kansalle ... ."

Leonardo Pisalaisen merkitys havaittiin pian tieteen tukijana tunnetun, kuutta kieltd puhuneen Saksan kunin-
kaan ja Pyhén Rooman keisarin Fredrik II:n hovissa ja itse keisari toivoi tapaavansa Fibonaccin. Toive toteu-
tui vuonna 1225 Pisassa. Leonardo Pisalaisen myShemmasti eldmasti ei olen muuta tarkkaa tietoa, kuin
dokumentti vuodelta 1140, jonka mukaan Pisan kaupunki myonsi hinelle vuosittaisen palkan tunnustuksena

hyoddyllisyydestd kaupungille ja sen asukkaille opetustehtévien ja antaumuksen kautta.”

> Sessiano, The Appearance of Negative Solutions in Mediaeval Mathematics, s. 108, 148-149
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1.7.5 Jordanus de Nemore

Fibonaccin aikalainen Jordanus de Nemore on historiantutkijoille varsin tuntemat-
tomaksi jadnyt hahmo, jonka eldmaésti ei tiedetd juuri mitddn muuta kuin ettd hin
laati tairkeimmét tyonséd 1220-luvulla ja tydskenteli Euroopassa. Hughes toteaa, ettid
hén oli "Keskiajan Melkisedek, sine patre, sine matre, sine genealogia.ss”

De Nemoren algebran teos De numeris datis (Annetuista numeroista) on kirjoitettu
likimain samaan aikaan tai joitain vuosia myShemmin kuin Liber abaci. De nume-
ris on edistyksellisempi kuin Liber abacin algebrallinen osuus seki osin jopa ara-
bienkin algebraa edistyksellisempi. Mahdolliset de Nemoren kédyttimén 1dhteet
ovat olleet’® al-Kwharizmi, Abu Kamil, al-Karaji, Fibonacci ja Eukleides. Néisti
varmoina voidaan pitdd joko al-Khwarizmin tai Abu-Kamilin algebran kirjaa, ver-
tailu osoittaa suuria yhtéldisyyksid sekid materiaalin sisdllon ettd jaottelun suhteen.
Molemmat teokset olivat seka tarjolla latinankielisid 1200-luvun alussa ettd kuu-
luivat algebran opiskelijoiden oleelliseen lukemistoon. Yhtéldisyyksid 16ytyy myds
Fibonaccin Liber abacin kanssa, mutta nimé voidaan selittdd yhteisilld [&hteill4.

De numeris datis on sekd Liber abacia ettd arabien to6itéd edistyksellisempi kahdella
toisiinsa kietoutuneella tavalla. Ensimmaéinen on materiaalin selked ja tiukka jaotte-
lu lauseisiin, niiden perusteluihin sekd numeerisiin esimerkkeihin. Siind missé al-
Khwarizmi, Fibonacci ja osin my6s Abu-Kamil luottavat runsaaseen mairdan nu-
meerisia esimerkkejd de Nemore johtaa ensin yleisen periaatteen ja sitten vasta
numeerisen esimerkin. Tdssd mielessd kirja on ainutlaatuisen moderni. Toinen tar-
ked uutuus on, ettd lauseiden perustelussa de Nemore kuvaa tuntemattomia lukuja
latinalaisen aakkoston alkupéén kirjaimilla sddnndnmukaisesti koko teoksen lépi.
Kirjainten valinnassa ei tosin ole muuta logiikkaa kuin etté esiintyville tuntemat-
tomille luvuille valitaan kirjain aakkosjéarjestyksessa. Jordanus ei jakanut meille tu-
tulla tavalla muuttujia parametreihin ja varsinaisiin tuntemattomiin, eiké kéyttényt
intialaisten numerojarjestelmaa. Joka tapauksessa De numeris datis oli ensimmai-
nen algebran kirja, joka ei ollut taysin retorinen.

De numeris datis koostuu neljisti osasta. Osa I kisittelee yhtdlopareja, joista useis-
sa tilanteissa toinen yhtiloisti on toista astetta, mm. lauseet [-4,

x+y=a, x’+y>=b""jal-18 x+y=a, (x> +y?)/(x-y) =b. Osat Il ja III kisit-
televit suhteiden teoriaa, mm. lauseet II-1, a:x=b:c, II-5,
x+y=a,(x+y):x=b,1I-1, a:x:bjalll-5, x:b:y, x+y=a,kuten pddosin
my0s osa IV, jossa suhteita annetaan myos nelididen avulla, mm. lause IV-7,
x:y=b, x*—y* =b. Jokainen kirjan 113 lauseesta rakentuu tismilleen samalla
tavalla (1) lauseen tarkka formalisointi, (2) todistus ja (3) numeerinen esimerkki.
Lauseiden todistuksissakin de Nemore osoittaa itsendisté ajattelua ja irtautuu ai-
emmasta perinteestd perustelemalla lauseet pelkéstién aritmeettisilla operaatioilla.

Tutustutaan seuraavaksi kahteen lauseeseen kirjan alusta, lauseisiin I-1 ja [-3. Lau-
seiden muotoilu noudattaa Hughesin kommentaarin muotoilua: tarkka formalisointi
erotetaan todistuksesta kapiteelilla. Olen séilyttdnyt de Nemoren alkuperéisen hie-
man kdmpelon symboliikan. Kaksi- ja kolmikirjaimisilla muuttujilla ab ja abc de
Nemore halusi kuvata yhteenlaskulla kahden tai kolmen luvun yhteenlaskulla
muodostettuja lukuja. Kirjainten lisdksi muuta symboliikkaa tekstista ei sitten 16y-
dykéan. Kaikki luvut De Nemore kirjoitti roomalaisin numeroin.

1-1 "JOS ANNETTU LUKU JAETAAN KAHTEEN OSAAN SITEN, ETTA OSIEN EROTUS TUNNETAAN, NIIN KUMPIKIN OSA
VOIDAAN MAARITTAA.

55 Hughes, Jordanus de ..., s. 3 (vailla isd4, vailla ditid, vailla sukupuuta)

56 Hughes, Jordanus de ..., s. 9-12

>7 Esimerkkien modernit muotoilut Hughesin (s. 189-196) mukaiset. Erityinen eroa alkuperiiseen de Nemoren retori-
seen esitykseen on, kirjaimet on muutettu karteesisen tavan mukaiseksi.
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Pienempi osa ja erotus ovat yhteensd suurempi osa. Pienempi osa yhdistettyna toiseen
yhtd suureen ja erotukseen ovat yhteensa annettu numero. Vdahenna sitten erotus anne-
tusta luvusta ja se mitd jaa jaljelle on pienempi osa kaksinkertaisena. Puolittamalla tama
saadaan pienempi osa. Seurauksena saadaan suurempi osa.

Esimerkiksi: X jaetaan kahteen osaan, joiden erotus Il. Jos tdma vdahennetdan luvusta X
jaa VIII, josta puolet on Illl, tima on pienempi osa, toinen on VI.58”

De Nemoren todistus esitettynd modernilla symboliikalla:

a = annettu luku; b = osien erotus; x = suurempi osa; y = pienempi osa
X+y=a

x-y=b

b+ y = x, sijoitetaan lauseke ylempain, jolloin 2y +b=a eli

2y=a-b

_a-b, X=a-y
2 E

JOS ANNETTU NUMERO JAETAAN KAHTEEN OSAAN SITEN, ETTA OSIEN TULO TUNNETAAN, NIIN KUMPIKIN OSA
VOIDAAN MAARITTAASS,

Olkoon annettu luku abc jaettu osiin ab ja c. Olkoon ab kerrottuna c:lla d ja abc kerrot-
tuna itsellddn e. Olkoon fluku d nelinkertaisena ja g e:n ja fin erotus. Talléin g on luku-
jen ab ja c erotuksen nelid. Sen nelidjuuri b on talléin ab:n ja c:n erotus. Koska lukujen
ab ja c sekd summa ettd erotus ovat annettuja, niin ne voidaan laskea ensimmadisen lau-
seen perusteella.

Esimerkiksi: Jaa X kahdeksi luvuksi, joiden tulo on XXI. Tdma on nelinkertaisena LXXXIIII,
joka vahennettyna luvun X neliostd, nimittdin C:std on XVI. Taman juuri on llll ja se on
myos kahden osan erotus. Tama vdhennettynd X:std antaa VI, jonka puolikas on I, pie-
nempi 0sa; ja suurempi on VI.

De Nemoren todistus esitettynd de De Nemoren todistus esitettynd moder-
Nemoren kirjainmuuttujilla ja mode- nilla symboliikalla
reilla symboleilla.

ab+c=abc xX+y=a
ab-c=d xy=c
abc-abc=e; f=4d

d=(x+y)’ ~4xy=(x-y)*

b=\/g=x—y

palautuu tapaukseen I-1:

>¥ Hughes, Jordanus ...

% ks. huomautus 2, Hughes: Jordanus de Nemore, s. 181
al-Khwarizmi: ”Olen jakanut luvun kymmenen kahteen osaan, joiden tulo on kaksikymmentayksi.” Rosen, s. 41
Abu-Kamil: ’ETSI TAHAN VASTAAVA”
Fibonacci: "JETSI TAHAN VASTAAVA”
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g=e-f=(ab+c)*-4d {x+y=a
=ab® +2ab-c+c*>-4ab-c x=y=b
=ab*-2ab-c +c* joka ratkeaa kaavalla
=(ab-c)* a-b
b=ab-c - 2 Ay

Levinneisyys ja vaikutus Siind missé Fibonaccin Liber abaci johdatti lukijan kymmenjérjestelmén, aritme-

tiikan ja algebran alkeisiin kdytdnnolliselld tasolla tarjosi De numeris datis tar-
kemman ja yleisemmén otteen. Néistd likimain samaan aikaan kirjoitetuista teok-
sista Liber abacin vaikutus muodostui huomattavan paljon suuremmaksi. De nume-
ris datis jai aikakauden matemaattiseen tasoon verrattuna liian teoreettisena sivu-
raiteilla, mutta silld on ilmeisesti ollut kuitenkin oma merkityksensd, ainakin joitain
satoja vuosia kirjan kirjoittamisen jdlkeen. Hughes kirjoittaa:

"Kopioiden lukumaara, niiden levidminen maantieteellisista ja ajallisista alkupisteistdan ja
koodeksit, joihin ne on sisdllytetty kaikki johtavat ajattelemaan, ettd seka aikalaiset etta Jor-
danuksen seuraajat myonsivat De numeris datiksen vaikutuksen matematiikalle. ... Johannes
Widmann viittaa siihen; Regiomontanus suunnitteli julkaisevansa sen; Adam Riese lainasi sit4;
ja Johann Schuebel saattoi sen tdydellisesti ajan tasalle. Tallainen kaytto viittaa De datiksen
huomattavaan arvostukseen myohaiskeskiajalla.60”

Kuitenkin, vaikka Fibonacci ja de Nemore toivat algebrallisen tiedon Eurooppalais-
ten omaksuttavaksi, niin vuosisatoja kestdnyt matemaattisen tutkimuksen léhes
tdydellinen pyséhtyneisyys ei muuttunut hetkessa ja kaksi 1200-luvun parasta ma-
temaatikkoa jaivit vuosisatojen ajaksi ilman tasoltaan vastaavia seuraajia®'.

60 Hughes, Jordanus de Nemori ..., s. 20-21

8! Lindberg s. 150, s. 162
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1.7.6 Abacistit ja algoristit

Paperin valmistus

Italian kauppakaupunkien alati lisddntyvan kaupankéynnin teoreettisia tarpeita
tyydyttdméin syntyi 1300-luvun aikana Italiaan Fibonaccin esikuvan mukaan
erddnlaisten ammattimatemaatikoiden ammattikunta, maestri d’abbaco eli abakis-
tit. Abakistit olivat uuden matematiikan opettajia. He laativat matemaattisia tekste-
j4, joita he sitten kayttivit kauppakouluissa. Tekstit oli yleensé tarkoitettu pienen
yhteison tai kaupungin kauppiaiden lasten tarpeisiin. Koulujen opetuksen sisélto ja
oppimateriaalit pohjautuivat Fibonaccin Liber abaciin. Oppilaille opetettiin intia-
laisten numeromerkkien kéytto, arabien algebran alkeet sekéd kaupankéyntiin liitty-
vad matematiikkaa. Abakistien tekstejd on sdilynyt useita satoja. Ne koostuvat paa-
asiassa erilaisista kdytdnnollisistd probleemoista ja niiden ratkaisuista. Néiden teks-
tien ja abakistien tirkein merkitys oli, ettd kymmenjirjestelméan ja algebran alkeet
levisivit, ei pelkdstién Italiaan vaan myohemmin myds muualle Eurooppaan: Eng-
lantiin, Ranskaan ja Saksaan ja ndin pohjustivat matematiikan myShemmin tapah-
tunuut nopeaa kehittymistd. Ensimmaiinen koskaan painettu matemaattinen teksti
on tuntemattomaksi jadneen abakistin kaupallinen aritmetiikka, joka on painettu
vuonna 1478 Trevisiossa. Kirjapainotaito helpotti my6s aritmetiikan kirjojen le-
vidmistd. 1480- ja 1490-lukujen aikana ilmestyi pelkéstién Italiassa yli 60 painet-
tua abacistiperinteen mukaista aritmetiikan kirjaa®.

Abacistiperinteen liséksi kymmenjarjestelméa levittivét al-Khwarizmin aritmetiik-
kaan pohjautuneet algorismit eli pelkkéé intialaisilla numeroilla laskemista késitel-
leet kirjaset. Niitd ilmestyi jo 1100-luvulla muutamia® ja myShempini vuosisatoi-
na Keski-Euroopassa jo useita®. 1400-luvulta alkaen italialaisen abacistiperinteen
mukaiset oppikirjat syrjayttivit pelkét algorismit Saksassa, Ranskassa ja Englan-
nissa.

Euroopassa paperinvalmistus alkoi vuonna 1120, nykyisen Espanjan alueella, sil-
loisessa islamilaisessa Al-Andalusian maakunnassa. Sieltd paperinvalmistus siirtyi
ensimmadisend Italiaan, jossa sen valmistus alkoi 1200-luvulla. 1300-luvulla paperi-
tehtaita oli myds Ranskassa ja Saksassa. Numeromerkkien levidminen on tapahtu-
nut samanaikaisesti paperinvalmistuksen etenemisen kanssa, miké ei sinénsé ole yl-
lattavaa, silld intialais-arabialaisen numerojarjestelmén edut saadaan kayttoon tay-
simittaisesti vasta kun kéytossd on paperia.

Intialais-arabialaiset numerot syrjayttivdt roomalaiset numerot ja laskemisen helmi-
taululla lopullisesti vasta 1500-luvulla. Tétd ennen “algoristisesti” suoritettu lasku
saatettiin vield tarkistaa, varmuuden vuoksi, helmitaululla. Seuraavien vuosisatojen
aikana helmitaulut jaivdt Lansi-Euroopassa likipitden tdysin unholaan ja 1700-
luvun lopulla niité ei kéytetty endé kéyténnossd lainkaan. Roomalaisten numeroi-
den kaytto, kuten tieddmme, ei ole kuitenkaan tdysin hdvinnyt.

2 Smith, The First Great ..., s. 41
% Karpinski, Two Twelfth Century...
64 Karpinski & Waters; Karpinski & Staubach; Waters

erkki.luoma-aho@jkl.fi



36

1. Algebra ja aritmetiikka

Matematiikan historia aihealueittain

Kuva 12. Puupiirros esittdd algoristien ja abakistien vélistd kamppailua. Etenkdén
Pythagoraalla® ei ollut mitizn tekemisti asian kanssa.

1.7.7 Luca Paciolin Summa
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Kuvitusta Paciolin
kirjasta Summa.

Merkinndt

Abacistien perinne kesti joitain satoja vuosia. Perinteen viimeinen edustaja tai
vaihtoehtoisesti renessanssiajan ensimméiinen matemaatikko, katsantokannasta
riippuen, kiertévé luennoitsija ja jesuiitta Luca Pacioli kirjoitti kolme lyhyempdéa
aritmetiikan kirjaa ennen vuonna 1494 painettua paiteostaan Summa de arithmeti-
ca, geometrica, proportioni et proportionalita. Summa oli renessanssin ensimmainen
matemaattinen ensyklopedia.”® Se sisilsi ensi kerran kootusti painetussa muodossa
suunnilleen kaiken aritmeettisen ja algebrallisen tiedon, joka oli ollut tdhén saakka
tarjolla vain erillisissd késin kirjoitetuissa kirjoissa. Pacioli ei rajoittunut késittele-
ménd endd yhden kaupungin tai pienen alueen tarpeita, vaan tavoitteli suurempaa
yleisdd. Summasta tulikin nopeasti siteeratuin ja luetuin algebran ja aritmetiikan
kirja Italiassa.

Jo Paciolia edeltineet abakistit olivat ryhtyneet lyhenteleméén Fibonaccilta perittyd
algebran perussanastoa cosa (asia), censo (nelid) ja cubo (kuutio) kiyttden yleensa
lyhenteitd c, ce ja cu. Nelijuurelle jo Fibonacci kéytti lyhennysté R ja B Luca
Pacioli jatkoi Summassa tata perinnettd lisdten joukkoon kaksi ilmeisesti aivan
omaa lyhennysmerkintdé, p italian sanasta piu ja m italian sanasta meno yhteen-

% Leonardo Pisalainen mainitsee kirjansa Liber abaci esipuheessa opiskelleensa ”Pythagoraan kaaret” tarkoittaessaam
ilmeisesti Gerbertin abacusta, ks. Siegler s. 16 ja s. 617. Ehké tdmi Fibonaccin toteamus on ollut taiteilijan mielessa
hinen kuvittaessaan abakuksen keksijaksi Pythagoraan.

66 Rose, s. 143
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Lukualue

ja vahennyslaskuille. Paciolilla oli my&s tapana merkité luvun alku ja loppu pisteel-
14. Taulukossa 11 on muutamia Paciolin juurilausekkeita:

Taulukko 3.

Pacioli Moderni

B 200. 200

B.6 B2 V6 -2

B cuba. de .64 164

R R 120 {120

B relato viides juuri

B cuba. de B. cuba. kuudes juuri
EBRE cupa. seitsemads juuri
BER. cuba.de B. cuba. kahdeksas juuri

Merkinnilli £v. Pacioli ilmaisi, ettd lausekkeessa on sisdkkaisid juuria: R, Rk

20%. m. Y. merkitsee lauseketta WHZO% - % .

Fibonacci seké varhaiset abakistit olivat merkinneet korkeammat potenssit ekspo-
nenttien yhteenlaskun eli potenssien kertolaskun periaatteella, ts. cubus cubi mer-
kitsi Fibonaccille kuudetta potenssia (x* - x°). Vihitellen 1400-luvun kuluessa tapa
vaihtui eksponenttien kertolaskun eli potenssin potenssin periaatteeseen. Myos Pa-
cioli merkitsi korkeammat potenssit tilld periaatteella, ts. x* = ce.ce.ce., kun Fi-
bonacci oli merkinnyt vastaavan kahdeksannen potenssin sanoi census census cen-
sus census eli x* - x* - x* - x*. Alkulukuja ei ollut mahdollista merkité kertolaskuun
perustuvalla tavalla, joten ne Pacioli kirjoitti x> = p.°r.° (primo relato), x’ = 2.°r.°
(secundo relato) jax'' = 3.°r.° (terzo relato). Taulukossa 4 on Paciolin tyypilli-
simmét merkinnit tuntemattomalle ja sen eri potensseille.®” **

Taulukko 4.
Moderni | x X x x* x x° x' X
Pacioli co. ce. cu. ce.ce. p.°r.° | ce.cu. 2°° | ce.ce.ce.

Negatiiviset luvut yhtilon ratkaisuna olivat edelleen vaikea pala. Paciolin teoksista
loytyy kuusi tapausta, joissa negatiivinen luku on hyvéksytty yhtdlon ratkaisuksi ja
kaksi néistd on Summassa. Pacioli ei suhtautunut enéé negatiivisiin ratkaisuihin
tdysin torjuvasti, kuten Fibonaccin ajoista lahtien oli tehty vaan hidn empi niiden
hyvéksymisen ja hylkddmisen valiltd. Hin toisaalta “vaistonvaraisesti” hylkda ne,

87 Cajori, s. 106

% Cajori sekd Katz; Osoitteessa http://www.sil.si.edu/digitalcollections/incunabula/CF/image_details.cfm?goff=L-0315

on kuvia Summasta.
erkki.luoma-aho@jkl.fi
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mutta silti pohtii negatiivisen ratkaisun mahdollisuutta abstraktissa tilanteessa™ ja
hyviksyy kaupallisessa tehtivissi vastaukseksi negatiivisen hinnan.”

Luca Pacioli (n.1445-1517)

Luca Pacioli oli vaatimattomista oloista lahtenyt, mutta aikan-
sa merkittdvimmaksi matemaatikoksi ja kukoistavaksi renes-
sanssi-ihmiseksi kasvanut fransiskaanimunkki, joka lopulta
paétyi Erasmus Rotterdamilaisen Tyhmyyden ylistyksen
(1509) sivuille.

Luca syntyi noin vuonna 1445 Sansepolcrossa, pienessi Italia-
laiskaupungissa Tiberin laaksossa vaatimattomaan perhee-
seen. Varhaisen koulutuksen Luca sai hénti noin 35 vuotta
vanhemman kuuluisan taiteilijan Pierro della Francescan atel-
jeessa ja on mahdollista, ettd hin havitteli jopa taiteilijan uraa.
Francesan toinen intohimo maalaamisen ohella oli matema-
tiikka ja nuori Luca sai hineltd ensimmaéiset matematiikan
opit.

Vuonna 1464, 19-vuotiaana, Luca sai toitd rikkaalta ja vaikutusvaltaiselta venetsialaiselta kauppiaalta An-
tonio Rompiansilta tyonéén auttaa timén kolmen pojan koulutuksessa. Tyonsé ohessa hén opiskeli itsekin
matematiikkaa. Vuonna 1470 Rompiansin yritystoiminnasta saamansa kokemusten rohkaisemana Pacioli
kirjoitti kauppiaan pojille omistetun ensimmaisen aritmetiikan kirjansa.

Pacioli liittyi Fransiskaaniveljeskuntaan 1470-luvulla. Vuonna 1477 hén sai valmiiksi teologian opinnot ja
ryhtyi kiertdméén Italiaa matematiikkaa opettaen ja keréten aineistoa pééteostaan varten. Hén viettikin mel-
koista kiertolaiselimé&4 aina vuoteen 1494 saakka luennoiden kaikissa tdrkeimmissé Italialaisyliopistoissa,
mm. Perugiassa, Napolissa, Venetsiassa ja Roomassa. 1480-luvun puolivilissd hin saavutti korkeimman
akateemisen arvonimen magister.

Paciolia voisi kuvata 2000-luvun sanoilla akateemiseksi patkétyoldiseksi. Hinen useimmat sopimuksensa
olivat lyhyitd kestden vuodesta muutamaan vuoteen. Italian yliopistot olivat renessanssin aikaan kansainvili-
sid, rikkaita ja vaikutusvaltaisia. Ne kilpailivat hyvistd luennoitsijoista, jollainen Paciolikin epdilematti oli.
Tunnetut oppineet, jotka kerésivét pelkdn maineensa avulla yliopistoon hyvia oppilaita, saivat korvauksena
toistddn anteliaita palkkioita. Pacioli osasi my0s verkostoitua. Ympdéri Italiaa vaeltaessaan hén tutustui ruhti-
naisiin ja kauppiaisiin sekd muihin vaikutusvaltaisiin ja rikkaisiin henkildihin. Laajan, maératietoisesti ra-
kennetun suhdeverkoston seké luontaisten lahjojensa avulla hén loi merkittidvin akateemisen uran saattaen
luottaa suojelijoidensa taloudelliseen ja poliittiseen tukeen. Fransiskaanimunkkina hén oli periaatteessa teh-
nyt koyhyyslupauksen, mutta oli saanut Paavin erityisen luvan keréta palkkiota opetustoimestaan. Rahaa
hénelle kertyikin eldmén aikana huomattava mééra.

Vuonna 1494 Pacioli sai valmiiksi merkittdvimmain teoksensa, 600-sivuisen italiankielisen jarkéaleen, Sum-
man. Vaikka Summassa ei ollut juuri lainkaan Paciolin omia keksintdjé, ei sen merkitysti kuitenkaan sovi
vahételld, silld juuri keksityn kirjapainotaidon avulla — Summa oli erds ensimmaisistd painetuista matematii-
kan kirjoista — se levisi nopeasti ja laajalle ja sitd luettiin ja tutkittiin intensiivisesti koko 1500-luvun. Sum-
man erikoisuus on, ettd se sisélsi paljon muutakin kuin vain aritmetiikan ja algebran alkeet kdytanto4 ja teo-
riaa. Siitd 10ytyy taulukoita rahanvaihtoon, eri Italian kaupungeissa kdytettyjd painoja ja mittoja, ensimmdi-
nen painettu kaksinkertaisen kirjanpidon opas, misté syystéd Pacioli pidetddn myds kirjanpitéjien parissa edel-
leen suuressa arvossa sekd Eukleideen Alkeiden tiivistelma. Pacioli antoi kirjassaan ldhdeluettelon, josta
16ytyvat mm. Fibonacci ja de Nemore.

Summan hyvé menestys teki Paciolista, merkittdvastd luennoitsijasta, my0s suositun kirjailijan. N4illd ansi-
oillaan Pacioli sai kutsun Italian merkittivimman tieteiden ja taiteiden suojelijan, Lodovico Sforzan hoviin
Milanoon vuonna 1497. Hovissa vietetty aika olivat Paciolin uran kannalta térkeitd. Hovissa hin saattoi kes-

% mm. yhtéloparin x; + x, = 10, 2x; + 3x, = 10 ratkaisuna.
7% Sessiano, The Appearance of Negative Solutions in Mediaeval Mathematics, s. 142-149
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kustella toisten eri aloilta ansioituneiden tieteilijoiden ja taiteilijoiden kanssa ja tydskennelld erddssa Euroo-
pan laajimmassa kirjastossa. Hovissa hin ystdvystyi mm. Leonardo da Vincin kanssa. Ystiavykset tekivit
yhteistyotd Paciolin opettaessa Da Vincille matematiikkaa ja da Vincin mm. kuvittaessa Paciolin De Divina
Proportione, vaonna 1509 painetun kultaista leikkausta ja Platonin kappaleita mystiselld tavalla késitelleen
kirjan. Sforzan hovin leppoisa eldmai sai ikévén lopun Ranskan hyokéatessda vuonna 1499 Pohjois-Italiaan.
Pacioli ja da Vinci pakenivat eteldéin ja asettuivat Firenzeen, jossa viettivéit useimmat 1500-luvun alun vuo-
det. Vuonna 1509 Pacioli julkaisi Eukleiden Alkeiden latinankielisen kdénnoksen ja erds hdnen sddnnollinen
luentonsa aihe pitkén uran aikana oli geometria.

Vuonna 1508, télldin jo yli 60-vuotiaana Luca Pacioli vieraili, viimeisen kerran, Venetsiassa. Pacioli oli
suosionsa huipulla ja nautti laajasta arvostuksesta luentoja pitdessédén. Erasmus Rotterdamilainen, renessans-
sin ajan kuuluisin humanisti, oli tutustumassa samaan aikaan Italiaan ja vierailulla kaupungissa. Hén oli jér-
kyttynyt kaupungissa kohtaamastaan korruptiosta, ylpeydesti ja royhkeydesti. Ilmeisesti juuri Pacioli’' on
ollut Erasmuksen mielessi se itserakas matemaatikko, josta hin kirjoittaa: *’Tuo toinen, joka on oppinut harpin
avulla piirtimaan kolme viivaa, havaitsee tuota pikaa, ettei Eukleides ollut paljonkaan taitavampi'>.” Venetsiassa Pacioli
kohtasi toisenkin ajan merkittdvan henkilon, saksalaisen kuvanveistdjan ja taiteilija Albrecht Diirerin, jolle
Pacioli opetti titd kiehtoneiden taikanelididen matemaattisia ominaisuuksia ja Diirerin kuuluisimmassa teok-
sessa, Melancoliassa, hin kayttda mahdollisesti juuri Paciolilta oppimaansa taikaneliota.

Venetsiasta Pacioli palasi kotikaupunkiinsa Sansepolcroon, jossa hénet valittiin veljeskunnan esimieheksi.
Tiedemies osoittautui kuitenkin huonoksi hallintomieheksi ja sai siirron vuonna 1514 Rooman yliopistoon,
jonne yliopiston heikosta tilasta huolestunut Paavi kokosi merkittdvid oppineita ympéri Italiaa. Noin 70-
vuotiaan Paciolin terveys heikkeni kuitenkin melko pian ja hén joutui jittimédan Rooman ja palasi taas San-
sepolcroon Franciscaaniyhteisoon, jonka parissa hdn menehtyi vuonna 1517.

! Tamén arvion teki Edward Fennell.
2 Tyhmyyden ylistys, Kauko Kareen suomennos, s. 84 (ks. my&s s. 104).
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1.7.8 Algebra Saksassa

Johannes Widman

Adam Ries

Christoff Rudolff

Sama taloudellinen kehitys, mika oli johtanut aritmetiikan ja algebran nousuun
Italiassa tapahtui viipeelld my6s muualla Euroopassa. Saksassa algebran perinne
syntyi 1400-luvun loppupuolella.

Ensimmadisen algebran luennon Saksassa piti Johannes Widman (s. 1462) vuonna
1486 Leipzigin yliopistossa. Luento on sdilynyt oppilaan muistiinpanojen kautta ja
se kisitteli 24 erityyppisen yhtdlon ratkaisemista. Hanen algebransa liittyi Italian
”cossistien” perinteseen. Saksassa algebraa kutsuttiin sanan cosa mukaan termilld
Coss. Widman oli kirjautunut yliopistoon vuonna 1480 ja saanut maisterin arvoni-
men 1485 ja opetti téstd ldhtien matematiikan perusteita yliopistossa. Algebraa
Widman on ilmeisesti opiskellut aritmeettisten ja algebrallisten kirjoitusten koko-
elmasta”, joka sisilsi mm. Robert Chesterildisen kasnnoksen al-Khwarizmin al-
gebrasta ja de Nemoren De numeris datiksen.”* Hin pohjasi luentonsa tihan kisi-
kirjoituskokoelmaan lisdten luentoesimerkit sen marginaaliin.

Vuonna 1489 painettiin Saksassa ensimmaéinen aritmetiikan kirja, Widmanin Be-
hend und hiipsch Rechnung uff allen Kauffinanschafften. Kirja on algebrallisten
merkintdjen kannalta merkittyksellinen, silld siitd 16ytyy ensimmaisen kerran pai-
nettuna symbolit ”+” ja ”—"" lukujen yhteen- ja vihennyslaskun merkityksessa.
Kirja oli hyvin suosittu ja siité otettiin lisdpainokset vuosina 1508, 1519 ja 1526.

Widmanin jilkeen seuraava saksalaisten algebrikkojen ketjussa oli Adam Ries
(1492-1559). Hénen tiedetddn asettuneen noin 25-vuotiaana Erfurtiin, jossa tutustui
rikkaan ladkérin Georg Sturtzin kotona yliopistonpiireihin. Sturtz rohkaisi hanti
opiskelemaan algebraa ja hankki hdnelle Widmanin kdytossé olleen késikirjoitus-
kokoelman. Témén liséksi Ries luki Widmannin, Grammateuksen ja Kobelin kir-
joituksia. Erfurtissa hiin kokosi Sturtzille omistetun algebran kirjan Coss, joka val-
mistui vuonna 1523. Kirjaa ei kuitenkaan koskaan painettu. Riesin laatimat aritme-
tiikan kirjat sen sijaan tulivat erittdin suosituksi ja ne olivat tdrkein yksittdinen teki-
jé intialaisten numeromerkkien levidmisessd Saksassa. Samaan tapaan kuin suo-
messa on tapana todeta ”Elon laskuopin mukaan”’® viitatessa aritmeettisen lasku-
toimituksen oikeaan suoritukseen on Saksassa vastaavassa merkityksessd sanonta
“nach Adam Ries™”’.

Rudolff, padosin 1500-luvulla vaikuttanut cossisti sai algebran oppinsa Wienin
yliopistossa 1510-luvulla. Ilmeisesti Widmanin kirjoitukset ovat olleet myos hénen
kaytossdén. Ainoa varma tieto hdnen eldmaéstdéin on vuodelta 1525, jolloin hédn
omisti laatimansa algebran kirjan Coss Brixenin arkkipiispalle. Coss ilmestyi pai-
nettuna vasta 1892 mutta se kiersi laajasti kasinkirjoitetussa muodossa. Rudolff
kiinnitti aikaisempaa enemmén huomiota symboliikkaan ja hénen kirjoituksistaan
on 16ydetty ensimméinen nelidjuuren merkinti v. Rudolffin Coss oli ensimméinen

3 Codex Dresdensis C 80

7 Charles Karpinski: Robert of Chester's Latin Translation of the Algebra of al-Khowarizm, kappale 7, s. 50-
(http://library.albany.edu/preservation/brittle bks/khuwarizmi_robertofchester/) ja DSB, s. 325 (Widman)

” DSB, Cajori, s. 230-234

76 Efraim Elo laati 1900-luvun alussa oppikoulun matematiikan kirjan Laskuoppi, josta otettiin kaikkiaan 31 painosta
vuosina 1912-1965. Kirja oli lukuisten suomalaisten ensimméainen matematiikan kirja ja alkeislaskutoimitusten opettaja.

""DSB, s. 458 (Ries)

8 Cajori, s. 134
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Michael Stifel

kattava saksankielinen kirja algebrasta ja silld oli siten vastaava merkitys Saksalle
kuin Fibonccin Liber abacilla oli Italialle.

Merkittivin saksalainen cossisteista oli Michael Stifel””, jonka kaksi tirkeinti kir-

jaa algebran alalta ovat Arithmetica Integra seké uudistettu ja kommentaarilla va-
rustettu Rudolffin Coss.

Stifelin merkittdvimmat lisdykset pitkdén hyvin samankaltaisena sdilyneeseen toi-
sen asteen yhtédlon ratkaisun traditioon oli al-Khwarizmin kolmen kanonisen toisen

asteen yhtilon® tiivistiminen yhdeksi yhtiloksi x> = bx + ¢, missi kertoimet b ja ¢
b_|(bY
saattoivat olla my0s negatiiviset. Ratkaisut hin sai kaavalla x = 5 + (5) +c . Sti-

felkdén ei kuitenkaan hyvaksynyt negatiivista lukua yhtélon ratkaisuksi.

Toinen hidnen oma keksintonsé oli Pascalin kolmio. Hén itse kertoo joutuneensa
laatimaan sen suurella vaivalla, koska ei ollut onnistunut 16ytdmaén siité kirjallista
esitysté.

Kolmas tédrked lisdys algebran perinteeseen oli samankantaisten potenssien lasku-
sdanto. Hén havaitsi, ettd jos sarjoissa

-3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6
/8 A 1 2 4 &8 16 32 64

lasketaan ylemmaét luvut yhteen on se sama kuin kerrottaisiin alemmat luvut. Y-
lempis lukuja hin kutsui itse kehittimallddn sanalla eksponentti.*' Lisiksi hin
havaitsi, ettd eksponenttien vihennyslasku vastaa lukujen jakolaskua, eksponentin
kertominen potenssiin korotusta ja jakaminen juuren laskemista.

Rudollffin ja Stifelin merkinnét olivat vield kaukana nykyisistd, mutta he kuitenkin
ymmarsivét kiinnittdd aikaisempia kirjoittajia enemmén huomiota niihin. Aiemmin
mainitun nelidjuuren merkin V' lisiksi sekd Rudolff ettd Stifel molemmat kiyttivit
Widmanin kdyttoonottamia merkkejd ”+” ja ”—. Muut laskutoimitukset he kirjoit-
tivat sanoin. Stifel merkitsi tuntemattomia kirjaimilla A, B, C, D ja F, hieman sa-
maan tapaan kuin de Nemore, mutta hin merkitsi potenssit toistamalla samaa kir-
jainta, esimerkiksi muuttujan A kolmannen potenssin hdn merkitsi AAA ja muuttu-
jan F neljannen potenssin FFFF.

Stifelin saavutukset eivét jiédneet huomaamatta ja hinen kirjojaan kéytettiin ja si-
teerattiin laajasti. Niiden vaikutus kesti myos melko pitkdén, Arithmetica Integran
viimeinen painos on vuodelta 1586 ja Cossin vuodelta 1615.

7 Lihteet tahan: Smith II s. 519-522; Katz s. 353-5; DSB
%0 al-Khwarizmin yhtilot 4-6

81
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Michael Stifel (1487-1567)

Michael Stifelin varhaisesta nuoruudesta ei ole tietoja. On tiedossa, ettd hédn oli katolinen munkki Augus-
tianian luostarissa Esslingenissd, jossa hdnet myds vihittiin papiksi 1511. Papiston moraalinen rappio ja mo-
net védrinkéytokset tekivét Stifelistéd pian Lutherin seuraajan. Viitettydén gematriaan perustuen paavi Leo
X:n olevan antikristus, annettuaan synninpadston eli absoluution ilman rahallista korvausta ja laadittuaan
laulun Lutherin kunniaksi joutui hén alueensa piispan huomion kohteeksi ja pakeni hengenvaarassa lopulta
Wittenbergin linnaan, jossa Luther majoitti hénet omaan taloonsa. Luther ja Stifel ystivystyivit ja uskon-
puhdistajan vaikutusvallan kautta Stifel sai paikan Annabergin seurakunnassa, jossa Luther myd&s vihki ysté-
vénsé avioliittoon. Stifelid 1dpi koko hdnen eldménséd kiehtonut numeromystiikka sai vaarallisia piirteitd, kun
hin ennusti maailmanlopun tapahtuvan 18. lokakuuta 1533 klo 8.00. Syyskuussa 1533 Luther kehotti ysté-
vadnsa pitdytyd olemaan julistamatta seurakunnalleen maailmanlopun sanomaa. Stifelin péé ei kuitenkaan
kddntynyt ja hdn herkesi saarnaamasta maailmanloppua vasta, kun viranomaiset pidattivét hinet virasta ja
asettivat kotiarestiin.

Lutherin ja Melanchthonin my®étévaikuttamana, parin vuoden kuluttua episodista, hén sai viran toisesta seu-
rakunnasta. Tééll4 Stifel paatti keskittdd matemaattisen tarmonsa lukumystiikkaa hyddyllisemmin suoritta-
malla matemaattisia opintoja Wittenbergin yliopistossa. Wittenbergin yliopiston matematiikan professorin ja
rehtorin Jacob Milichin suostuttelemana hén laati teoksen Arithmetica Integra (1544), joka kokosi laajasti
yhteen aritmetiikan ja algebran ajantasaisen tietdimyksen sekd omat keksintonsi. Seuraavana vuonna hén
julkaisi teoksen Deutche arithmetica (1546), jonka tarkoitus oli muuntaa arabi- ja latinalaisperéisti algebran
sanastoa enemmaén saksankieliseksi ja télld tavoin voittaa enemmaéan maanmiehidén algebran pariin. Han
myos toimitti Rudolffin Cossista uuden laitoksen varustaen sen kommentaarilla, joka oli laajempi kuin var-
sinainen teksti. Cossin uusi laitos julkaistiin ensimméisen kerran vuonna 1553%.

82 DSB, kohdasta Rudolff, s. 591
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1.7.9 Algebra Englannissa

Robert Recorde

Ensimméinen painettu englanninkielinen aritmetiikkaa késitellyt kirja oli William
Caxtonin The Myrrour of the World (1481). Se sisélsi kuitenkin vain yhden sivun
télle aiheelle omistettuna. Ensimmaéinen pelkistidn aritmetiikkaan keskittynyt kirja
oli tuntemattomaksi jdéneen kirjottajan An Introduction for to Lerne to Recken with
the Pen, or with the Counter. Kirja julkaistiin vuonna 1537 ja sen oleellinen sisaltd
oli paikkajirjestelma, intialaiset numeromerkit ja laskeminen niiti kayttaen®’.

Robert Recorde (1510-1558) voitaisiin luonnehtia englannin matemaattisen sivis-
tyksen iséksi. Hin asetti tavoitteekseen tarjota maanmiehilleen kansankielelld ma-
tematiikan perustet. Hén julkaisikin lukuisan méérian englanninkielisid matematii-
kan kirjoja: The Ground of Artes (1543) kisitteli kokonaisluvuilla laskemista ja
muuta perusaritmetiikkaa, The Pathway to Knowledge (1551) geometriaa Euk-
leideen pohjalta ja The Whetstone of Witte® (1557) algebraa. Liséksi hén julkaisi
kolme muuta vihemmain merkityksellisti kirjaa.

The Gound of Artes oli suosituin englanninkielinen aritmetiikan kirja 1500-luvulla.
Siité tehtiin useita painoksia ja se julkaistiin monta kertaa uudistettuna. Useimmat
uusintajulkaisut ja korjatut painokset julkaistiin Recorden kuoleman jilkeen, vii-
meisimmit 1600-luvulla®.

Whetstone of Witte pohjautui saksalaisiin algebran kirjoihin, erityisesti Stifelin
teoksiin. Se on ensimméiinen koskaan painettu algebran kirja, jossa yhtdsuuruuden
merkitsemiseen kéytetdin samanlaista merkkid — kahta péaéllekkaistd viivaa — kuin
nykyisinkin.

8 Richeson, .47

¥ Whetsone merkitsee hiomakivei ja witte dlykkyyttd tai nokkeluutta.

8 Easton, s. 515-518
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1.7.10 Algebra Ranskassa

3.asteen yhtdilo

Scipione del Ferro

Nicolas Chuquet (kuoli 1487) julkaisi vuonna 1484 kolmiosaisen aritmetiikan ja
algebran kirjan nimeltddn Triparty. Sisélloltdén se vastaa likimain Rudolffin ja Sti-
felin teoksia. Tripartyn varsinainen algebrallinen osuus levinnyt koskaan kovin laa-
jalle, eiké varsinkan vaikuttanut algebran myShempéin kehitykseen®, joten ohi-
tamme sen télld lyhyelld maininnalla. Ranska oli myShemmaissé vaiheessa, Vietan
ja Descartesin aikana 1600-luvulla algebran kehityksen kannalta merkittivd maa.

1.7.11 Algebra kehittyy Italiassa: 3. asteen yhtilon ratkaisu

Kolmannen asteen yhtdlon ratkaisua oli etsitty pitkdén. Luca Pacioli totesi Sum-
massa, ettd sen ratkaisu on mahdoton tunnetuilla menetelmilld. Tdhén saakka al-
gebra olikin keskittynyt toisen asteen yhtdlon ratkaisemiseen seké korkeammista
asteista niihin, jotka palautuvat toisen asteen yhtéloksi tai ratkeavat juuren ottami-
sella.

Yleinen 3. asteen yht&lo

2
X +ax’ +bx+c=0

. . a .o . a
voidaan muokata muuttujan x'= x + 3 eli sijoituksen x = x' -3 avulla muotoon

X+ px+q=0,

josta on siis onnistuttu eliminoimaan toisen asteen termi. Kun vaaditaan, al-
Khwarizmin tapaan, ettd kaikki kertoimet ja ratkaisut ovat positiivisia, saadaan
kolme yhtaloa:

(1) X +px=gq
(2) x’=px+gq
3) x’+q=px.

Edelld mainituista kolmesta perustyypisté italialainen, Bolognassa syntynyt ja Bo-
lognan yliopistossa vuodesta 1496 kuolemaansa saakka matematiikan professorina
toiminut Scipione del Ferro (1465-1526) 16ysi ratkaisun tyypille (1). Papereita, kir-
joja tai muita suoria todisteita keksinndisté ei jaanyt jéljelle, mutta yhtdlon

x” + px = ¢ ratkaisun 16ytyminen kéy ilmi Girolamo Cardanon (1501-1576) ja
Niccolo Tartaglian (1499-1557) kirjoituksista. Del Ferro ei koskaan julkaissut kek-
sintdddn, vaan piti sen pienen ystivapiirin tietona. Ainoa varma eri ldhteissd mai-
nittu dokumentti ratkaisun olemassaolosta on késikirjoitus, jonka del Ferro luovutti
tyttdrensd miehelle ja entiselle oppilaalleen Annibale dalla Navelle. Dokumentti on
myo6hemmin kadonnut.

% Katz, s. 359; Flegg, Hay & Moss, s. 12-13
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Tartaglia Del Ferron keksinto tuli hédnen toisenkin oppilaansa, Antonio Marie Fiorin tietoon.
Kuten del Ferro ja Nave, piti hankin keksinnon visusti salassa. Opettajansa kuoltua
hén kuitenkin ryhtyi ansaitsemaan silld osallistumalla ajalle hyvin tyypillisiin julki-
siin oppineiden viélisiin kilpailuihin, joiden palkintoina saattoi olla huomattava
maérd rahaa. Tdhdn aikaan yliopistoissa ei ollut minkéénlaisia virkoja ja palkat oli-
vat huonoja. Pitddkseen jopa vuosittain uusittavan paikkansa oppineen oli edullista
omistaa jokin sellainen metodi, jota muut eivét osanneet. Osallistumalla julkisiin
viittelyihin hén saattoi taloudellisen hyddyn liséksi saavuttaa suojelijoiden ja yli-
opiston suosion ja siten turvata tulevaisuutensa aina vahiksi aikaa kerrallaan. Tésta
syystd my0s del Ferro oli pitdnyt ratkaisukaavan vain pienen piirin tietona.

Vuonna 1535 Fiore haastoi Tartaglian julkiseen kilpailuun. Molemmat asettivat
kilpakumppanilleen ratkaistavaksi kolmekymmenté kysymysté. Fioren munat oli-
vat yhdessd korissa: kaikki hdnen tehtdvénsa olivat tyyppié (1). Fiore oli tietenkin
vakuuttunut, etti opettajansa hinelle uskoma kaavaa ei ollut muiden hallussa. Ku-
ten ei aluksi ollutkaan. Tartaglia ei ylimielisend ajatellut valmistautua milléén ta-
valla tulevaan kisaan pitden vastustajaansa, ilmeisesti oikeutetustikin, hdnti selvasti
heikompana. Kuultuaan huhun, ettd Fiorin hallussa oli kaava ”asian ja kuution”
ratkaisemiseksi, hin kuitenkin hétaintyi ja ryhtyi tydskenteleméédn kuumeisesti
loytadkseen ratkaisun tille yhtélolle. Han kertoo itse, ettd helmikuun 13. paivdn
vastaisena yond, vain hieman ennen kilpailun sovittua alkamisaikaa, hén inspiraati-
on vallassa 10ysi ratkaisun. Itse kilpailussa Tartaglia onnistui ratkaisemaan parissa
tunnissa kaikki Fioren asettamat kysymykset ja véittely pédttyi Tartaglian murska-
voittoon, silld Fiore ei onnistunut ratkaisemaan yhtddn Cardanon asettamaa tehta-

vaat.

Niccolo Tartaglia (1499-1557)

Tartaglian isé oli Brescialainen postinkantaja, rehellinen, mutta ei kovin varakas. Tdméan kuoltua Tartagglian
ollessa vasta 7-vuotias jdi Tartaglia ditinsd Michelen kanssa todelliseen kdyhyyteen. Tartaglia sai kokea 12-
vuotiaana lisdd eldmin karua kohtaloa. Ranskalaiset valloittivat 1415 Brescian murhaten suuren osan kau-
pungin véestostd. Myos Tartaglia sai osansa ranskalaisten vihasta useiden kasvoihin osuneiden miekanisku-
jen muodossa. Tartaglia hdadin tuskin sdilyi hengissé ja hinen kitalakensa ja leukansa vioittuivat pahasti.
Ruhjeista johtuen Tartaglia kérsi koko loppueldménsi puheviasta ja kasvojensa arvista, joiden peitoksi hdn
kasvatti my6hemmin parran. Jopa hénen nimensé Tartaglia (dnkyttdjd) on pilkkanimi, jonka hén kuitenkin
itsekin omaksui ja kéytti sitd kirjoituksissaan.

14-vuotiaana iti ldhetti poikansa kouluun, mutta kirjaimen K kohdalla lesken rahat loppuivat ja Tartaglia
joutui jattdmadn koulun kesken ennen kuin osasin kirjoittaa oman nimeni”’, kuten Tartaglia itse asian kuvasi.
Tartaglia ei kuitenkaan lopettanut opiskelua, vaan hankki salaa opettajan muistiinpanot ja opetteli lukemaan
omatoimisesti.

Hién ryhtyi opiskelemaan itsekseen myds matematiikkaa. Lahjakkaana ja méarétietoisena hén edistyi nopeas-
ti. Han on matematiikan osalta ilmeisesti tiysin itseoppinut. Noin 18-vuotiaana Tartaglia muutti Veronaan
matematiikan opettajaksi ja perusti sielld myos perheen. Vuonna 1534 Tartaglia muutti Venetsiaan matema-
titkan professoriksi.

Tartaglia ei koskaan saavuttanut suurta mainetta. Han kuitenkin kirjoitti useita kirjoja, joista merkittdvin
lienee tykin ballistiikkaa kisitellyt Nova Scientia (1537), joka oli ensimmadinen yritys esittdd putoavan kap-
paleet liikkkeen lait, joita Tartaglian maanmies Galileo Galilei tutki noin 50 vuotta myShemmin kuuluisassa
Pisan tornissa suorittamassaan kokeessa. Tartaglia myds kéénsi ja julkaisi Eukleideen ja Arkhimedeksen
kirjoituksia. Parhaiten Tartaglia tunnetaan kuitenkin kolmannen asteen yhtélon erikoistapauksen ratkaisusta,
vaikka ei tdstd aiheesta julkaissut koskaan minkdénlaista kirjoitusta.

¥7 Derbyshire, s. 76
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Girolamo Cardano, joka kirjoitti parasta aikaa Paciolin Summan tapaista aritmetii-
kan ja algebran kirjaa, kuuli Fioren ja Tartaglian kilpailusta ja kiinnostui Tartaglian
keksinnostd. Cardano ldhestyi Tartagliaa kirjeen vélitykselld, jossa pyysi Tartagliaa
kertomaan hinelle kaavan, jotta voisi julkaista sen kirjassaan, luvaten tietenkin an-
taa kunnian keksinndstéd Tartaglialle. Tartaglia luonnollisesti kieltaytyi.

Cardano oli kuitenkin pééttinyt saada kalan koukkuun, eikd luovuttanut. Syotti,
jota Cardano péétti kayttda Tartaglian houkuttelemiseksi luokseen oli vastustama-
ton. Hén léhetti Tartaglialle uuden kirjeen jossa antoi ymmaértad, etti oli esitellyt
ystévilleen ja suojelijalleen, asevoimien paillikdlle Alfonso d’Avalosille, Tarta-
glian juuri ilmestyneen Nova Scientian ja jarjestineen Tartaglialle tapaamisen ti-
main kanssa, jotta hdn voisi esitelld uusia ajatuksiaan ballistiikasta. Tartaglia huo-
masi olevansa puun ja kuoren vélissé: kieltdytyminen tapaamasta sotilaskomentajaa
voisi olla tuhoisaa hénen toiveilleen saada rahakas virka aseteknologian uudistaja-
na, mutta samalla hin pelkisi joutuvansa paljastamaan vastapalveluksena ratkaisu-
kaavan Cardanolle. Hanen ei kuitenkaan auttanut kuitenkaan muu kuin matkata
Cardanon luokse Milanoon. Pahaksi onneksi Tartagalian saavuttua kaupunkiin oli
d’Avalos sieltd poissa viettden aikaa Vigevanossa omassa linnassaan. Tartaglia jou-
tui odottamaan kolme kokonaista pdivéda hinen paluutaan Cardanon suojissa ja kavi
juuri niin kuin Tartaglia oli peldnnyt: 25. maaliskuuta 1539 hén lopulta antoi perik-
si Cardanon lukuisten anomusten ja pyyntdjen edessd ja luovutti tarkoin varjellun
salaisuutensa, vaatien kuitenkin Cardanoa vannomaan, etté pitdd keksinnon omana
tietonaan. Cardano vannoikin seuraavasti:

"Vannon sinulle Pyhdn Evankeliumin ja herrasmiehen uskoni kautta, ettd en ainoastaan
ole koskaan julkaisematta sinun minulle luovuttamia keksintdja, vaan lisdksi lupaan ja
vakuutan Kristillisessa uskossa, etta kirjoitan ne muistiin sellaisella salakoodilla, etta
kuolemani jdlkeen kukaan ei ole kykeneva ymmartamaan niitd.”

Pian tdmén jdlkeen ryhtyi Tartaglia kuitenkin katumaan holtymistéa, harmistui ja
ilmaisi Cardanolle halunsa lidhted valittomaésti kohti Vigevanoa. Cardano kirjoitti
Tartaglian mukaan suosituksen d’Avalosille annettavaksi. Petetyksi itsensd tunte-
nut Tartaglia kuitenkin suuntasi ratsunsa suorinta tieti kotiin tapaamatta koskaan
d’Avalosia. Tartaglia my0s katkaisi vélit Cardanon kanssa, eiké suostunut enéda
olemaan edes kirjeenvaihdossa hiinen kanssaan, Cardanon useista ystéavéllisisté yh-
teydenotoista huolimatta.

Tartaglian epédilystd huolimatta Cardano piti valansa, eika julkaissut keksintdd pian
tapahtuman jélkeen ilmestyneessé aritmetiikan ja algebran kirjassaan. Cardano, jo-
ka oli itsekin lahjakas ja tuottelias matemaatikko paneutui tutkimaan kisiinsé saa-
maa kaavaa ja onnistui ratkaisemaan sekd Tartaglian tavoittamattomissa olleet ta-
paukset (2) ja (3) ettd I0ytdmaidn muunnoksen yleisestd muodosta toisen asteen
termin osalta vajaaseen muotoon. Liséksi hédnen apunaan tydskennellyt oppipoika
Ludovico Ferrari (1522-1565), lahjakas matemaatikko hinkin, 16ysi ratkaisun yhta-

16lle x* +ax? + b =cx. Cardano oli nyt tietojensa kanssa vaikeassa tilanteessa.
Toisaalta hinti sitoi vala, jota hdn ei milldsn muotoa halunnut rikkoa, mutta
toisaalta hén tiesi omistavansa sensaatiomaisen matemaattisen tuloksen, jonka
julkaiseminen toisi hdnelle kuuluisuutta ja rikkauksia. Aika kului, eikd kumpikaan
osapuolista julkaissut hallussaan ollutta keksintdéd. Vuonna 1543, neljad vuotta
tapaamisen jélkeen, Cardano kuuli huhuja, etti jo ennen Tartagliaa eréds del Ferro
olisi ratkaissut yhtédlon. Han matkusti saman tien yhdessa Ferrarin kanssa Bo-
lognaan ottamaan selvdi huhujen todenperdisyydestd. Del Ferron jilkeensd
jattamistd papereista 10ytyikin ratkaisu hyvin dokumentoituna. Tadssd uudessa
tilanteessa Cardano koki olevansa vapaa valastaan, silld kirjaimellisesti ajateltuna
hén ei julkaisi Tartaglian, vaan jo edesmenneen del Ferron menetelmén. Vuonna
1545 ilmestyikin sensaatiomainen algebran kirja Artis magnae sive De regulis
algebraicis liber unus tai lyhyesti Ars Magna (Suuri taito), jonka oleellinen sisiltd
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esti Ars Magna (Suuri taito), jonka oleellinen sisdlto oli kolmannen asteen yhtilon
yleinen ratkaisu.

Kiista Kirjan ilmestyminen sai Tartaglian luonnollisesti silmittdman raivon valtaan. Han
piti Cardanoa valapattona ja varkaana ja ryhtyi syytteleméén ja pilkkaamaan Car-
danoa julkisesti. Mikéén ei kuitenkaan saanut tehtyé tekemattomaksi ja yha edel-
leenkin ratkaisukaavat tunnetaan Cardanon kaavojen nimelld. Cardanon puolustuk-
sesi on todettava kuitenkin, ettd hédn ilmaisee aivan avoimesti sekd Ars Magnan
johdantokappaleessa ettd varsinaisten kaavojen yhteydessd mitka niistd ovat del
Ferron, Tartaglian ja Ferrarin keksintdjd ja mitkd hinen omiaan. Tartaglian kiista-
kirjoitukset sekd Cardanon viehtymys ennustuksia ja horoskooppeja kohtaan kui-
tenkin turmeli vuosisadoiksi héinen maineensa ja vasta viimeisen sadan vuoden ai-
kana on osattu ndhdd myd6s hinen ansionsa sarmikkédn persoonan takaa.

Kiistassa voi ndhdd myds syville tiedemaailmaan perusrakenteisin asti ulottuvan
ajattelutavan muutoksen keskiaikaisesta “mestarien” salaisuuksien varjelemisen
kulttuurista nykyiseen tieteen tekemisen kulttuuriin, johon kuuluu oleellisena avoin
ja mahdollisimman nopea uusien keksintdjen ja ideoiden julkaiseminen. Muutok-
sen osaltaan aiheutti kirjapainotaito, joka mahdollisti tekstien nopean levidmisen.
Oman uran ja menestyksen kannalta olikin edullisempaa levittdd uudet keksinnot
omissa nimissd mahdollisimman laajalle kuin pitéé ne entiseen tapaan omana tieto-
naan. Cardano oli ajan hermolla pitéden julkaisukynnyksen matalana ja julkaisutah-
din nopeana.

Girolamo Cardano (1501-1576)

Girolamo Cardanon eldméé voi oikeutetusti kuvata sanalla virikés.
Télldinkin tosin vahétellddn koko eldménsé ajan uhkapelejd harras-
tanutta, aikanaan Euroopan kuuluisinta 1d4karid, jonka vastaanotolle
kuninkaalliset jonottivat ja joka kérsi inkvisiton langettaman useiden
kuukausien vankeustuomio julkaistuaan Kristuksen horoskoopin.
Eldménsa viimeisen vuoden Girolamo kaytti kirjoittaen suoruudel-
laan lukijansa edelleen hétkdhdyttdvin omaeldmékerran De Vita
Propria Liber (1575), joka peittoaa sisdltdmiensé intiimien yksityis-
kohtien maérilla jopa 2000-luvun julkkishaastattelut. Cardano ker-
too hikellyttdvan avoimesti mm., ettd hdn syntyi normaalisti useista
abortointiyrityksistd huolimatta, ettd hin oli nuorena impotenssi, ettd
hénelld on pienet jalat joihin on vaikea loytdé sopivia kenkid ja ettd
hén puhuu niin karhealla ja kovalla d4nell4, josta on vaikea saada
selvdd miltddn etdisyydeltd. Hin kuvailee my0s suurella tarkkuudella
ruumiinsa toimintah&irioitd alkaen isorokosta, munuaisviasta ja kih-
distd padtyen erilaisiin epamiellyttdviin tulehduksiin. Moni kirjan
lukenut, kuten myds sen vuonna 1643 ranskaksi kdantinyt ja julkais-
sut Gabriel Naudé, on ollut vakuuttunut Girolamo Cardanon olleen
mieleltddn héiriintynyt. Onpa hénté pidetty riivattunakin.

Cardano ei saanut eldmailleen parasta mahdollista alkua, Girolamo syntyi avioliiton ulkopuolelta. Hénen &i-
tinsd Chiara Micheri oli nuori leski ja isd Fazio Cardano Chiaraa huomattavasti vanhempi matematiikkaa,
ladketiedettd ja okkultismia ja harrastanut lakimies, joka oli ansioituneempi matematiikassa — jopa Leonardo
da Vinci kdéntyi tdiman puoleen geometriaa koskeneissa kysymyksissid — kuin ammattinsa harjoittamisessa.
Fazio ei suostunut menemién yksiin koyhin lesken kanssa ennen kuin Girolamo oli seitsenvuotias, jolloin he
muuttivat Fazion vuokraamaan asuntoon. Fazio ja Chiara luultavasti myds avioituivat hieman ennen Fazion
kuolemaa.
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Nuorutensa Girolamo vietti kotona ja Fazio péésti hdnet opiskelemaan l4dketiedettd Paduan yliopistoon vasta
19-vuotiaana, ditinsé suurten ponnisteluja ja muhkean perheriidan saattelemana. Opinnoissa hén osoitti no-
peasti dlylliset kykynsé ja menestyi niissd hyvin.

Cardano oli luonteeltaan vaikea ja kiytokseltddn karkea ja jopa toyked. Hén oli taipuvainen omahyvéisyy-
teen ja omien saavutustensa esille nostamiseen. Téllaisella kdytokselld han onnistui hankkimaan itselleen
vihamiehid koko eldménsé ldpi. Ladkariksi valmistuttuaan hén ei onnistunut, useista sitkeistd pyrkimyksista
huolimatta, saavuttamaan lddkérien killan jasenyyttd voidakseen harjoittaa ammattia laillisesti Milanossa.
Varsinaiseksi syyksi ilmoitettiin dparyys, mutta taustalla lienee ollut myds henkildkohtaisia kaunoja.

Taloudellisista syistd Cardano oli pakotettu muuttamaan 26-vuotiaana pois kotikaupungistaan maalaisladka-
riksi pieneen Saccon kaupunkiin Paduan ldhistolle. Poikamiesaikaansa sielld han kuvailee iloiseksi ja onnel-
liseksi "vapaana kaikista huolista’. Saccossa hdn myo6s avioitui. Vaimoonsa hin tutustui erdénlaisen enneunen

kautta, jossa hén niki tulevan puolisonsa. Enneunien ndkeminen seka erilaisten ennustusten ja horoskooppi-

en laatiminen sekd niisté kirjoittaminen oli koko Cardanon eldmén l4pi jatkunut tapa ja myds térked tulon-
lahde.

Perheen perustettuaan Cardano ei pystynyt eldttiméin vaimoaan maalaisléédkérin palkallaan, joten hén péatti
palata takaisin Milanoon. Sielld, varattomana ja kodittomana, hin paityi perheineen koyhdintaloon. T4ta
aikaa eldmassdin Cardano itse kuvailee kaikkein ndyryyttivimmaksi ja alhaisimmaksi. Kotikaupungissaan
hénen kuitenkin onnistui, laittomasti lddkérintointa harjoittamalla, parantamaan kuin ihmeen kautta joitain
erittdin vaikutusvaltaisia Milanolaisia. Uusien suojelijoiden painostuksesta ldékéarien kilta lopulta suostui
hyviksymééan Cardanon jasenekseen.

Cardano osoittautui lddkérin toimensa lisdksi menestyksekkaéksi kirjailijanakin. Hén laati kaksi hyvin suosi-
tuiksi noussutta aritmetiikan kirjaa, jolloin erds saksalainen kirjapainaja lupasi julkaista kaikki késikirjoituk-
set jotka hin vain pystyi tuottamaan. Cardano olikin tuottelias ja laati eldméanséd aikana 131 painettua kirjaa
sekd 170 kisikirjoitusta, jotka hén poltti heikkolaatuisina sekd 111 késikirjoitusta, joita ei ehditty painaa.
Kirjoillaan, jotka kasittelivdt likimain kaikkea matematiikan ja runouden seké tieteen ja ennustamisen vililta
hén saavutti suuren maineen niin tavallisen kansan kuin ylhdistenkin keskuudessa. Niinpé noin viisikym-
menvuotiaana Cardano oli kautta koko Euroopan tunnettu ladkiri, jonka palveluksista Paavi ja kuninkaalliset
kilpailivat. Esimerkiksi Tanskan kuningas tarjosi huomattavaa rahasummaa, jotta timi olisi suostunut hdnen
hovilddkarikseen. Cardano hylkisi useimmat tarjoukset haluten pysytelld Milanossa, mutta Skotlannin ku-
ningas huolissaan arkkipiispansa terveydesté teki Cardanolle niin avokétisen tarjouksen, ettei hin voinut
endi kieltdytyd. Cardano matkusti Skotlantiin, jossa onnistuikin lieventdmaén arkkipiispan pahaa allergiaa ja
astmakohtauksia hyvin modernein menetelmin: Cardano heitti hGyhentyynyt pois, vaihtoi tyynynliinat silkki-
siin ja vuodevaatteet pellavaisiin kankaisiin seké kehotti arkkipiispaa huolehtimaan paremmin henkil6kohtai-
sesta hygieniasta ja puhtaudesta. Paluumatkalla tapahtui kuitenkin erés hénen eldméansa surkeimmista epion-
nistumisista. Nuori, vasta 16-vuotias Englannin kuningas oli sairastunut tuberkuloosiin ja huolestuneet hovi-
herrat pyysivét Cardanoa laatimaan télle horoskoopin. Horoskoopissa Cardano lupasi kuninkaalle pitkin
elamin. Kun kuningas kuoli pian horoskoopin ilmestytty4 joutui ennustuksen laatija selitteleméén pitkdan
karkeaa epdonnistumistaan.

Cardanon avioliitto osoittautui pian epdonnistuneeksi, mutta hdanen ”lohtunaan” olivat siitd syntyneet kolme
lasta. Jos isd-Cardanon eldma oli vuoristorataa, niin lasten elamai oli sydksykierrettd. Vanhin poika tuomittiin
kuolemaan vaimonsa ja timén sukulaisten myrkyttdmisesté syytettynd 26-vuotiaana. Perheriidan péatteeksi
tdma oli syottanyt uhreille arsenikilla maustetun kakun. Girolamo ei koskaan toipunut esikoisensa kuolemas-
ta. Toipumista ei auttanut murhe keskimmaéisen lapsen, ainoan tyttdren hedelméttomyydesta eikd nuorimman
pojan moraalittomasta, tuhlailevasta ja villistd eldméstd. Nuorimman pojan rikolliset toimet huipentuivat
sithen, ettd hén rydsti oman isénsd. Talloin monta kertaa poikansa vaikeuksista ulos maksanut isé ei voinut
endd muuta kuin kidntyd viranomaisten puoleen ja hankkia poikansa oikeuden eteen. Cardano kuoli rauhalli-
sesti omassa siangyssddn 20.9. 1576, tdsmélleen sind péivani, jona hdn oli omassa horoskoopissaan ennusta-
nut. Erdiden ldhteiden mukaan hin ndénnytti itsensd nilkéén tai jopa myrkytti itsensd saadakseen ennustuk-
sensa toteutumaan™.

% Derbyshire, 5.74
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Cardano eli hyvin erikoisen, suorastaan poikkeuksellisen eldmén. Niin laaja vaikutus hinelld aikanaan oli,
ettd useat Shakespearen asiantuntijat pitdvat erdstd hinen kirjaansa inspiraation lahteend useille Hamletin
ajatuksille kuolemasta ja mm. repliikille ”To be or not to be...”. Lepniz luonnehti Cardanoa sanoilla:

"Cardano oli vikoineen kaikkineen suuri mies; ilman niitda han olisi ollut vertaansa vailla.8?”

Ars Magna

Vaikka Cardano itse piti itsedéin ennen kaikkea ladkarind ja matematiikka oli hanel-
le 1ahinnd huvittelua, niin Ars Magna on monella tavalla hyvin merkittavi kirja ja
eittdmattd Cardanon matemaattinen pééteos. Tutustutaan seuraavaksi tarkemmin
yhtilon x° + px = ¢ ratkaisuun, jonka Cardano esittii seuraavalla sanallisella ta-
valla:

"Korota x:n kertoimen kolmasosa kuutioon; lisdad se vakion puolikkaan neliéon; ja ota
summasta neliojuuri. Kaksinkertaistat timan ja toiseen kahdesta lisaat puolet vakiosta ja
toisesta vahenndt puolet samasta luvusta. Saat talléin binomiumin ja apotomen. Sitten
vahentamalla apotomen kuutiojuuren binomiumin kuutiojuuresta jaljelle jadava erotus on
luvun x arvo.”90

Modernein merkinndin sdantd on x =3

Perustelujen 10ytdminen télle kaavalle — Cardano sai Tartaglialta kéasiinsd vain ylla
olevan sddnnén runomuodossa — oli Cardanon omien sanojen mukaan “hyvin vai-
keaa” ja hén tyoskenteli kirjan késikirjoituksen parissa viisi vuotta, tima kay ilmi
kirjan péétossanoista:

"KIRJOITETTU VIIDESSA VUODESSA, SAILYKOOT YHTA MONTA TUHATTA”.

Cardanon perustelut olivat geometriset ja hyvin vaikeat ymmartaa, sillé hénella ei
ollut kdytossddn meille tuttua symbolista algebraa vaan hén joutui nojaamaan mm.
Eukleidekseen. Perustelujen oleellinen ajatus voidaan havainnollistaa algebrallises-
ti sijoituksen x =u - v kautta, jolloin yhtil6 tulee muotoon

x3+px=u3—v3—3uv(u—v)+p(u—v)=q.

Tima yhtild toteutuu jos ja vain jos u” —v> = ¢ ja 3uv = p . Siten muodostuu kuu-

3.3
u-vi=gq

3

sen asteen yhtiloksi, josta voidaan ratkaista «’ ja v° ja timan jilkeen myds u ja
91

tioiden erotuksen ja kuutioiden tulon yhtélopari s 3 ( » )3 . Tam4 palautuu toi-
uwv’ =

Yhtiloissd (2) ja (3) Cardano saattoi soveltaa suurella vaivalla 16ytiméansad mene-
telmda pienelld muutoksella, sijoittamalla x = u + v. Tapauksessa (2) saadaan:

x’=px+gq

u3+v3+3uv(u+v)=p(u+v)+q

3
Tistd saadaan ehdot u” +v> =g ja u’v’ = (%) ja lopulta ratkaisu

¥ Ore, s. 52
%0 Cardano, s. 98-99

! Ratkaisumenetelma: Cardano, s.96-101; Struik Sourcebook, s. 62-69; van der Waerden s. 52-54
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Ratkaisuissa oli yksi ongelma, tietyissé tilanteissa nelidjuuren sisélle ilmestyva
negatiivinen luku. Cardano pyrki vilttiméaén téta tilannetta ja antoi ehdot, milloin
yleinen kaava on voimassa. Erityisesti tapauksen casus irreducibilis eli tilanteen,
jossa ratkaisukaava antaa reaalisen juuren kahden imaginaarisen luvun kuutiojuu-
ren summana, ymmartiminen tuotti vaikeuksia. Vasta Rafael Bombelli pystyi
osoittamaan, ettd kaavan antama luku ja kokeilemalla 16ydetty reaalijuuri ovat tosi-
asiassa saman luvun eri esitysmuodot.

Negatiivisia lukuja ei oltu tdhén saakka hyviksytty yhtidldiden “oikeina” ratkaisuna
eikd Cardanokaan pidé niitd positiivisten lukujen kanssa tasavertaisena. Pddasiassa
hin véltteli yhtéloitéd, jotka olisivat antaneet negatiivisia juuria.

Cardano on kuitenkin selvisti pohtinut sekd negatiivisten lukujen ettd negatiivisten
lukujen neliéjuurten olemassaoloa ja mystistd luonnetta. Avomielisyys néitd lukuja
kohtaan ei ylldté, silld Cardano oli kiinnostunut kaikesta yliluonnollisesta. Onkin
sopivaa, ettd juuri Cardano on ensimmaéinen matemaatikko, joka suoritti laskutoi-
mituksia kompleksiluvuilla. Hénelld on kirjassa jopa oma kappale, jossa hin antaa
esimerkkejé sekd negatiivisista luvuista ettd kompleksiluvuista yhtdlon ratkaisuina.
Kappaleesta 16ytyy esimerkiksi seuraava tehtiava:

"Jaa luku 10 kahteen osaan niin, etta osien tulo on 40.”

Ratkaisuna Cardano antaa luvut 5++/-15 ja 5-+/-15. Ratkaisulle antamissaan
perusteluissa hin toteaa:

"Laita sivuun laskuun siséltyva henkinen kidutus ja kerro luku 5++/=15 luvulla 5-+/-15,
jolloin saat 25 - (-15), mika on + 15. Siis tulo on 40. Silti lukujen luonne ei ole sama kuin lu-
vulla 40. ... Tama on todella hienostunutta® ... ”

Hén kuitenkaan tosiasiassa hyviksy l0ytdméénsa ratkaisua, vaan toteaa sen hyodyt-
toméaksi. Tadma oli silti merkittdva padnavaus kompleksilukujen kasittelyssa.

Merkint6jen osalta Cardano seurasi tyypillistd italialaista (mm. Pacioli) retorista
tapaa eli varsinaisia symboleja ei ollut, mutta joitain laskutoimituksia hdn lyhensi
yhdellé kirjaimella. Kirjaimet p (tai p) ja m (tai 7) merkitsivit yhteen- ja vihen-
nyslaskua ja R neligjuurta. Korkeammille potensseille hénelld oli lyhennysmerkin-
td, mutta muuten algebra oli sanallista. Esimerkiksi edelld mainitun negatiivisten
lukujen nelidjuurten kertolaskun hén kirjoitti niin (2. painos)”:

"5. p. R.m. 15
5.m. R.m. 15
25. m. m. 15. quad. est 40."

Vuoden 1570 painokseen Cardano lisdsi kappaleen, jossa hén kisitteli tarkemmin
negatiivisten lukujen nelidjuuria. Sieltd 16ytyy mm. seuraava huomautus:

"R p: est p: R m: quadrata nulla est iuxta usum communem?® eli “’positiivisen lu-
vun nelijuuri on positiivinen; negatiivisen luvun nelidjuuri ei ole yleisen hyvik-
synnén mukaan sovelias”.

92 55

% Cajori, s. 118
% Cajori, s. 118
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2.7.12 Rafael Bombelli ja kompleksiluvut

Rafael Bombelli

’
L'ALGEBRA
OPERA
DiRarart Bomerrirda Bologna
Diuifain tre Libri,
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IN BOLOGNA,
Per Giouanni Rofsi. MDLXXIX,
Con lizenza de’ Swpeviori

Bombellin merkinndit

Kompleksiluvut

Rafael Bombelli (1526-1572), viimeinen merkittdva renessanssiajan italialainen
algebranharrastaja, oli 19-vuotias nuorukainen Cardanon Ars Magnan ilmestyessa.
Niin suuren vaikutuksen kirja hdneen teki, ettd han on todennut

"Tosiasiassa kukaan ei ole selvittanyt algebran salaisuuksia, paitsi Cardano Milanosta. Ars
Magnassaan han kasitteli aihetta pitkdsti, mutta ei ollut esitystavassaan selked.%”

Bombelli ottikin tavoitteekseen kirjoittaa perusteellisen algebran kirjan, joka olisi
niin helppolukuinen, ettd kuka tahansa voisi sitd lukea, mutta niin kattava, ettd pel-
kédstddn sen avulla, ilman muiden kirjojen apua, voisi oppia hallitsemaan algebran.

Lopulta vasta pari kuukautta ennen Bombelin kuolemaa ilmestynyt L ‘algebra parte
maggiore dell'arimetica jakaantui kolmeen osaan, joista ensimmaéisessd hén kasit-
teli pddasiassa aritmetiikkaa sisdltden mm. juurten ja potenssien madritelmait seki
laskutoimitusten suorittamisen niilld. Toisessa kirjassa hén késitteli algebraa alkaen
tuntemattoman ja sen eri potenssien mééritelméasti paattyen neljannen asteen yhta-
l6n kisittelyyn. Kolmannessa kirjassa oli ldhes kolmesataa algebran sovellusta, jot-
ka aiemmasta perinteestd poiketen eivét olleet kdytdnnollisid. Syyksi tdhdn Bom-
belli ilmaisee kirjassaan, ettd hinen nimenomaisena tarkoituksenaan on ollut opet-
taa "korkeampaa aritmetiikkaa"s vastakohtana aiempaan kéytidnnolliseen soveltami-
seen (ostaminen, myyminen, varastojen laskeminen jne.) téhtiévélle abacistiperin-
teen mukaiselle aritmetiikalle.

Vuonna 1923 16ydettiin unohduksissa ollut kirjan varhainen késikirjoitus, joka
poikkeaa joiltain osin painetusta kirjasta. Tdssd versiossa ei ole mm. mitddn viittei-
td korkeammasta aritmetiikasta, vaan kirjan kolmas osa on tdynné kéytdnnon sovel-
luksia. Selitys kolmannen osan tdydelliselle uudistukselle on Bombelli tekemé
matka Roomaan, jonka aikana hén tutustui Vatikaanin kirjastossa Diofantoksen
Aritmeticaan. Tama muutti Bombellin suhtautumisen algebraan téysin ja hin patti
antiikin mestaria jéljitellen muokata kirjan kolmannen osan teoreettisemmaksi. Li-
kimain puolet uusista probleemoista oli lainattu Diofantokselta ja loputkin olivat
luonteeltaan abstrakteja.

Bombellin /’Algebran kéasikirjoitusta kirjoittaessaan lapikdyma prosessi on mate-
matiikan historian kannalta merkittdva. Bombelli pditti irrottautua tietoisesti kdy-
tdnnon soveltamisesta ja ryhtyd luomaan uutta teoreettista algebraa.

Bombelli poikkeaa aiemmasta italialaisen algebran perinteestd myds edistyksellis-
ten merkintdjensé osalta. Hén kayttdd tuntemattoman potensseille kaaren sisalla
olevaa numeroa: <tihin kuva’>Julkaisematta jiéineessi kasikirjoituksessa hian
kayttdd jopa vakiolle potenssia 0. Juuret hdn merkitsi tyylitellylld R kirjaimella ku-
ten ennenkin, mutta juurrettavana olevan lausekkeen hin rajaa hakasilla| |. Han kir-

joitti mm. lausekkeen /7 ++/14 muodossa "R | 7p. R 14 |” ja lausekkeen
\/%/w/&+2 —%/@—2 muodossa ”Rg | Rc| Rg68p.2 |[mRc| Rg68m?2 ||”.

Kompleksilukujen kisittelyssé hén edistyi esikuvastaan Cardanosta ja hén suorittaa
niilla laskutoimituksia Cardanoa vapaammin. Varmistaakseen, ettd lukija ymmarsi

95 9

ma in vero alcuno non e stato, che nel secreto della cosa sia penetrato, oltre che il Cardano Melanese nella sua arte

magna, ove di questa scientia assai disse, ma nel dire fut oscuro. ” (Jayawardene, s. 513)

% Jayawarden, s.511

7 Esim. Cajori, s. 125, DSB kohdasta Bombelli s. 281, Katz, s. 365.
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niiden erikoisen luonteen hin esitti sddnnot kuinka niiden kanssa tuli operoida.
Koska kyseiset luvut eivét ole positiivisia (pitr) eivitkd negatiivisia (meno) han
kutsui lukua +i nimella piu di meno (positiivinen negatiivisesta) ja lukua — nimel-
13 meno di meno (negatiivinen negatiivisesta). Ndin esimerkiksi luvun 2+ 3i Bom-
belli kirjoitti "2 p di m 3” ja luvun 2-3i ”2 m di m 3”. Bombelli esitteli uusille lu-
vuille kertolaskusdannot:

piu di meno via piu di meno fa meno ii=-1

piu di meno via meno di meno fa piu i(-i)=+1
meno di meno via piu di meno fa piu —i-i=+1
meno di meno via meno di meno fa meno” —i-(-i)=-1

Bombelli osoitti osaavansa kisitelld kompleksilukuja ja mm. erotti reaali- ja imagi-
naariosat kertolaskussa toisistaan. Syy miksi Bombelli ryhtyi laajentamaan lukuka-
sitettd oli Cardanon kaavojen tapaus casus irreducibilis. Esimerkiksi yhtélon

x° =15x + 4 ratkaisuksi kaava antaa juuren x = %/2 +4/-121 + %/2 —+/-121, vaikka
yhtélon ilmiselva ratkaisu on 4. Bombelli osoitti tarkkojen laskujen avulla, ettd

kaavan antama “hienostunut®”’ juuri on sievennettynd (2++/-1)+(2-+/-1) elix=
4. Bombelli toteaa tisti, etta

"aluksi asia ndytti perustuvan enemman virheellisiin kuin oikeisiin pdatelmiin, mutta jatkoin
etsimista kunnes |oysin todistuksen.100”

Reaalilukuratkaisun liséksi Bombelli kéytti vanhaa toisen asteen yhtélon ratkaisu-
kaavaa tilanteessa, jossa ratkaisuna oli pelkkd kompleksiluku. Esimerkiksi yhtdlon

x? +20 = 8x ratkaisuksi Bombelli ilmoittaa luvut x =4 +2i ja x=4-2i.

Bombellin teoksella oli selvd vaikutus mm. hollantilaisten matemaatikkojen Simon
Stevinin ja Adrien Romainin tuotantoon ja merkintdihin. Myds differentiaalilas-
kennan keksijénd tunnettu Leibniz opiskeli kolmannen asteen yhtélon ratkaisun
Bombellin kirjasta.

* Derbyshire, s. 84

 Bombelli seuraa tissd Cardanon nimitysti, ks. alaviite Cardanon kohdalta.

100 van der Waerden, s.61
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1.7.12 Algebran uusi alku

1500-luvun lopulle tultaessa algebran alalla oli tehty kiistimattomid uusia 16ytoja,
joiden tekemisessd olivat kunnostautuneet etenkin italialaiset. Kuitenkin algebran
perusolemus, “’sdkillinen temppuja”, oli sdilynyt al-Kwharizmin ajasta alkaen sa-

mana. Toisen asteen yhtilon ratkaiseminen ei merkinnyt yhtdlén ax® +bx+c¢ =0
ratkaisemista, vaan kuuden kanonisen erillisen yhtilon ratkaisemista kuhunkin ti-
lanteen soveltuvalla erilliselld sanallisesti kuvatulla menetelmalld. Muutos oli kui-
tenkin tulossa.

Arithmetica Regiomontanus (1436-1476) 16ysi matkallaan Venetsiaan 1462 siihen saakka ka-
doksissa olleen Diofantoksen Aritmetican'”, joka siten tuli tietoon Euroopassa.
Diofantos innosti aiemmin jo Bombellia, mutta vaikutus oli vasta puolittainen, silla
Bombelli ei ollut ilmeisesti ymmartényt Diofantoksen algebran ja koko kreikkalai-
sen matematiikan luonnetta.

Pappus Aleksandrialaisen (n. 290 — 350) Synagoge eli ”Kokoelma”, kreikkalaisen
matematiikan kolmetoistaosainen ensyklopedia ja kommentaari, erds viimeisim-
mistd kreikkalaisen matematiikan suurteoksista, tuli eurooppalaisten tietoon vuon-
na 1588, kun Federico Commandinon latinankielinen kdannds julkaistiin Italias-
sa'”. 1500-luvun loppuun mennessi kiytinndssa kaikki tarkeimmat Kreikan “ma-
temaattisen kaanoniin” kuuluvat kirjat oli kdannetty latinaksi. Eurooppalaismate-
maatikot havaitsivat, ettd kaikki kreikkalaisten matemaattiset tekstit etenivit samal-
la mestarillisella tavalla muutamasta yksinkertaisesta aksioomasta ddrimméaisen

Eukleides Alek- monimutkaisiin tuloksiin. Kirjoitukset huolella opiskelleiden Eurooppalaisten mie-
sandrialainen (n. lessé alkoi kummitella ihailun liséksi kysymyksid. Miten ihmeessd muinoin eléneet
300 eKr), kreikkalaiset olivat onnistuneet tdssa kaikessa? Miten kreikkalaiset olivat osannet
puupiirros vuodel- rakentaa mestarilliset jarjestelmidnsd? Miten he olivat keksineet lauseensa? Euk-

ta 1584 leideen, Apolloniuksen ym. kirjoitukset itsessdén eivit vastanneet niihin kysymyk-

siin. Ne eivit itse asiassa yleensa antaneet pienintdkaan vihjettd kuinka tuloksiin oli
aikoinaan pédadytty. Likimain ainoa kreikkalaisten itsensd laatima teksti, joka vas-
taa laajasti néihin oleellisiin kysymyksiin on Synagogen kirja VII, jossa Pappos
esittelee ja médrittelee kreikkalaisten matemaattiseen pééttelyyn oleellisesti kuulu-
neet analyysin ja synteesiin. Niinpa 1500-luvun lopulta alkaen, Pappoksen avusta-
mana, saatettiin oppia ymmartdmain kreikkalaisten mestarien itsensd huolella vii-
meistelemié lopputuloksia edelténeitd vaiheita. Tdamén 16ydon innoittamana useat
matemaatikot ryhtyivit pohdiskelemaan universaalin kaikkiin kysymyksiin vasta-
uksen antavan tieteen perustamisen mahdollisuutta.

1% Regiomontanuksen 16ytama kisikirjoitus oli puutteellinen, eiki vielikddn ole 16ydetty tiydellista kaikki 13 kirjaa
siséltiavad kasikirjoitusta. Nykyisin tunnetaan kaikkiaan 10 kirjaa, joista kirjat 4-6 on 16ydetty arabiankielisend kdannok-
send.

192 Encyclopedia Britannica, Pappus of Alexandria
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Francgois Viete Francois Viete oli ensimmaéinen eurooppalainen, joka laajan humanistisen koulu-
tuksensa ja syvillisen matemaattisen nikemyksensa avulla saattoi havaita harjoite-
tun algebran perustavaa laatua olevan vajavuuden kreikkalaisten matemaatikkojen
aksiomaattiseen ldhestymistapaan verrattuna. Hdn ymmaérsi kuinka Diofantos oli
soveltanut algebraansa analyysin ja synteesin.

Jo ennen Pappoksen Synagogen tulemista yleiseen tietoisuuteen Eukleideen A/kei-
den muinaisessa, Theon Aleksandrialaisen laatimana pidetyssd kommentaarissa,
kirjan XIII lauseiden 1-5 kohdalta, 16ytyy analyysin ja synteesin suppea méiritel-
ma. 03 Tdma vihdinen katkelma oli Viéten osalta merkittdvaa, silld sen kautta hin
tuli ensi kerran kosketuksiin analyysin kisitteen kanssa.'®*

Pappoksen maééritelmé on Theonin kommentti laajempi ja kuuluu néin:

”Analyysi ottaa etsityn ikdidn kuin annettuna ja etenee tista perikkdaisten seuraamusten kautta
johonkin, joka myonnetadn synteesin tulokseksi: silla analyysissa me edellytamme sen mita
etsitddn ja tutkimme mika on tasta tuloksena, ja uudelleen, mika on tatad edeltava syy ja niin
edelleen kunnes ndin jalkia taaksepdin palaten saavutamme jotakin, joka kuuluu ensimmaisiin
perusoletuksiin ja tdtd menetelmaa kutsumme analyysiksi, sillda se on ratkaisu kdanteisesti.

Mutta synteesissa, prosessin kddntden, me pidaimme jo saavutettuna sitd mika oli analyysin
lopputulema, ja jarjestden uudelleen syyn ja seurauksen luontaisen jarjestyksen yhdistden ne

toinen toistaan seuraaviksi me lopulta saavumme etsittyyn rakennelmaan; ja tatd me kutsum-
105

me synteesiksi.”

Pappoksen mukaan analyysi eli menetelma lauseen todistamiseksi tai ongelman
ratkaisemiseksi on siis seuraava: oletetaan todeksi se mitd halutaan osoittaa ja ede-
tddn tastd padtelmien avulla sithen mité edeltd késin pidetddn annettuna. Kun ana-
lyysin avulla on 18ydetty riittiva paittelyjen ketju, kddnnetddn koko péattelyn
suunta, jolloin tuloksena on synteettinen todistus. Jos siis on todistettava, etté lause
A on tosi, niin tehddin oletus: A on totta ja edetiin tistd paattelemélld: Jos A on
totta, niin tistd seuraa B; B:std seuraa C; C:stéd seuraa D; ndin jatketaan, kunnes
paddytadn lopulta edelté késin oletuksena pidettyyn viitteeseen K. Nyt vaihdetaan
paittelyn suunta: K = ... = A ja syntyi synteettinen todistus, joista kreikan mate-
matiikka koostui.'"

Paittelyn suunta ei tietenkdén kaénny aina, mutta mm. kaikki Eukleideen ja Apol-
loniuksen tirkeimmit lauseet ovat ainakin osittain kddnnettivissa'®’. Niiltd osin,
kuin kdantdminen ei suoraan onnistu voidaan silti havaita ehdot, joiden vallitessa
paéttelyn suunta voidaan vaihtaa. Sen lisdksi, ettd Pappos toi julkiseksi kreikkalais-
ten kayttdmat paattelyn vilineet hin myo0s antoi esimerkkejd analyysin soveltami-
sesta. Ikdviksemme kolme kirjaa kolmestatoista ja ndiden myo6td monia hénen niis-
sé esittelemid analyysin sovelluksia on edelleen kadoksissa.

Analyysi algebrassa Viete pyrki uudistamaan algebran kreikkalaisen analyysin keinoin. Hanen “ohjel-
majulistuksensa” oli hyvin yksinkertainen: kreikan viisailta opettajilta 1ahtoisin
oleva algebra'® tulee puhdistaa turmeltuneesta muodostaan. Viéte kirjoittaa teok-
sensa In Artem Analyticem Isagoge (Johdanto analyysin taitoon) saatekirjeessa
néin:

193 Struik, A Source book..., s. 74

1% Struik, Source, s. 74

195 Heath, Euclid, Book I, Dover s. 138

"% Heath, Euclid, ... I, s. 138

"7 Katz, s.185

1% Viéta piti Diofantosta virheellisesti algebran alkuperiisend kehittijana.
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"Katso, taito, jonka nyt esittelen on uusi, mutta tosiasiassa niin vanha, barbaarien'0? niin
turmelema ja tarvelemd, ettd katsoin valttamattomaksi, antaakseni sille taydellisesti uu-
den muodon, luoda ja julkaista uuden sanaston, paastiksemme eroon kaikista puoli-
teknisista sanoista, jottei se pitaytyisi saastassaan ja jatkaisi haisemistaan kuten ennen-
kin, mutta koska tahan saakka korvamme ovat tottumattomat niiden kdyttéén on tuskin
valtettdvissd, ettd monet tulevat olemaan loukattuja ja sdikdhtdneita jo alussa. Ja silti Al-
gebran tai Almucabalan, jota he kiittelevat ja kutsuvat 'suureksi taidoksi’, alla kaikki ma-
temaatikot myontavat piilottelevan verrattomasti kultaa, vaikka he ovatkin tottuneet |oy-
tamadn sitd vain vahan.10”

Viételle analyysin taito oli muinaisten kreikkalaisten unohtuneiden matemaattisten
menetelmien uudelleen 16ytdminen. TAma uusi analyysi johtaisi lopulta tosi mate-
matiikkaan syntyyn, joka toimisi pohjana universaalille tieteelle'''. Pontta hinen ja
my6hemmin myds Descartesin ja Leibnizin etsinnodille antoi mm. Proclus, joka kir-
joitti joskus kehitettdvasta “yhdesté tieteestd”, joka kokoaisi kaiken matemaattisen

tiedon yhteen''%.

Pappoksen mééritelméssi analyyseja oli kahdenlaisia. Tteoreettinen eli zeteettinen,
totuuteen pyrkivi analyysi'’” téhtisi lauseen todistuksen keksimiseen ja proble-
maattinen eli poristinen’"” analyysi tihtisi ongelman ratkaisuun. Viéte otti nama
kayttoon muuttaen hieman niiden merkitysté ja lisdsi joukkoon vield kolmannen,
retorisen eli eksegeettisen analyysin. Aivan Isagogen alussa, kappaleen I ensim-
maéisissa virkkeissé, Viete esittelee algebran uutta muotoa, analyysié:

"Matematiikassa on tietty tie totuuden etsimiseen, tie, jonka Platon kerrotaan ensimmai-
sena loytdneen ja jota Theo kutsui ’analyysiksi’ ja madritteli ’etsityn ottamisena annettu-
na ja tasta sopivin keinoin edeten kiistattomaan totuuteen’; toisaalta, 'synteesi’ on "otta-
en annetun asian ja tasta sopivin keinoin edeten loppupddtelmdan ja ymmarrykseen etsi-
tystd asiasta. Ja vaikka muinaiset asettivat kaksijakoisen analyysin, zeteekkisen ja poris—
tisen, joihin Theon mddritelma erityisesti viittaa, on tdstd huolimatta soveliasta, ettd ase-
tetaan vield kolmaskin, jota voidaan kutsua retoriseksi tai eksegeettiseksi, niin, ettd on
zeteettinen taito, jolla perustetaan yhtdld tai verranto etsittyjen ja annettujen suurei-
den vdlille, poristinen taito, jolla tutkitaan asetetun yhtdlén tai verrannon totuudelli-
suus ja eksegeettinen taito, jolla perustetusta yhtalosta tai verrannosta saadaan aikaan
etsitty arvo. Koko kolmijakoinen analyysin taito voidaan maaritella tieteeksi, jolla etsi-
tdan totuutta matematiikassa.”1s

Vaikka Viéte nojaa vahvasti “muinaisiin”, niin hén kuitenkin antoi kreikkalaisten
analyysille uuden sisdllon. Vietan ajattelussa problemaattinen eli zeteettinen ana-
lyysi merkitsee menetelméda, jolla ongelma muokataan yhtéloksi eli joka yhdistad
annetut tiedot yhdessé tuntemattomien kanssa; teoreettinen eli poristinen analyysi
menetelmaid, jolla lauseen totuutta tarkastellaan kirjainmanipulaatioiden kautta ja
eksegeesi zeteettiselld analyysilld laaditun yhtélon ratkaisemista.

Viete antoi kolmijakoisella analyysilld4n algebralle aivan uuden teoreettisen perus-
teen. Itse asiassa Viete ehdotti, ettd sanasta algebra luovuttaisiin kokonaan ja ryh-
dyttdisiin kéyttimaén sanaa analyysi. Taltd osin Vieten ehdotus ei saanut vasta-
kaikua. Termi analyysi jéi kuitenkin eldiméén matematiikan sanastoon, joskin eri
merkityksessd kuin mitd Viéte alun perin esitti.

"% T3ll4 Viéte viitannee arabeihin. Islamilaista Pohjois-Afrikkaa ja Maurien hallitsemaa Espanjaa kutsuttiin *Barbariak-

si” tai "Barbaarimaiksi” 1800-luvulle saakka. (Oxford American Dictionares; Encyclopedia Brit.)
"9 vigte kirjansa In Artem Analyticem Isagoge saatekirjeessd (Klein, s. 318-319)

"1 Struik, A Source Book..., s. 74

"2 Klein, s. 159

B ik (Klein, s. 320)

" moprotuk (Klein, s. 320)

""" Klein, s. 320-321; Viéte, s. 11-12; Struik, s. 75
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Lukukdsitys

1. Algebra ja aritmetiikka Matematiikan historia aihealueittain

Analyysin kiyttdiminen Viéten esittdmalld tavalla vaati aivan uuden lédhestymista-
van yhtiloihin, tastd Viéte kirjoittaa ndin:

"Numeroilla laskeminen (logistice numerosa) tapahtuu numeroita kayttden; lajeilla las-
keminen (/ogistice speciosa) tapahtuu kdyttden asioiden lajeja tai muotoja, kuten esi-
merkiksi aakkosten kirjaimia.”116

Viéte siis ymmaérsi hyvin, ettd siind missd geometrikon piirtdma kolmio edustaa
kaikkia kolmioita tulisi algebrassa olla mahdollista toimia samoin. Hanen tarjoa-
mansa ratkaisu oli operoiminen, ei esimerkkiluvuilla ja sanallisilla sdénnéilld, ku-
ten tdhan saakka oli ollut tapa, vaan lajeilla ja muodoilla, joita edustivat kirjaimet.
Tédméin myotd matematiikassa siirryttiin ensimmaéisen kerran kayttdméan symbo-
litkkaa. Samalla matematiikassa havaittiin ensi kerran tuntemattoman, etsittavin
suureen ja tunnetuksia ajatellun parametrin vélinen ero. Victe erotti nima4 toisistaan
siten, ettd vokaalit kuvasivat tuntemattomia ja konsonantit tunnettuja suureita eli
parametreja:

”...annetut suureet erotettakoon tuntemattomista pysyvilla, ikuisella ja hyvin selvdlla
symbolilla, kuten esimerkiksi merkitsemadllda tuntemattomia suureita kirjainta A ja jotain
muuta vokaalia E, I, O, U tai Y kdyttden ja annettuja suureita kirjaimia B, C ja D tai muita
konsonantteja kayttaen.”117

Vieten uudistuksen merkitystd ei voi korostaa litkaa. Hanen syvilliset ajatuksensa
loivat perustan kaikelle nykyaikaiselle matematiikalle ja luonnontieteille. Nyt oli
mahdollista ryhtya kisitteleméén kaavoja sanallisten sdintojen sijaan.

Vigte ei kuitenkaan vapautunut kaikista “menneisyyden kahleista”. Hénen lukuka-
sityksensé oli edelleen rajoittunut. Hénen ty0stéén ei 10ydy samaa vapautta negatii-
visten lukujen ja kompleksilukujen kisittelyssd kuin vaikkapa Bombellilla. Hinen
muu symboliikkansa oli vield kompel6d muuttujan kéytostd huolimatta. Itse asiassa
ainoat Victen kayttdmét symbolit kirjainten liséksi olivat saksalaistyyppiset yhteen-
ja vihennyslaskun merkit ”+” ja ”—". Viéten esimerkin mukaisesti kyseiset symbo-
lit tulivat hyvéksytyksi Ranskassa ja timé kdytdnnossd sinetdi niiden ldpimurron
lopulta ainoiksi kiytetyiksi''®. Joka tapauksessa Viéte ymmirsi luoneensa jotain
ennen nakemétontd ja nédki analyysinséd mahdollisuudet rajattomina. Hén ilmeisesti
todella ajatteli keksineensd yleisen, kaikki ongelmat ratkaisevat universaalin sym-
bolisen analyysin, jota uusi algebra ei tietenkdén ollut. Viéte kuitenkin perusti kir-
jainalgebran sen syvimmasséd mielessa.

Viete lopettaa kirjansa Johdanto analyysin taitoon sanoilla, jotka ilmentdvét hinen
nidkemystddn analyysinsd mahdollisuuksista:

"Lopulta, analyysin taito ... pidattaa itselleen oikeuden mahtavimpaan ongelmaan, joka
on ALA JATA YHTAKAAN ONGELMAA RATKAISEMATTA!9,

Isagoge on melko lyhyt kirja, pikemminkin kirjanen. Viéte kirjoitti sapattivapaansa
useita muitakin kirjoja, joista osa julkaistiin vasta hdnen kuolemansa jalkeen. Néis-
sd hén esittelee tarkemmin luomansa uuden algebran, josta hén kéytti nimitysti ars
analytical, analyysin taito, kiyttod. Niistd erddn zeteettistd analyysia esittelevin
kirjan'*’ ensimmiinen esimerkki havainnollistaa mainiolla tavalla sekd Viéten tai-
toja ettd hinen menetelménsi vahvuutta. Esimerkin tehtévé on:

16 Klein, s. 328; Viéte, s. 17
"7 Klein, s. 340; Viéte, s. 24

"8 Cajori, s. 234

19 K apiteelit ovat Viéten oma korostus (NULLUM NON PROBLEMA SOLVERE), Kline 353 ja 185; Viéte s. 32;

Struik s. 81

120 Zeteticorum Libri Quingue (1591)
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Pierre Heérigone

"Olkoon annettuna kahden juuren erotus ja summa. Madritettdava juuret.”

Ratkaisunsa aluksi Viéte esittelee muuttujat, jotka ovat: 4 on pienempi juuri, £
suurempi juuri, B juurten erotus ja D juurten summa. Nédiden avulla hén ryhtyy las-
kemaan seuraavalla tavalla:

Suurempi juuri on 4 + B, joten juurten summa on 24 + B. Syntyy yhtalo:

24+ B=D,joten 24 =D — B, joten A= %D - % B. Vastaavasti pienempi juuri on

E — B, joten juurten summa on 2E — B. Syntyy yhtélé: 2E — B =D, joten 2E =D +

B, joten E = lD+lB.” 121
2 2

Naéin Viete ratkaisi ldhes kaikkien algebrikkojen jossain muodossa esimerkkindén
kayttdneen yhtilotyypin “lukujen summa ja erotus on tunnettu” ensimmaéista kertaa
aidosti yleisessd muodossa antaen vasta yleisen ratkaisun jalkeen numeerisen esi-
merkin: Olkoon B =40 ja D = 100. Talloéin 4 = 30 ja £ ="70.

Vasta Viéten kuoleman jélkeen ilmestyneessd De Aequationum Recognitione et
Emendatione Tractatus Duo (1615) Victe esittelee kuinka eri muodoissa olevat toi-
sen ja kolmannen asteen yhtdlot voidaan kirjoittaa kanonisiin ratkaistaviin muotoi-
hin. Erityisesti kaikille 13 tdhdn saakka erillisille kolmannen asteen yhtdlon eri
muodoille hén esittelee kuinka ne voidaan muokata ratkeavaan, ei toisen asteen
termid sisaltdvian, muotoon. Esimerkiksi yhtdlon A® + 3BA” + DA = Z Viéte
muokkaa sijoituksella £ =4 + B muotoon A’ +E(D-3B*)=Z+DB-2B", josta
hén toteaa:

”...uusi yhtalo on selvasti vapaa nelidllisesta vaikutuksesta, mika rasitti alkuperaista. Kun

Co , 122
E tulee tunnetuksi ei myoskaan A ole enda tuntematon...

Victe esittelee useita kymmenié vastaavia sopivalla sijoituksella aikaansaatuja
muunnoksia. Erds'> niisti on yhtilolle A® +3BA=2Z ehdon E*+ AE =B tiytti-
villd muuttujalla E eli sijoituksella A =(B-E?)/E johtama ratkaisu

%/\/BHZ2 +z—%/ B+7*-Z.

Viéten ajatukset saivat vilittomasti kannatusta. Esimerkiksi hinen maanmiehensa,
Descartesin aikalainen ranskalainen Pierre Hérigone (1580—1643) mydtéilee Victen
nidkemyksid algebran olemuksesta teoksessaan Cursus mathematicus (1634):

"Analyyttinen oppi tai algebra, Italiassa ’cosaksi’ kutsuttu, on tuntemattoman suureen
|6ytamisen taito, ottamalla se ikdan kuin tunnettuna ja perustamalla yhtdlé tdmén ja an-
nettujen suureiden valille.”124

Hérigone hyviksyy myds Vieten ajatuksen, ettd analyysin taidon eli algebran kir-
jaimia voidaan kayttdd esittiméin sekd numeroita ettd yleisemmin minka tahansa
abstraktin suureen arvoa:

"Voidaan erottaa toisistaan vulgaari eli numeerinen ja Vieten eli lajien algebra. Vulgaari
eli numeerinen algebra on se mita harjoitetaan numeroiden avulla. Lajien algebra on se
joka toteuttaa logiikkaansa ’lajien’ tai asioiden muotojen, joita kuvaavat aakkosten kir-
jaimet, valityksella. Vulgaari algebra palvelee ainoastaan ratkaisun [6ytamista aritmeetti-

2l Vigte, s. 83-84, hieman lyhennettyni

122 yigte, s. 239
123 Vigte, s. 287-288

124 Esteve, Symbolic..., s. 288
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seen ongelmaan ilman todistusta'2s. Mutta lajien algebra ei ole rajoittunut minkaan
tyyppiseen ongelmaan sindnsa, vaan se on kaytdannoéllinen kaikenlaisten teoreemojen,
kuten myos ratkaisujen ja todistustenkin etsimiseen.”126

Hérigone jopa menee niin pitkille, ettd viittda, ettd jos analyysié eli algebraa har-
joitetaan ilman “lajeja” se ei ole tiedetti'”’, vaan yksinkertainen harjoittelemalla
saavutettu taito.'*®

12 absque demonstrationibus

126 Egteve, Symbolic..., s. 288
2" Hérigone kiyttdd ranskan kielen sanaa “art”, mutta suomen kielen sanaa “taide” on vaikea sovittaa tahin yhteyteen.
128 Esteve, Symbolic..., s. 288
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Francois Viete (1540 - 1603)

Francois Viete, latinalaiselta nimeltd Franciscus Vieta, syntyi Ranskan
lantisessd keskiosassa Fontenay-le-Comten kaupungissa. Nuorukaise-
na Francois kévi luostarikoulua Fontenayssa. Frangoisin isé oli laki-
mies ja myds Frangois suuntasi lakia lukemaan 18-vuotiaana, saavut-
taen vuonna 1560 kandidaatin tutkinnon Poitiersin yliopistosta. Tut-
kinnon saatuaan hén palasi Fontenayhin ja hin menestyikin toimes-
saan hyvin.

Vuonna 1564 Viéte paési vaikutusvaltaisen Soubisen perheen asian-
ajajaksi sekd perheen téhtitieteestd ja astrologiasta kiinnostuneen 11-
vuotiaan tyttdren Catherine de Parthenayn opettajaksi. Tyo perheen
asioiden hoitaja ei ollu kovin vaativaa ja Viételle jéi paljon vapaa-
aikaa, jonka hén kaytti pddasiassa matematiikan parissa. Hénella ei
tiedetd olleen muodollisia matematiikan opintoja, vaan Viete oli itse-
oppinut harrastaja, joskin hAimmastyttdvan lahjakas. Leppoisaa eldmaa
kesti aina vuoteen 1571 saakka. Tédhdn mennessd hin laati kaikkiaan
nelji kirjaa. Niistd kaksi, taso- ja pallotrigonometriaa késittelevat kir-
jat, julkaistiin otsikon Canon mathematicus, seu ad triangula um ap-
pendicibus alla vuonna 1579, mutta loput kaksi astronomian kirjaa
ovat vieldkin julkaisematta.

Vuonna 1568 viisitoistavuotias Catherine solmi avioliiton, joka pééttyi pian Catherinen &idin ja aviopuolison
vilille kehkeytyneeseen riitaan, jonka seurauksena koko suku, Viéte mukaan lukien, muutti La Rochelleen.
La Rochellessa Viéte tutustui joihinkin Ranskan kuningasperheen sukulaisiin ja pian, vuonna 1571 Viéte
muuttikin jo Pariisin, jossa kuningas Kaarle IX nimitti hinet parlamentin lakiasioiden neuvonantajaksi.

Vuonna 1574 kuningas Kaarle IX kuoli ja hinen veljensid Henrik III nousi kuninkaanistuimelle. Viéte oli
osoittautunut kyvykkédksi toimissaan ja mm. hugenottijohtaja Henrik Navarralainen, Ranskan tuleva kunin-
gas suositteli hintd Henrik III:lle. Kuningas valitsikin Viéten neuvonantajakeen seki hoitamaan luottamuk-
sellisia ja salaisia tehtdvid. N&itd hén suoritti vuoteen 1584 saakka, jolloin kuningas joutui erottamaan hinet
eradn Victelle loukkaantuneen suvun painostuksesta. Nyt Viétalle avautui mahdollisuus omistautua tdysin
matemaattisille harrastuksilleen. Aika vuodesta 1584 aina vuoteen 1589 saakka, jolloin Henrik III kutsui
hinet takaisin palvelukseensa, oli Vieten tuotteliainta aikaa ja pddasiassa tilloin hin laati algebran alan kir-
joituksensa.

Lutherin ja Calvinin aloittamana Keski- ja Pohjois-Euroopassa oli 1500-luvulla kdynnissé uskonpuhdistus.
Reformaatio sai Ranskassa kalvinistisen muodon hugenoteiksi'® kutsuttujen protestanttien kautta. Ranskan
kuningas Henrik III oli katolinen, joka kuitenkin, sdilyttddkseen valtakunnan yhtenéisend, tarjosi joitain va-
pauksia protestanteille. Myodnnytykset suututtivat katoliset, jotka perustivat Katolisen liigan vastustamaan
protestantteja ja lopulta kuningastakin. Katolisen liigan suorittamien veristen vainojen ja joukkomurhien
johdosta protestantit nousivat vastarintaan puolustamaan itseddn. Vainojen epamiellyttdvéssad huipentumassa
parttylinyon veriloylyssd murhattiin varovaistenkin arvioiden mukaan tuhansia, mahdollisesti jopa kymme-
nid tuhansia protestantteja, mukana lapsia ja naisia. Tuloksena oli 1590-luvulle kestanyt sotatila, johon otti
osaa Katolisen liigan puolella Espanja. Séilyttiddkseen valtansa Henrik III:1la ei ollut muuta vaihtoehtoa kuin
liittoutua hugenottien kanssa. Vuonna 1589, vain muutamia kuukausia sen jalkeen kun Vigcte oli palannut
hénen palvelukseensa, katolinen fanaatikko puukotti kuninkaan ja valtaistuimelle nousi ensimméinen ei-
katolinen kuningas Henrik IV (ent. Navarralainen). Viéta jatkoi kuitenkin mielihyvin uudenkin kuninkaan
palveluksessa, silld hin vahintdédnkin mydtéili protestantismia.

Kun Henrik IIT kutsui Viétan takaisin palvelukseensa 1589 tehtivit liittyivét télld kertaa aiempaa enemmén
hinen matemaattisiin kykyihinsd ja hin sai ratkottavakseen vihollisten salasanomia. Ratkaiseva tapahtuma
salakoodin murtamisen kannalta oli, kun ranskalaiset nappasivat espanjalaisten yhdysupseerilta 28.10.1589
pdivityn Espanjan kuninkaan Filip II:n ldhettdmén kirjeen, joka oli koodattu aiemmasta poikkeavalla pa-
remmalla menetelmaélld. Henrik IV tiesi Viéten matemaattiset kyvyt ja antoi kirjeen hénen ratkaistavakseen.

129 Nimitys hugenotti juontuu ilmeisesti liikkeen varhaisen johtajan Besangon Hugues (k. 1532) nimesta.
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Viéte tyoskenteli intensiivisesti aina seuraavan vuoden maaliskuun puoliviliin saakka kirjeen parissa, kunnes
saattoi lopulta 15.3. ldhettdd sen Henrik ['V:lle avattuna. Vuosien 1589 ja 1594 vilillad Viete mursi useita
vihollisten salasanomia auttaen huomattavalla tavalla kuningasta Henrik IV taistelussa seké Katolista liigaa
ettd Espanjaa vastaan. Akuuttien kriisien aikana kuninkaan kuriirit saattoivat yopy4a useita pdivid huonee-
seensa sulkeutuneen Vieten oven takana odottaen salasanoman purkamista. Victe osasi purkaa Filip II:n mur-
tamattomana pitdmalla koodilla salattuja sanomia niin taitavasti, ettd kuningas valitti Paaville Henrik IV:n
kayttivin mustaa magiaa hdnen maataan kohtaan, silld vaikutti siltd ettd Henrik IV tiesi aina ennalta kaikki
hinen suunnitelmansa.

Ilmeisesti aiempi menestys algebrallisissa tutkimuksissa rohkaisi Viétea julistamaan, ettd hdn on luonut
“erehtymittomélla menetelmén” salasanomien koodien murtamiseksi. Menetelma muistutti hinen luomaansa
algebrallista jarjestelmaa, silld siind vokaalit olivat avain salakoodin murtamiseen. Ne olivat ikd4n kuin tun-
temattomia, joiden ratkettua koko espanjalaisten salakoodi murtui. Ehké jo aiempi kokemus salakoodien
ratkaisijana johti Viéten valitsemaan myds algebrassaan juuri vokaalit kuvaamaan tuntemattomia ja kon-
sonantit tunnettuja suureita.'*

Victe palveli kuningasta vuoteen 1602 saakka, jolloin hinen terveytensé heikkeni ja Henrik IV vapautti hénet
palveluksista. Viimeiseksi elinvuodeksi Viéte palasi kotikylaansa. Vield kuolinvuoteellaan Viéte teki viimei-
sen palveluksen syvisti kunnioittamalle kuninkaalleen laatimalla muistion tiedoistaan salakoodien murtami-
seksi. !

130 pesic, s. 685
Bl dhteet: DSB, Viete, s. 1-10; Waerden, s. 63; Pesic; Derbyshire 85-91
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1.7.13 Desimaaliluvun kasite

Luvun kdsite

Simon Stevin, flaamilainen insindo6ri ja matemaatikko teki 1500-luvulla kaksi mer-
kittdvaa lukukasitteeseen liittyvdd matemaattista uudistusta: tarkkaan harkitun de-
simaalisten murtolukujen esityksen ja ldhes modernin muotoilun numerolle.

Stevin oli omaksunut 1500-luvun myytin muinaisten ihmisten kehittdmén tiedon ja
tieteen rappiotilasta ja uudesta syntymastd'*>. Stevin esitti myytin sellaisessa muo-
dossa, ettd muinaisuudessa oli ollut matematiikan kehityksen kultainen aika, vii-
sauden vuosisata'>, jolla hén ei viitannut Kreikan matematiikan kehitykseen vaan
johonkin tétdkin aikaisempaan aikaan. Talloin

"ihmisilld oli ihmeellinen tietamys tieteista ... vaikkakaan emme voi tietda keita he olivat tai
134

missd ja milloin he elivat.”
Viéten tapaan myds Stevin otti tehtdvékseen palauttaa timén viisauden ajan tieté-
myksen."* Hinen ei siten tarvinnut kunnioittaa kreikkalaisten matemaatikkojen
kaikkia ndkemyksid alkuperdisind. Stevin piti intialais-arabialaista paikkajirjestel-
mai viisauden ajan tuotteena ja koska se oli hdnen ndkemyksend mukaan ylivertai-
nen kreikkalaisten kadyttimain aakkosnumerojérjestelméén ei hianelld ollut vaike-
uksia hylatd myos kreikkalaisten lukukasitystd. Kreikkalaisessa matematiikassa oli
ollut tapana erottaa luku ja geometrinen suure. Edellinen oli jakamattomien yksi-
koiden kokoelma, luonnollisten lukujen joukko, ja siten luonteeltaan epdjatkuva.
Jilkimmadinen oli luonteeltaan jatkuva, mutta sité rasitti oppi yhteismitattomista
suureista. Stevin hyokkasi vahvasti tdtd matematiikan kehitystd tdhén saakka jarrut-
tanutta lukukésitystd vastaan. Ensiksi hdn kumosi késityksen yksikon jakamatto-
muudesta ja ajatuksen, etté yksi ei ole varsinainen luku. Stevin ilmaisee yksiselit-
teisesti:

"Yksikko on Iuku"136.

Tété héan perustelee vertauksella leipdén: aivan kuin jokainen pala leivdstd on osa
leipd4, samaa olemusta sen kanssa, niin yksikko on samaa olemusta paljouden
kanssa. Myds lukua yksi pienemmat osat ovat Stevinin mukaan lukuja siind missa
yhti suuremmatkin luvut.”*” Toiseksi Stevin mirittelee:

"Luku on se, joka kertoo jokaisen asian maaran?3s”,

Luku voi siis ilmaista minké tahansa asian, geometrisen tai ei-geometrisen, maaran.
Stevinille kaikki numerot olivat luonteeltaan jatkuvia ja samanlaisia.'*

Uuden lukukisityksensd kanssa Stevin saattoi rikkoa lisdd raja-aitoja. Han ilmaisee
selvisti, ettd

"Ei ole olemassa absurdeja, irrationaalisia tai selittamattomia lukuja40”,

Stevin siis hylkési ajatuksen irrationaalilukujen erilaisuudesta positiivisiin koko-
naislukuihin verrattuna:

132 Malet, s. 80

133 siecle saga (Klein, s. 186)
4 Klein s. 187; Geographie 11 (Girard 1634) s. 106

35 Klein, s. 189

136 »»

37 Kline, s. 195

que 1’unité est nombre”, Kline, s. 183

3% »Nombre est cela par lequel s” explique la quantite de chacune chose”, Kline s. 191

139 Kline, s. 194
140 »
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Desimaaliluvut

THIENDE

Leerende door onghchoorde lichricheyt
allen rekeningen onderden Menfchen
noodich vallende, afveerdi ghen door
heele ghetalen fonder ghebrokenen.

Befchreven door StmoN STEVIN

van Brugghe .

1. Algebra ja aritmetiikka Matematiikan historia aihealueittain

"Yhteismitattomuudesta ei seuraa yhteismitattomien termien jarjettomyytta'41”.

Stevin siis esitti, ettd luku w/g on luonnoltaan sama kuin 8, molemmat ovat Jukui-
na samanlaisia. Perusteluina Stevin kdytti seuraavaa ajatusta: Osa on aina samaa
ainetta kuin kokonainen. Luvun 8 juuri on osa sen nelioté eli lukua 8 ja siten luon-
noltaan samaa. Moni matemaatikko vuosisatojen kuluessa oli kdytdnnossa ajatellut
irrationaaliluvuista samalla tavalla kuin Stevin, operoimalla niilld aivan samojen
sadntdjen mukaan kuin kokonaisluvuillakin, mutta Stevin oli ensimma&inen, joka
rohkeni ilmaista ajatukset ndin selvilla ja kreikkalaisesta perinteestd poikkeavalla
tavalla.

Madériteltydén edelld mainitulla tavalla luvut, pddasiassa teoksessa [ ’Arithmétique
(1585), Stevin esitti toisessa, samaan aikaan ilmestyneessa, kirjasessa De Thiende
("Kymmenesosa”) kuinka desimaalilukuja tulisi merkité ja kuinka niilld tulisi las-
kea. Ennen tdtd desimaalisia murtolukuja ei oltu juurikaan kéytetty.

1500-luvulla intialais-arabilaiset numeromerkit ja paikkajirjestelma oli laajasti
hyvéksytty ja kdytossd. Jopa numeromerkkien 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 ja 9 ulkomuo-
to oli vakiintunut kutakuinkin nykyisin kiytettyyn muotoon. Algorismi eli nume-
romerkeilld laskeminen tarkoitti kuitenkin vain kokonaisluvuilla laskemista. Mur-
toluvut olivat toki tunnettuja. Jo Fibonacci oli esitellyt 1100-luvulla niin tavalliset
kuin myos egyptildistyyppiset yksikkomurtoluvut eli murtoluvut, joiden osoittaja
on yksi, ja babylonialaisperéiset kuusikymmenjérjestelmén murtoluvut. Fibonacci
jopa kéaytti edelleen kdytdssd olevaa murtoviivaa murtolukujen esittimiseen. Mur-
tolukuja kuitenkin pyrittiin valttdmain, jos mahdollista, ja aivan samasta syysté
kuin ténédédnkin: laskutoimitukset niilld olivat vaikeita. Kéytdnnossd murtolukujen
vilttely tarkoitti sitd, ettd mittajarjestelmat pyrittiin muovaamaan sellaisiksi, ettd
aivan pienimmaétkin yksikot olivat kokonaislukuja.

Ennen Stevinid mm. jo 1300-luvulla oli tehty joitain hajanaisia huomautuksia mah-
dollisuudesta kayttda desimaalisia murtolukuja. 1400-luvun alussa arabimatemaa-
tikko Al-Kashi kéytti niitd yhdessd kuusikymmenjérjestelmén lukujen kanssa.1500-
luvun alkupuolella saksalainen Rudolff ja Stevinin aikalainen ranskalainen Victe
olivat tehneet tahoillaan ehdotukset kymmenjérjestelmdn murtolukujen laajemmas-
ta kaytostd, mutta kumpikaan ei ollut laatinut aiheesta selvdd, kansankielista esitys-
td, joten muut eivit olleet voineet seurata heiddn ehdotustaan.

De Thienden esipuheessa Stevin osoittaa kirjansa mm. astronomeille, maanmittaa-
jille, tapetinmittaajille ja kaikille merkanteille. Stevin siis 1dhestyy kansankielisella
kirjasellaan kaikkia niité, jotka olivat kaytdnndssé kosketuksissa laskemisen ja nu-
meroiden kanssa. Hénen pddmaérandan oli muuttaa laskemisen kéytintd helpom-
maksi niin kotimaassaan kuin laajemminkin. Kirjasessaan Stevin lupaa opettaa hel-
pon tavan laskea ilman murtolukuja, niin ettd nelja aritmeettista laskutoimitusta
voidaan suorittaa murtoluvuille aivan samoin kuin kokonaisluvuille'**. Lupaus
merkitsi tdhén aikaan paljon.

Lupauksensa tiyttddkseen Stevin esitteli uuden tavan merkitd kymmenjarjestelmén
murtoluvut: kokonaisosia hdn kutsui nimelld ”alku” ja kirjoitti kokonaisosien pe-
radn ympyrén sisddn luvun 0, esimerkiksi kokonaislukua 364 merkittiin Stevinin
systeemissd ’364©”. Kymmenesosaa Stevin kutsui nimelld ’ensimméinen” ja kir-
joitti sellaisen perdan merkin ©. Sadasosaa hén kutsui nimelld toinen” ja kirjoitti
sadasosien perddn merkin @ jne. Esimerkiksi luvun 27,847 Stevin kirjoitti muo-
dossa ”270804@7®” ja luvun 875,782 muodossa "875@708@2®”. Stevin oli
opiskellut tarkasti Bombellin /’4/gebran ja hinen merkintdtapansa on tdsmaélleen

11|’ incommensurance ne cause pas absurdité des termes incommensurables” Kline s. 196
142 Struik The Principal..., s. 389, 397
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sama kuin Bombellin kdyttdma, vaikkakin hieman eri merkityksessé. Siind missé
Bombelli ilmaisi ympyrén sisilld olevilla luvuilla luvun x positiivisia potensseja
niin Stevin ilmaisi merkinnilld luvun kymmenen negatiivisia potensseja. Luku
270804@7® tarkoitti summaa 27-10° +8-107 +4-107 +7-107". Stevin ei ollut
kovin tarkka merkinnéstddn ja hinen myShemmissé kirjoissaan hén saattoi merkité
200
ympyrit lukujen paille: 5 7 8 9 luvulle 5,789 tai yksinkertaisesti lyhentdd: 732@
luvulle 7,32. Vaikka Stevinin merkinti on desimaalipilkkuun verrattuna ehdotto-
masti kompeld, niin sitd kdyttden useita nollia sisdltdvd desimaaliluvin merkinté on
kompakti, vertaa esimerkiksi lukua 0,05004 merkintddn 5@4®.

Stevinin uuden merkinnén tarkein etu oli siiné, ettd sitd kdyttden siihen saakka
vaikeina pidetyt murtolukujen laskutoimitukset muuttuivat kohtalaisen helpoiksi.
Hin laski yhteenlaskun 27,847 + 875,782 laskemalla ensin samat kymmenen po-
tenssin kertoimet yhteen ja sieventéimaéllé sitten luvun vaihe vaiheelta oikealta va-
semmalle:

270804@7@ + 8750708220
= 902015012@9®@ =90201602@9® = 9030602Q9®.

Stevin oli kehitellyt kaikille neljélle peruslaskutoimitukselle algoritmit, esimerkiksi
lukujen 27,847, 37,675 ja 875,782 yhteenlasku suoritetaan allekkain kirjoittamalla
ylariville kymmenesosien, sadasosien ja tuhannesosien paikat ja tihén jilkeen las-
ku etenee kuten nykyisinkin kouluissa opetettava allekkainlasku (vrt. kuva 17):

© © @ ©&
2.7 8 4 7
37 6 7 5
&8 75 7 8 2
9 4 1 3 0 4

Kolmen luvun summa on siten 941 @300@4® = 941,304.
Lukujen 32,57 ja 89,46 kertolaskun Stevin suoritti seuraavalla ryhmityksella:

© ® @

32 5 7

8 9 4 6

1 9 5 4 2

1 3 0 2 8
2 9 3 1 3
2 6 0 5 6
2 9 1 3

7 1 2 2
© © @ @ ®

Tulos on siis 291307010202@ =2913,7122. Kertolaskussa Stevin kéytti sa-
mankantaisten potenssien kertolaskusiddnt6d maérittdmalla alarivin oikeanpuolei-
simpien merkkien eli eksponenttien yhteenlaskulla @ + @ = @.
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THIENDE 13
HET ANDER DEEL

DER THIENDE VANDE
WERCKINCHE.

L. VOORSTEL VANDE

VERGADERINGHE.

Wefende ghegeven Thiendetalen te ver-
gaderen: hare Somme te Vinden.

"G recuEeveN. Het fijn drieoirdens van

16 S Srtevins

[II. VOORSTEL VANDE
MENICHVVLEIGHINGHE.

Wefende ghegheven Thiendetal te Me-
nichvuldighen, ende Thiendetal Menich-
Yulder: baer Upytbreng te vinden.

T GuecuEVEN. Het {y Thiendetal te Me-
A pichvuldighen 32 ® § @® 7 &, ende het
Thiendetal Menichvulder $9©4®6E. Tre-
¢HsERDE, Wymoeten hacr Vytbreng vinden.
Wercxk1nN6Menfal

Thiendetalen, welckereerfte 27 @8 (4> ; e YoTe)
7.3, detweede, 37.06 @73 s 3, de'derde, gc gc}gclflvc g?u;:'c 'n olr= 3 2 ;- e
875@7M8(52G, T'BEGHEERDE. W enlhe enals hier neve, 7

7507 RS, y Menichvuldigende naer 8 946
mocten hacr Somme vinden « WERCKXING. degemeene D ere \:an P
. ) : 95 4

?:1;2 (?rlld;%gg%hz:l&rglh:k QOCB Menichvuldighen  met 13028

hier neven, die vergaderen- 27847 heele ghetalen aldus: 29313

de nacr de ehemeens mani 376775 Gheeft Vytbreng (door 2 6 o 5 6
poracglemeenc manic. g ; 5 5 g her 3*. Prob. onfet Fran.

re der vergaderinghe van ———"—— ith SNy 2'37 122

heclegetalenaldus: 941304 Arith.) 29137122: Nu COeEE®

Comt in Somme (door het 1. probleme onfer
Franfcher Arith.) 9 4 1304 dat fijn (vwelck de
teeckenen boven de ghetalen ftaende, anwijfer)
941Q@3® 0@ 40. Ick{caghede felvete welen
de ware beghcerde Somme. Bewys. De ghege-
ven 27© 8 (N4 @ 7@, doen (dootde 3¢. bepa-
ling) 27:%, &5, 7255, maccké efamen 27837
Ende door defelve redenfullende 3706 73
§ @ weerdich fijn 3782%; Ende de 875@7®

33

omte weten wat ditfijn, ,
men {al vergaderen beyde delaetfte gegeven teec-
kenen, welcker een is (2, ende herander oock (2,
maecken tfamen @), waer uyt men befluyten fal,
dat de lactfte cijffer des Vytbrengs is @ , welcke
bekent wefende foo fijn oock (om haer volghende
oirden) openbaer alle dander, Inder voughen dat
2913@7M1 @23 2®, fijn het beghcerde
Vytbreng. Bewys, Het ghegheven Thiendetal
te menichvuldighen 3: @ 5 ©7®, doctbfgé:
1
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Kuva 13. Simon Stevinin kirjan De Thiende sivut 13 ja 16.

De Thienden ilmestyminen oli merkkipaalu desimaalilukujen levidmisessd. Rans-
kankielinen versio julkaistiin saman tien 1585. Lisdksi 1608 ilmestyi kirjan en-
simmadinen englanninkielinen versio. Desimaalilukujen kdyttdonottoa ei voi kui-
tenkaan laittaa pelkéstddn Stevinin ansioksi. Itse asiassa Stevinin merkintétapa ei
noussut koskaan valtavirtaan” ja desimaalilukuja kéytettiin enemmin tai véhem-
maén satunnaisesti kunnes John Napier, Stevinin innoittamana, ilmaisi 1600-luvulla
ilmestyneissé logaritmitaulukoissa tukensa desimaalilukujen kaytolle. Itse asiassa
Napierin ja logaritmitaulukoiden vaikutusta desimaalilukujen yleistymiseen voi pi-
tééd vahintdédn yhté tirkednd, ellei tirkedmpéndkin, kuin Stevinid ja De Thiended.
Aivan ensimmadisessé logaritmien julkaisussa Descriptio desimaalilukuja ei kéytet-
ty, vaan kaikki logaritmit laskettiin luvusta 10’, mutta jo vuonna 1619 Constructi-
ossa Napier kirjoitti nykyaikaan saakka kantaneen tirkeén periaatteen selvélla ta-
valla:

Kdyton levidminen

"Kaikki pisteen jalkeen kirjoitettu on murtolukua.”

Henry Briggsin laatimassa ja vuonna 1624 ilmestyneesséd kymmenkantaisten loga-
ritmien taulukossa kéytettiin jo nykyisenkaltaisella tavalla desimaalilukuja pilkun
toimiessa desimaalierottimena. Desimaaliluvut tulivat yleisesti hyvéksytyiksi 1600-
luvun aikana.

Luvussa 4 kerrotaan tarkemmin logaritmien kehittymisesté ja hieman my6hemmin
tésséd luvussa palataan merkint6jen kehittymiseen, mm. desimaalipilkun historiaan.
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Stevinilld oli kirjasellaan myos toinen tavoite desimaalisten murtolukujen kéyt-
toonoton lisdksi. Hén pyrki desimalisoimaan mittajarjestelmét. Hén esitti, ettd kul-
lakin alalla perusmitta olisi ”alku” eli niiden perdén kirjoitettaisiin @ ja tdma4 jaet-
taisiin kymmenes-, sadas- jne. osiin. Témé ehdotus ei kuitenkaan saanut vastaavaa
hyvéksyntdé kuin itse desimaaliluvut ja mittajérjestelmien uudistaminen siirtyi lo-
pulta kahden vuosisadan padhidn Ranskan vallankumouksen yhteyteen. Sana “’de-
simaaliluku” on Stevinin kehittdma.
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Simon Stevin (1548-1620)

Simon Stevin oli syntyisin varakkaasta Bruggelaisesta'** perheesti.
Nuoruudessaan Simon tyoskenteli kotikaupungissaan kassavirkailijana
ja kirjanpitdjand sekd kaupungin taloushallinnossa, hetken my&s Ant-
werpenissd. Vuonna 1571 hén irtisanoutui kaupungin palveluksesta ja
matkusteli vuodet 1571-1577 Pohjois-Euroopassa: Preussissa, Puolas-
sa, Ruotsissa ja Norjassa. Vuonna 1581 hin asettui asumaan pohjoi-
seen Leidenin kaupunkiin.

Alankomaat olivat 1500-luvun lopulla myllerryksessé. Eteldssd valtaa
piti Espanja, jonka alaisuudesta pohjoisosa, mm. juuri Leidenin kau-
punki, oli vasta itsendistynyt. Syy Stevinin muuttoon oli mahdollisesti
Espanjalaisten vallanpitdjien harjoittama sorto protestantteja kohtaan,
miké oli ollut my6s alkusysdys pohjoisten maakuntien itsendisyysso-
dalle. Oliko Stevin katolinen vai protestantti ei kuitenkaan tiedetd
varmuudella. Joka tapauksessa runsaasti protestantteja seka katolista
hallintoa muuten kavahtaneita flaameja muutti Stevinin tapaan pohjoi-
sen itsendistyneille alueille.

Morits Oranialainen (1567-1625), Alankomaiden tasavallan kenraalikuverndori, perusti vuonna 1575 Leide-
niin yliopiston, jonne Stevin kirjautui télloin jo yli 30-vuotiaana. MyShemmin hén toimi yliopistossa opetta-
jana. Alankomaat, nuorena valtiona, tarvitsi juuri Stevinin kaltaisia lahjakkaita ja tyoteliditd ihmisid. Etenkin
haparoiva alku merkittdvédksi merenkdyntivallaksi ja mydhemmin jopa siirtomaiden hallitsijaksi merkitsi
tarvetta insinddreille, kartantekijoille, maanmittaajille ja tietenkin ndiden aineiden opettajille. Stevin julkaisi
vuosina 1582-1586 useita flaaminkielisié kirjoja, mm. Problemata Geometrican, Arkhimedeksen, Euk-
leideen ja Diirerin teksteihin pohjautuvan geometrian kirjan, joka késitteli tasogeometriaa ja sdédnndllisten
kappaleiden muodostamista sekd De Thienden.

Vuonna 1590, mahdollisesti jo aiemminkin, Stevin muutti Delftin kaupunkiin, joka tunnetaan parhaiten mes-
tarimaalari Johannes Vermeerin (1632-1675) kotikaupunkina. T44ll4 hén suoritti monenlaisia fysiikkaan
liittyneitd kokeita, mm. osoitti vaariksi Aristoteleen ajatuksen, ettd raskaammat kappaleet tipahtavat ke-
vedmpid nopeammin. Deftiin hén perusti uudenlaisen tuulimyllytyypin, josta oli hankkinut itselleen patentin
vuonna 1586. Vuonna 1593 hénet nimitettiin Alankomaiden armeijan huoltopaillikdksi. Tdsséd virassa hdn
oli kuolemaansa saakka. Tahin tyohon liittyen Stevin kirjoitti runsaasti armeijaan ja sodankdyntiin liittyvid
kirjoja. Vuonna 1600 hén jérjesti Leidenin teknillisen koulun matematiikan opetuksen uudestaan. Osana
uudistusta opetusta ryhdyttiin antamaan kansankielisend, ei endé latinaksi.

Stevin avioitui verrattain kypsalla iélla, yli 60-vuotiaana, itsedédn huomattavasti nuoremman Catharina
Craeyn kanssa. Avioliitosta syntyi nelji lasta, kaksi poikaa ja kaksi tyttdd, joista toiseksi vanhin Hendrik
seurasi iséédnsé uravalinnassaan ja ryhtyi opiskelemaan matemaattisia tieteitd valmistuen insinddriksi. Myo-
hemmalla iéll4, perittydén didin ja nuorena kuolleen vanhemman veljensd Hendrik havaitsi ettd nuori leski ei
ollut ymmaértényt aviomichensé késikirjoitusten arvoa. Ne olivat sekd epdjérjestyksessi ettd osittain ajautu-
neet myos pois perheen hallusta. Hedrik kerasi ja jérjesti kaikki hajallaan olleet paperit ja ryhtyi julkaise-
maan niitd vuonna 1649.

Simon Stevinillé oli erikoinen mielipide flaamin kielen ylivertaisuudesta teknisilld aloilla verrattuna kaikkiin
muihin kieliin. Hendrik, jopa monella tavalla seurasi isddnséd, omaksui mielipiteen ja kieltdytyi opiskelemasta
koulussa latinaa.

143 Satamakaupunki Brugge sijaitsee nykyisen Belgian pohjoisosan flaamilaisalueella.
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1.7.13 Algebran kehitys Vieten jalkeen

Thomas Harriot Englantilainen Thomas Harriot (1560-1621), joka tunnetaan parhaiten fysiikkaan
liittyneisti saavutuksista oli eris joiden harteilla” Newton kertoi seisseensi.'**
Harriot valmistui 1580 Oxforin yliopistosta ja asettui vuonna 1590 asumaan Lon-
toon ldhistolle. Harriot tutki fysiikan lisdksi my0s matematiikkaa, mutta ei koskaan
julkaissut yhtddn matematiikan kirjoitusta. Osa niisté julkaistiin postuumisti 1631,
mutta jo ennen titd hinen késikirjoituksensa olivat tunnettuja Euroopassa.

Harriot oli sisdistdnyt Vieten ajatukset hyvin ja mm. omaksunut hdnen tuntematto-
mien suureiden merkintitapansa. Harriot kuitenkin vaihtoi Viéten kayttdmét isot
kirjaimet pieniin sekd potenssien sanallisen ilmaisun kirjainten toistoon. Esimer-
kiksi yhtdlon —x* +8x® —13x? +8x =12 Harriot kirjoitti

1211+ 8a —13aa + 8aaa — aaaa . Tille yhtélolle Harriot hyvaksyi ratkaisut a =2, a =
6, a= V-1 jaa= —/-1.Yhtilén 1611-6a +9aa - aaa ratkaisuiksi Harriot ilmoit-
taa luvut 2, 8 ja —1. Harriot siis yhdisti késikirjoituksissaan Viéten uuden analyysin
Cardanon ja Bombellin vapaaseen suhtautumistapaan negatiivisiin lukuihin ja
kompleksilukuihin.

Albert Girard Ranskalaismatemaatikko Girard (1595-1632) joutui kotimaassaan vainotuksi pro-
testanttisen uskonsa takia ja muutti Stevinin tapaan jo nuorukaisena Hollantiin,
Leidenin kaupunkiin, jonka yliopistoon hén kirjautui 22-vuotiaana. Girard teki al-
gebran alalta useita mielenkiintoisia 10yt6jd. Girard tutustui hyvin Stevinin ja
Bombellin teoksiin ja omaksuen heiddn merkintitapansa. Esimerkiksi lausekkeen
12x Girard kirjoitti 12®, lausekkeen 4x” 4® jne. Hin my®ds julkaisi jotain Stevi-
nin teoksia. Kiinnostava sivupolku on, ettd Girard julkaisi vuonna 1634 kuuluisalle
ja mydhemmin paljon tutkitulle Fibonaccin lukujonolle ensimméiisena rekursiokaa-
van a,=a, ,+a,_, .

Vuonna 1629 Girard julkaisi kirjan Invention nouvelle en I’algebre (Uusi keksinto
algebrassa), jossa hén esitti, niin ikdidn ensimmaiisend, algebran peruslauseen. Seu-

Kuvan ldhde: .. . ..

http://fermatslasttheo raavat otteet on poimittu kirjan'+s sivuilta 135-146:

f)%%tz)}()ﬁ)sp;[)t.comﬂo "Lause Il. Jokaisella algebrallisella yhtalolld, paitsi epataydelliselld, on yhtd monta ratkai-
. anert- sua, kuin korkeimman termin nimellisarvo osoittaa. Ja ratkaisujen ensimmadinen factio on

girard.html

yhtd suuri kuin ensimmadisen alemman termin kerroin, toinen factio on yhta suuri kuin
toisen alemman termin kerroin, kolmas kolmannen ja niin edelleen niin, ettd viimeinen
factio on yhta suuri kuin vakiotermi - ja kaikki merkit on huomioitava vaihtelevassa jar-
jestyksessa.”

Girard ei anna lauseelleen todistusta, vaan perustelee sitd useiden esimerkkien
kautta. Hén kirjoittaa:

I ) . . 4 2 I
Selitys. Olkoon tdydellinen yhtilo4s x~ = 4x> +7x* =34 x —24 . Tallsin sen kor-
keimman termin nimellisarvo on 4, mikda merkitsee, etta silla on nelja tiettya ratkaisua, ei
enempada, ei vahempad, nimittdin 1, 2, -3 ja 4. ...”

Girarad antaa tdmén jélkeen useita yhtilditd, joilla on erilaisia reaalilukuratkaisuja.
Girard hyvéksyi my0s luvun nolla yhtilon ratkaisuksi, tdssdkin suhteessa hin oli
edelldkiviji. Reaalisia ratkaisuja siséltdvien yhtidloiden jdlkeen jdlkeen Girard tote-

144 Lohne, s. 189

"**Black & Schmidt, 1986.

14 Girard kirjoittaa yht#lon nain: ”1(4) on yhtd suuri kuin 4(3) + 7(2) — 34(1) — 24”, Girard maritteli aiemmin tiydelli-
sen yhtdlon yhtéloksi, jos siind on korkeimman asteen termisti alkaen jokaista muuttujan potenssia alenevassa sarjassa
vakiotermiin saakka.
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aa, ettd yhtalolld x* = 4x -3 on ratkaisut 1, 1, —1++/-2 ja —1—-+/-2 . Girard huo-
mioi siis sekd kaksoisjuuren ettd imaginaariset ratkaisut. Tdmén esimerkin jalkeen
Girard pohtii hieman kompleksilukujuuria:

"Joku voisi kysya, ettd mitd hyotyd ndistd mahdottomista ratkaisuista on. Vastaan, ettd ne
ovat hyodyllisia kolmesta syysta: yleisen sdanndn varmistamiseksi, ollakseen varma, etta
ei ole muita ratkaisuja ja niiden kaytannollisyyden vuoksi.”

Kaksi ensimmaistd Giradin perustelua ovat selvit, mutta hinen “kaytanndllisyyten-
sd” el kdy ilmi tekstistd, mutta se liittynee kolmannen asteen yhtédlon tapauksen ca-
sus irreducibilis ratkaisuun.

Lauseen II “factioiden” kaytt6a Girard esittelee mm. seuraavan esimerkin kautta.

Olkoon yhtilo x* - 7x*+24 = 4x” - 34x, joka on siis jirjestetty siten, etti parilli-
set potenssit ovat yhtisuuruusmerkin vasemmalla ja parittomat oikealla puolella'’.
Yhtélolla on nelja ratkaisua, luvut 1, 2, —3 ja 4. Girard opettaa factioiden laskemi-
sen ja kdyton: Ensimmaéinen factio on juurten summa 1 + 2 — 3 + 4 = 4 eli kolman-
nen asteen termin kerroin. Toinen factio on juurten pareittain laskettujen tulojen
summa 1:2+1-(-3)+1-4+2-(-3)+2-4-3-4=-7 eli toisen asteen termin ker-
roin. Kolmas factio on juurista muodostettujen tulokolmikoiden summa —34 eli en-
simmadisen asteen termin kerroin ja neljis factio on juurten tulo eli vakiotermi 24.
Tamai Girardin tekemi havainto oli ensimmaéinen kerta, kun ymmarrettiin po-

lynomiyhtélon kertoimien ja juurten vélinen yhteys.

Girard tekee vield yhden merkittdvin méaritelmén kirjassaan kuvatessaan negatii-
visten lukujen merkitystd. Han toteaa hyvin lakonisesti:

"Tahan saakka emme selittaneet mahdollisesti |0ytyvien negatiivisten ratkaisujen merki-
tystd. Miinusratkaisu on selitettavissa Geometriassa liikkeelld taaksepdin; negatiivinen
lilkkuu taaksepdin, kun positiivinen etenee.”

Toteamuksensa jalkeen Girard antaa esimerkin. Aluksi piirretddn kaksi suoraa DG
ja BC, jotka leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteessd O. Suoran kulman puolitta-
jalle sijoitetaan piste A4 siten, ettd ABOF on nelid, jonka jokainen sivu on 4. Pistees-
td A piirretdén jana AC, joka leikkaa suoran DH pisteessd N siten, etté janan NC pi-

tuus on V153.

D
"
~
N
L kK _Bfp o V153
MC
A F
G
H
Kuva 14.

Kuvion jilkeen Girard ryhtyy selvittiméén janan FN (= x) pituutta yhtilon
x* =8x” +121x” +128x - 256 avulla. Yhtilolle hin 16yt4d nelja ratkaisua, joille
antaa geometriset selitykset: FN =1, FD =16, FG = -4 1+,/41 ja FH=

147 T4t3 merkitsee lauseen II viimeinen huomautus.
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-4 % - \/E . Hén viela selvittia, etti pisteestd F ylospdin liikuttaessa liikutaan po-
sitiiviseen suuntaan: ’jos oletamme, ettd FN ja FD etenevit ...” ja pisteestd F alaspdin
litkkuttaessa litkutaan negatiiviseen suuntaan: "... FG ja FH liikkuvat taaksepdin”. Girard
ennakoi tdssd lukusuoran kasitettd, joka perustuu hyvin yksinkertaiselle luvun
geometriselle tulkinnalle, jota Girard kéytti kuviossaan. Girard piti pistettd /' ikddn
kuin origona, josta suunnisti ylospdin sijoittaen positiiviset ratkaisut pisteen £ yla-
puolelle ja negatiiviset ratkaisut pisteen F alapuolelle.

1.7.13 René Descartes ja modernit merkinnat

René Descartes

Algebra oli kehittynyt nopeasti Ars Magnan (1545) ilmestymisen jidlkeen. Kuiten-
kin yksi merkittdva puute vield vaivasi sitd: huonot merkinnit. Viéten tyon seura-
uksena muuttujan merkitys jo ymmarrettiin, mutta sen jidlkeen yhteisymmarrys oli-
kin véhéisté. Joskus tapahtuu niin onnellisesti, ettd asiat loksahtavat kerralla pai-
koilleen. Néin sattui, kun ranskalainen filosofi ja matemaatikko René Descartes'*®
(lat. Renatus Cartesius; 1596-1650) julkaisi vuonna 1637 filosofisen esikoisteok-
sensa Discours de la Méthode (Metodin esitys). Nimen mukaisesti Descartes esitte-
li teoksessa kehitteleménsi tieteellisen yleismenetelmén. Descartesin lopullinen
padmaara oli ”luoda tieteille paitsi uusi metodi myds taysin uusi pohja, joka olisi samalla
kaiken inhimillisen tiedon varma perusta.”* Oivalluksen tistd ihmeellisesti tieteiden
uudesta perustasta Descartes kertoo saaneensa erdénd marraskuisena talvipdivani
vuonna 1619. Paperille hin laittoi ajatuksensa kuitenkin vasta vuosien kypsyttelyn
jélkeen. Jo ennen Metodin esitystd, vuosina 1626-1628, laati Descartes lopulta kes-
keneréiseksi jadneen kirjasen Jdrjen kdyttéohjeet. Tassd Descartes kirjoitti algebran
suhteesta hénen tieteelliseen menetelmaédnsa:

"Nykyisin kuitenkin kukoistaa erdas aritmetiikan laji, jossa suoritetaan luvuilla se, minka vanhat
geometrikot suorittivat kuvioilla ja sitd kutsutaan algebraksi. Nama kaksi tapaa eivat ole mi-
taan muuta kuin saman menetelman alkuperdisista periaatteista itsekseen kehittyneitd hedel-
mia.” 150

Descartesin ajatukset kulkivat samoja polkuja kuin Viételld aiemmin. Descartes
kuitenkin vei pohdiskelut filosofisempaan suuntaan ja korkeammalle tasolle kuin
Viéte, jolle analyysi tarkoitti uudistettua algebraa. Descartesille algebra, uudiste-
tussa muodossaankin oli vain yleisen menetelmén, universaalin matematiikan, so-
vellus:

"Joitain jalkia tdstd aidosta matematiikasta ndyttaa esiintyneen Pappoksella ja Diofantoksella,
jotka elivat satoja vuosia sitten, vaikkeivat ehka aivan alkuaikoina. Luulen, ettd ndma samat
kirjoittajat ovat myohemmin katalasti kdatkeneet sen, kuten monien nerojen on todettu teh-
neen keksinnoilleen. Ehka he pelkdsivat tuon matematiikan olevan niin helppoa ja yksinker-
taista, ettd se julkistettuna menettdisi arvonsa. Sen sijaan he mieluummin paljastivat ihmetel-
tavaksemme muutamia ndenndisen teravasti todistettuja steriileja totuuksia ikdaan kuin taiton-
sa aikaansaannokseina, mutta eivdt opettaneetkaan itse taitoa, vaikka juuri se olisi taatusti
herattanyt ihailua. Tallakin vuosisadalla on eldnyt erdita nerokkaita miehid, jotka ovat koetta-
neet herattaa henkin saman taidon, silla mitipa muuta olisi se, mita kutsutaan vieraskielisesti
algebraksi? Algebra selviytyy moninaisten lukujen ja selittdmattomien kuvioiden roykkiosta
niin mainiosti, ettd tuloksena on lopulta suurin mahdollinen selkeys ja helppous, jollaisen
voimme olettaa olevan myos aidossa matematiikassa. Kun nama ajatukset olivat saaneet mi-
nut siirtymaan pois aritmetiikan ja geometrian parista, jotka ovat erillistieteitd, etsidkseni

8 1 yhyt eldmikerta sivulla nn, analyyttisen geometrian yhteydessa.
9 1illi Alanen, Descartesin Teoksia I johdannossa, s. 12.

150 Descartes, s. 50-51
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yleistad matemaattista tiedettd, kysyin aluksi, mita ihmiset sanalla matematiikka oikeastaan
tarkoittavat ... vain kaikki ne alat, joissa tarkastellaan jarjestysta tai mittaa, kuuluvat matema-
tiilkkaan riippumatta siita tehddanko mittaus lukujen, kuvioiden, tahtien, ddnien tai joidenkin
muiden kohteiden mukaan. Niinpa on oltava jokin yleistiede, joka selittaa kaiken, mita jarjes-
tyksestd ja mitasta voidaan tutkia lisdadmatta mitda erityisaineistoa. Tata tiedettd voimme kut-
sua universaaliseksi matematiikaksi, mika ei ole juuri keksitty nimitys, vaan se on jo vanhas-
taan ollut kdytossa; se sisdltda kaiken sen, minkd ansiosta muita tieteenaloja kutsutaan ma-
tematiikan osiksi. Universaali matematiikka on sen alaan kuuluviin erillistieteisiin verrattuna
ylivoimaisen kayttokelpoinen ja helppo, mika ilmenee siita, ettd se kattaa kaiken saman kuin
namadkin seka lisdksi vield paljon muuta. 151

Viéten tyyliin mathematica universalis on (kuten Stevinin ajatuksissa) jo muinais-
ten keksintd, viitateen suoraan vain Diofantokseen ja Pappokseen. Descartes esitte-
lee metodiaan kesken jadneessa Jdrjen kdyttéohjeissa 21 erilaisen sddnnon kautta
sekd tietenkin Metodin esityksessd. Myohemmissékin kirjoissaan hén jatkoi aiheen
parissa.

Mielenkiintoinen kysymys on, ettd oliko Descartes tietoinen Viéten jo vuosikym-
menid aiemmin julkaisemista analyysid koskeneista kirjoituksista. Descartes itse
viitti, ettd on kehittdnyt menetelménsa ennen kuin néki Vieten algebralliset teks-
tit.”’? Missd midrin Descartes on saanut vaikutteita keneltikin on kysymys, johon
historioitsijat eivat ole 16ytdneet tarkkaa vastausta. Descartes joka tapauksessa joko
hylkéé tai ei ollut edes tietoinen Viéten logistica speciosasta silli vastaavaa lajien
ja dimensioiden kisittelya ei Descartesin kirjoituksista 16ydy. Descartes itse asiassa
kritisoi vahvasti algebran geometrista terminologiaa: pituutta, nelioté ja kuutiota.
Hién kirjoittaa:

"Niinpa tulin siihen tulokseen, ettd ndma nimitykset on syytd kokonaan hyldtd, jotta kdsitteet
eivdt mene sekaisin. ... Niinpa on erittdin tarkedad panna merkille, etteivat esimerkiksi juuri,
nelio ja kuutio ole mitdan muuta kuin perdkkaisia suureita, joiden keskindinen suhde on va-
kio.”153

La géométrie Metodin esitys siséltdd kolme liitettd, joissa hén esitteli yleispitevin metodin sovel-
tamista tiettyihin erityisiin tilanteisiin. Niisti La géométrie”* (Geometria) on al-
gebran kannalta merkittdvin. Juuri tdssé liitteessd Descartes ottaa ottaa kdyttoon,
ilman erityisié perusteluja tai johdantoa modernit algebralliset merkinnét. Muuttu-
jina Descartes kayttda kirjassaan Harriotin ja Girardin tapaan pienié kirjaimia, mut-
ta ei Viéten tapaan vokaaleja, vaan ranskan aakkosten loppupéén kirjaimia x, y ja z.
Parametreina hin kéyttda aakkosten alkupéén kirjaimia a, b ja c. Tdmé Descartesin
oivallus on kdynyt niin arkipdivéiseksi, ettei kahtiajakoa useinkaan tule miettineek-
si. Osittain kunnia kirjaimen x:n kiytostd tuntemattomana kuuluu Descartesin li-
séksi kirjapainolle. La géométrien painatusta valmistaessaan kirjapainosta alkoi
loppua aakkosten loppupéén kirjaimet, jolloin Descartesilta kysyttiin oliko valié
mitd kirjainta pddasiassa monissa kirjan yhtiloissd kaytettdisiin. Kun Descartes
vastasi, ettd ei ole vilid, kaytti kirjanpaino useimmissa tilanteissa kirjainta x, joka
on ranskan kielessi harvinaisempi kuin y ja z.'”’

Muuttujien lisdksi potenssi ja nelidjuuri ovat La géométriessa nykyisenkaltaisessa

asussaan, kuten saksalaisperdiset ja jo Vieten kdyttdmit yhteen- ja vihennyslaskun
merkit. Ainoastaan yhtdsuuruusmerkki ja potenssin kaksi merkinté poikkeavat mo-
dernista. Itse asiassa Descartesin kirja on ensimmaéinen julkaistu matematiikan, jota

131 Descartes, s. 52-53

132 Struik, Source...s. 88

59 1/x=x/x?=x*/x* = ... ; Descartes, s. 106-107

'3 Hinen merkittdvin matemaattinen oivalluksensa, algebran soveltaminen geometriaan eli analyttisen geometrian
perustaminen tapahtuu tidssa Metodin esityksen liitteessd. Analyyttisen geometrian kehittymisté kasitelldén luvussa 5.
133 Derbyshire, s. 93
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on merkintdjen puolesta mahdollista seurata ilman kohtuutonta vaivaa, joskin 400

vuotta vanha ranskankieli estdnee lukukokemuksen. Descartesin auktoriteetti sai
aikaan sen, ettd yha useampi hintd seurannut matemaatikko omaksui hdnen mer-
kintdnsé ja ne syrjdyttivit lopulta melko nopeasti kaikki muut kéytetyt merkinnét.

372 LA GEOMETRIE.
‘ombicn

peur y  Scachés donc qu'en chafque Equation, autant que

uoir de |3 guantitéinconnue ade dimenfions, autant peutily

:flcn}f:rq; auoir de diuerfes racines, c’eft a dire de valeurs de cete

‘quatid quantité. car par exemple fi on fuppofe x efgale a 2; ou-
bien x-- 2 efgal a rien ; & derechef x 2 3; oubien
% -- 3 20 o;en multipliant ces deux equatidns x -- 2 00,
& x--3 200, I'vnepar l'autre, onaura xx-- § x -+ 6 2o,
oubien xx 20 §x-- 6, quieft vne Equation en laquelle la
quantité x vaut 2 & tout enfemble vaut 3. Que fi dere-
chefon fait x+- 4 20 0, & qu’on multiplic cete fomme par
X X--§x-1 600, Onaura x’-- gxx +26x --2400,
qui eft voe autre Equation en laquelle x ayant trois di-
menfions a aufly trois valeurs,qui font 2, 3, 8 4.

[%;l:l‘i:‘ M aisfouuentil arriue, que quelques vnes de ces raci-

fufles ra- Des font faufles , ou moindres que rien. comme fion

cines:  fuppofe que x defigne aufly le defaut d’vne quantité,
quifoit s,onax —+ 500 , qui eftant multiplice par
X3-- 9% X%+ 26%--240 ofait

X4--4x'--19Xx-+ 106X--120 00

pour voe equation en laquelle il y aquarre racines , a
fcauoir trois vrayes qui font 2, 3, 4, & vne faufle qui
eft 5.

f:::l‘:‘ Et on voit euidemment de cecy, que lafomme d’'vne

diminuer equation, qui contient plufieurs racines, peut toufiours

lenombie eftre duuifee par vn bindme compofe de la quantit€ in-

menfions connué,moins la valeur de I'vne des vrayes racines, la-
i E- . s
g:,“,i‘on quelle que cefoit; ou plus la valeur de I'vne des fanflés.

losfq'on Ay moyen de quoy on diminue d’autant fes dimen-
connol

* fions
quel- 10ns. ;
= voede Bt reciproquement que fi la fomme d’vne equation
cS raci- ne
nes.

Kuva 15. La Géométrien sivut 372 ja 373. Ensimmadisen painoksen nakdispainos,

Dover, 1954.

Yhtdiloiden teoria

Livre TROISIESME. VA
ne peut eftre divifée par vn binéme compofé de la quan- S:“;:‘;i
tit¢inconnue = ou-- quelque autre quantité, cela tef- ;l“l::liﬂ_:re
moigne que cete autre quantité n’eft la valeur d’aucune Ex?amli?é
de fesracines, Comme cete derniere AL

Xte-4 xP--19xX—+ 106 X--120300 leurd’'voe
peut bien eftre divifée , par x -- 2, & par x-- 3, &par ““*"

% =- 4, & par x -+ §; mais non point par x -+ ou-- aucu-
ne autre quantit¢. cequi monftre qu'elle ne peut auoir
que les quatre racines 2,3,4,& 5.

On connoift aufly de cecy combien il peut y auoirde ﬁombicn
vrayesracines, & combien de faufles en chafque Equa- Tl
tion. A fcanoirily enpeutauoirautantde vrayes, que ¥rayes

. racinesen

les fignes + & -- s’y trouuent de fois eftre changés ; & chafque
autant de fauffes qu’il s’y trouue de fois deux fignes +-, Equatid.
oudeux fignes -~ qui s’entrefuiuent. Comme en la der-
niere,a caufe qu'aprés +- x 4ily a-- 4 x*,quieft vo chan-
gement du figne + en-- & apres-- 19 x xilya=+106%,
& aprés -+ 106 xilya-- 120 qui font encore deux autres
changemens, on connoift qu'il ya trois vrayes racines; &
vae faufle,a caufe que lesdeux fignes -- de 4 x %, & 19 ¥,
s’entrefuinent.

Deplusileftayf¢de faire en vne mefime Equation, csment
que toutes les racines qui eftoient fauffes deuienent on fuic
vrayes,& par mefme moyen que toutes celles qui eftoi€t g
vrayes deuienent fauffes : a fgauoir en changeant tous ;ﬂ:;ﬂ;é
les fignes + ou -- qui font en la feconde , en la jua_mm
quatriefme , en la fixiefme , ou autres places qui fe v;:;::'&&
defignent par les nombres pairs , fans changer ceux les vrayes
de la premiere , de la troifiefme, de la cinquiefme il
& femblables qui fe defignent par les nombres

Aaa 3 impairs.

Descartes késitteli La Géométrien kolmannessa ja viimeisesséd osassa yhtiloiden
teoriaa. Osan kolme alussa hén kirjoittaa yhtdlon juurten ja asteluvun vilisestd yh-

teydestd. Itse asiassa Descates ei ole edes kiinnostunut ratkaisemaan yhtilod, vaan
pikemminkin hén ndyttdd, miten yhtéldita rakennetaan juurien avulla. Descartes
kirjoittaa La Géométrien sivulla 372 (vrt. kuva 15):

"Jokaisella yhtdlolld voi'sé olla yhtd monta erillistd juurta eli tuntemattoman suureen
arvoa kuin tuntemattomalla suureella on ulottuvuuksia. Oletetaan esimerkiksi, ettd x = 2

tai x-2 = 0ja x =3 tai x- 3 = 0. Kertomalla keskenaan kaksi yhtdléd x- 2 = 0 ja x- 3

= 0saadaan x> =5x+6=0 eli x*=5x—6. Tamai on yhtils, jossa x:Il4 on arvo 2 ja

samaan aikaan x:lld on arvo 3. Jos seuraavaksi teemme x - 4 = 0 ja kerromme tdman yh-

s 2 3 2 . i .
talolla x“ —=5x+6=0 saamme x” —9x° +26x —24 =0, toisen yhtilon, jossa x:lld on
kolme ulottuvuutta ja siten kolme arvoa, nimittdin 2, 3, ja 4.

1% Descartes on Girardia taantumuksellisempi, silld hin hyviksyy vain reaaliset positiiviset ratkaisut ja siksi kirjoittaa

”voi olla.” Girard ilmaisi asian selvésti siten, ettd jokaisella yhtdlolla on tdsmélleen asteluvun verran ratkaisuja.
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Usein kay kuitenkin niin, ettd jotkut juuret ovat virheellisia tai vihemman kuin ei mitdan.
Jos siis oletamme, ettd x edustaa luvun 5 puutetta’s?, me saamme x + 5 = 0, mika ker-

rottuna yhtilolla x° —9x? +26x —24 =0 antaa yhtilon

x* —4x° —19x? +106x =120 =0, jolla on nelji juurta, nimittiin kolme oikeaa juurta
2, 3 ja 4 seka yksi virheellinen juuri 5.”

Descartesin yhtildiden kisittelyssé on Girardin kisittelyd selvemmin nakyvilla
kuinka yhtdl6 voidaan rakentaa juurien avulla. Toisaalta Descartesin mielestd nega-
tiivinen luku —5 ei ole kuitenkaan yhtélon “oikea” juuri, vaikka hén selvésti ym-
martdd kyseisen luvun toteuttavan rakentamansa yhtilon. Tadmé nékdkanta liittyy
hénen tuntemattomien suureiden geometriseen tulkintaan janojen pituuksina. Tétd
késitellddn tarkemmin seuraavassa luvussa.

Descartes jatka vield kyseisen yhtilon késittelyd varmistaen, ettd edelld kirjoitetun
perusteella muotoa p(x) = 0 olevassa yhtdldssé lauseke p(x), josta Descartes kayttda
nimitystd “summa”, on jaollinen juurista muodostetuilla binomeilla. Lisdksi hin
esittelee todistamatta ns. Descartesin merkkisddnnon positiivisten ja negatiivisten
juurten lukuméirén selvittdmiseksi. Sdanto oli talldin myds ainakin Thomas Har-
riotin tiedossa, silld hin julkaisi sen kirjassa Artis analyticae praxis (1631)"®. La
Géometrie, s. 372-373:

"Edeltdavan perusteella on selvdd, ettd useita juuria sisdltavan yhtaléon summa on aina
jaollinen binomilla, joka on muodostettu vahentdmalld suureesta jokin oikeiden juurten
arvoista tai lisadmalla jonkin virheellisen juuren arvo. Tdlla tavalla yhtdlon astelukua on
mahdollista alentaa.

Toisaalta, jos yhtdlén termien summa ei ole jaollinen binomilla, joka muodostuu tunte-
mattomasta suureesta, johon on lisatty tai josta on vahennetty toinen suure, niin jal-

kimmainen suure ei ole yhtdlén juuri. Siten yhtilo x*=4x*-19x? +106x-120=0
on jaollinen vain [lausekkeilla] x - 2, x - 3, x - 4 ja x + 5, mutta ei ole jaollinen [lausek-
keella] x + tai - jokin toinen suure. Siksi yhtdl6lld voi olla vain neljd juurta 2, 3, 4 ja 5159.
Voimme maarittda oikeiden ja virheellisten juurten lukumaadrdan mista tahansa yhtalosta
myo6s seuraavalla tavalla: Yhtalolla voi olla yhtda monta oikeaa juurta kuin se sisaltaa
merkkien vaihdoksia, merkistd + merkkiin - tai merkista - merkkiin +; ja yhtd monta vir-
heellista juurta, kuin siita 16ytyy kaksia perakkaisid + tai - merkkeja.

"Siispa viimeisimmassa yhtadlossa, koska [termid] +x* seuraa -4x3, antaen merkinvaihdon
merkistd + merkkiin - ja [termid] -19x2 seuraa +106x ja [termid]+106x seuraa -120 an-
taen kaksi muuta merkin vaihtumista tiedamme, ettd on kolme oikeaa juurta; ja koska
[termid] -4x3 seuraa -19x2 virheellisid juuria on yksi.”

Seuraavaksi Descartes kisittelee mahdollisuutta muokata yhtiloé siten, ettd sen
negatiiviset ratkaisut muuttuvat positiiviseksi. Meidan ndkdkulmastamme seuraa-
valle sddnndlle ei ole juuri kayttod (373-374):

On helppo muuntaa yhtalo sellaiseksi, ettd kaikki juuret, jotka olivat virheellisid tulevat
oikeiksi ja kaikki ne juuret, jotka olivat oikeita tulevat virheellisiksi. Tama tehddan vaih-
tamalla toisen, neljannen, kuudennen ja kaikkien parillisten termien merkit, jattden en-
simmaisen, kolmannen, viidennen ja kaikkien parittomien termien merkit ennalleen.
Siispd, jos yhtdlon

xt =4x® -19x2 +106x-120=0

sijaan kirjoitamme

x*+4x%-19x2-106x-120=0

7 Luvun 5 puute merkitsee jainnostd, kun luku 5 vihennetiin nollasta eli lukua — 5.
3% Smith, The Geometry of ... 5.160
139 Descartesilla ndyttdd olleen monenlaisia ongelmia negatiivisten lukujen kanssa, pitiisi olla —5.
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saamme yhtdlon, jolla on ainoastaan yksi oikea juuri 5 ja kolme virheellista juurta 2, 3 ja
4160,

Tadmaén jilkeen Descartes opettaa kuinka yhtilon juuren arvoa on mahdollista muut-
taa (s. 374):

Jos yhtdlon juuret ovat tuntemattomat ja halutaan lisdta tai vihentda kutakin juurta jolla-
kin tietylla luvulla meiddn taytyy sijoittaa tuntemattoman suureen tilalle, lapi koko yhta-
I6n, toinen suure lisdttyna tai vahennettynd annetulla luvulla. Siispd, jos halutaan lisata
3:lla jokaisen juuren arvoa yhtalossa

x* +4x7 -19x* -106x-120=0
laitetaan x:n paikalle y ja annetaan y:n ylittaa x 3:lla, niin ettd y - 3 = x. Sitten x2:n sijaan
laitetaan (y - 3):n nelio tai 2 - 6y + 9; x3:n paikalle laitetaan sen kuutio y3 -9y2 + 27y -
27; ja x4 paikalle laitetaan sen neljas potenssi tai y* - 123 + 54)2 - 108y + 81. ...

Tamaén jilkeen Descartes laskee ilmoittamansa polynomit yhteen ja jakaa lopuksi
saamansa yhtilon y* -8y® —y? +8y =0 y:ll4.

Jatkossa Descartes tekee vaivalloisia laskuja pddmédéranddn vain muuntaa negatii-
viset ratkaisuja positiivisiksi. Hin myds néyttdi kuinka sijoittamalla voidaan pois-

taa nelidjuuria ja murtolukuja yhtilosti. Yhtilon x° — A3+ % X - 8 =0 hin

2743

muokkaa sijoituksella y = x/3 ja kertomalla 34/3 :1la muotoon
y =3y*+ 29—6 y- g =0. Tést4d hin etenee uudella sijoituksella z = 3y ja kertomalla

27:114 yhtiloon z° -9z +26z —24 =0, jonka ratkaisut 2, 3 ja 4 hin palauttaa alku-
perdisen yhtdlon ratkaisuiksi %\/5 , %w/g ja gw/g . Hieman tdmaén jalkeen Descar-
tes kirjoittaa (s. 380):

Eivat oikeat eivatka vaaratkaan juuret ole aina todellisia'é'; joskus ne ovat kuvitteelli-
sia’62; se on, vaikka voimme aina kuvitella mielessimme yhtd monta juurta kullekin yh-
talolle, kuten olen aiemmin todennut, ei silti aina 10ydy tarkkaa lukua, joka vastaisi ku-

vaa. Vaikka siis voimme kuvitella yhtilolle x° —6x2 +13x =10 =0 kolme juurta, niin
silla on silti vain yksi todellinen juuri 2 ja kaksi muuta, jotka, vaikka kuinka lisdiamme,
vdhenndmme tai kerromme niitd juuri asetettujen saantdjen mukaan, pysyvat aina kuvit-
teellisina.

Tassé katkelmassa tavataan ensimmaéisen kerran nimitys “imaginaarinen” liittyen
kompleksilukuihin. Siten termi “imaginaariluku” voidaan ndhdé olevan periisin
Descartesilta. Hin ei kuitenkaan jatka imaginaarilukujen ominaisuuksien tutkimis-
ta, vaan késittely jaa tiksi yksittdiseksi toteamukseksi.

160 jyuret ovat siis x =5, x =-2, x=-3 jax=-4.

161 »reelles™; reaalisia

192 »Mais quelquefois seulement imaginaires.”
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1.7.14 Lopuksi

Reaaliluvut

Dedekindin mddritelmd

1600-luvulla algebra saavutti kaikilta oleellista osiltaan tason, joka vastaa tai ylittda
lukiossa opetettavan tason. Al-Khwarizmi oli muotoillut menetelmén toisen asteen
yhtélon ratkaisulle. Italialaisten Del Ferron, Tartaglian, Cardanon ja Ferrarin joh-
dolla oli onnistuttu 16ytdméén ratkaisut kolmannen ja neljannen asteen yhtélgille.
Ranskalaisten Viéten ja Descartesin johdolla oli perustettu moderni symboliikka.
Girard oli havainnut algebran peruslauseen sekd yhtilon juurten ja termien kertoi-
mien vélisen yhteyden. Hin myd&s suhtautui negatiiviseen lukuun, kuten komplek-
silukuunkin hyvin sallivaksi.

Merkittédvin puute ja siten merkittdvin my6hemmin tapahtunut kehitys koski reaali-
luvun késitettd. 1600-luvulla matemaatikot horjuivat vield vanhan kreikkalaisen pe-
rinteen ja Stevinin ennakoiman uuden lukukésityksen viélilld. Kreikan matematiik-
kaa kohtaan tunnettu kunnioitus hidasti luopumista vanhasta. Vasta Cauchyn ja
Bolzanon analyysiin 1800-luvun alussa tuoma tarkkuus mahdollisti reaaliluvun
madrittelyn nykymuodossa. Modernin méaritelmén antoi lopulta Richard Dedekind
(1831-1916). Hén julkaisi ajatuksensa rationaali- ja irrationaalilukujen muodosta-
masta jatkumosta, reaalilukujen joukosta,vuonna 1872 kirjassa Stetigkeit und Irra-
tionale Zahlen (Jatkuvuus ja irrationaaliluvut)'®. Dedekind itse kirjoittaa kirjan
esipuheessa, etti

"differentiaalilaskennan sanotaan kasittelevan jatkuvia suureita antamatta missaan tarkkaa

maadritelmaa jatkuvuudelle”164,
Pettyneend kaikkiin aikaisempiin méaéritelmin hin péétti laatia

”puhtaasti aritmeettisen ja tiydellisen tarkan perustan inifinitesimaaliselle analyysille”165,

Dedekind asettaa aluksi rationaalilukujen joukon R ja suoran L, jolle on asetettu
lukuja 0 ja 1 vastaavat pisteet. Seuraavaksi hin asettaa jokaista rationaalilukua vas-
taamaan jonkin suoran pisteen. Dedekind toteaa saman tien etté suoralla L on huo-
mattavasti enemmaén pisteitd kuin joukossa R on alkioita. Joukkoon R tulisi siten li-
sitd kaikki suoralta L 10ytyvit irrationaaliluvut, jotta lukujoukossa R olisi sama
taydellisyys ja jatkuvuus kuin miké suoralla L on. Dedekind tédyttda joukon R aukot
ns. Dedekindin leikkausten avulla.

Dedekindin méaarittelyssé leikkaus (4;, 4,) on sellainen rationaalilukujen joukon R
jako kahteen osaan 4, ja 4,, ettd jokainen joukon 4, alkio on jokaista joukon A4, al-
kiota pienempi. Liséksi 4; ja 4, muodostavat yhdessé joukon R eli joukkoon 4,
kuuluvat tdsmaélleen ne rationaaliluvut, jotka eivét kuulu joukkoon 4, ja kéddntéen.
Dedekinkin mukaan leikkauksia on kolmenlaisia. Jokainen rationaaliluku tuottaa
kaksi leikkausta, silld rationaaliluku a jakaa aina joukon R kahteen osaan, joista
joukkoon A4, kuuluvat kaikki lukua a pienemmat tai yhtdsuuret ja joukkoon 4, lu-
kua a suuremmat tai yhtdsuuret luvut. Liséksi luku @ voidaan sijoittaa jompaan-
kumpaan joukkoon eli a on joko joukon A4, suurin tai joukon A, pienin luku. N&i-
den kahden itsestdédn selvin leikkaustyypin lisdksi on vield kolmas leikkaustyyppi:

"Tastd ominaisuudesta, ettd kaikki leikkaukset eivat ole rationaalilukujen tuottamia joh-
tuu rationaalilukujen joukon R epataydellisyys tai epdjatkuvuus. Silloin kun meidan on
kasiteltava leikkausta (Ai, Az), joka ei ole rationaaliluvun tuottama, me luomme uuden,
irrationaalisen luvun a, jota pidamme tdysin madriteltynd taman leikkauksen (A, Az2)

' Encyclopedia Britannica ”Dedekind”

164 Dedekind, s. 2
165 Dedekind, s. 2
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kautta; me sanomme, ettd luku a vastaa tata leikkausta tai se tuottaa taman leikkauksen.
Tastd eteenpdin, siten, jokaista tiettyd leikkausta vastaa tietty rationaali- tai irrationaali-
luku ...”166

Nyt reaaliluvut oli lopulta mééritelty tisméllisesti ja oikein. Samalla lukusuora oli
esitetty tdsmallisesti, silld jokaista suoran L pistettd vastasi jokin reaaliluku, ratio-
naalinen tai irrationaalinen.

Kompleksiluvut 1600-luvulla ymmarrys kompleksilukujen luonteesta oli vield tavoittamatta. Carda-
no oli tuonut ne yleiseen tietoisuuteen 1540, minké jalkeen mm. Bombelli ja Girard
olivat késitelleet niitd. John Wallis yritti antaa kompleksiluvuille 1600-luvun lopul-
la graafisen tulkinnan, joka jétti kuitenkin runsaasti kysymyksid. Kompleksilukuja
kaytettiin laskuissa 1600-luvun lopulta alkaen hyvin vapaasti, mm. Leibniz osoitti
taituruutta niiden kisittelyssé, kuten myo6s Leonhard Euler (1707-1783) 1700-
luvulla. Eulerilta on my6s perdisin merkinté i = \-1. Euler ja Abraham de Moivre
(1667-1754) tunsivat kaavan (cos x +isinx)" = cos nx +i sinnx . Euler hahmotti
kompleksilukuja xy-koordinaatistossa sekd myds napakoordinaatistossa kaavan
x +iy =r(cos@ +ising) vilitykselld. Nama edelliset tulokset seké kaavan

e =cosq +ising Euler esitteli kirjassaan Introductio in Analysin Infinitorum
(1748). Eulerilta kuitenkin puuttui tarkka méritelmé kompleksiluvulle.'’

Ensimmadisen selvidn kompleksitason esityksen yhdessd kompleksilukujen yhteen-
ja kertolaskun kanssa loi norjalainen kartturi ja maanmittaaja Caspar Wessel (1745-
1818) vuonna 1797. Wesslin taskankielinen tutkimuspaperi julkaistiin Kéopenha-
minan yliopiston'®® julkaisusarjassa vuonna 1799. Saman keksinnon teki itsendises-
ti my0s ranskalainen Rober Argand (1768-1822), joka julkaisi 16ytonsd vuonna
1806. Wesselin paperi jii tdysin huomiotta vuoteen 1895 saakka, joten Argandin
julkaisu on kompleksilukujen kisitteen tosiasiallinen lihde nykymatematiikassa.'®

Algebran peruslause Algebran peruslauseelle esitettiin Girardin tyon jdlkeen monia epétdydellisié todis-
tuksia. Ensimmaéisen yrittéja oli ranskalainen Jean Le Rond D’ Alembert (1717-
1783), joka laati todistuksen 1700-luvun puolivélissa. Likimain samoihin aikoihin
sveitsildinen Leonhard Euler julkaisi niinikéén epatdydellisen todistuksen'”’. Myos
De Foncenet (1759) ja Lagrange (1772) julkaisivat omat todistuksensa. Lopulta
vasta ldhes 200 vuotta Girardin jilkeen saksalainen Carl Friedrich Gauss esitti
vuonna 1799 puolustamassaan vaitoskirjassa ensimmadaisen tdydellisen todistuksen.
Pitdvin todistuksen lisdksi hdn osoitti tyossddn myos edeltdjiensd virheet ja puut-

teet'"!,

Ratkaisukaavat Matemaatikot kayttivét runsaasti energiaa l0ytidkseen ratkaisukaavat korkeampaa
astetta olevilla polynomiyhtildille. Paztoksen tille etsinnille antoi lopulta Evariste
Galois vasta 1830-luvulla osoittamalla, etté yleisté ratkaisukaavaa ei edes ole mah-
dollista 16ytad millekadn neljéttd astetta korkeammalle polynomiyhtilolle.

166 Dedekind, s. 15

167 van der Waerden, s. 177-178

1% Tanska ja Norja muodostivat télloin kaksoismonarkian; Norjassa ei ollut omaa yliopistoa 1700-luvulla.

169 Nahin, s. 48; DSB XIV, s. 279-280; Bodil Branner, ”Caspar Wessel on representing complex numbers (1799)”, EMS
Newsletter, September 1999, s. 13-16

170 Struik, A Source ..., s. 99

7! Struik, A Source ..., s. 115
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Lisdtietoa Tarkemmin 1700- ja 1800- lukujen sekd 1900-luvun alun algebran tutkimuksen
saavutuksista voi lukea hollantilaismatemaatikon Bartel Leendert van der Waerde-
nin (1903 — 1996) klassikosta A History of Algebra: From al-Khwarizmi to Emmy
Noether (1985). Kirja késittelee koko algebran historian, mutta kaksi kolmannesta
kirjasta késittelee Descartesin jélkeistd aikaa ja modernin algebran syntyi. Lukijan
kannalta kiintoisaa on tietdd, ettd van der Waerdenin on itsekin vaikuttanut moder-
nin algebran kehitykseen 1900-luvun alun vuosikymmenind. Kirja on saatavilla ai-
nakin yliopistollisista kirjastoista.
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1.8 Merkintdjen kehittyminen

Johdanto

Symbolien kehittyminen ja vakiintuminen nykyisin kéytettyyn muotoon kesti sato-
ja vuosia. Symboliikan syntymisessd voidaan havaita kaksi vaihetta, joista ensim-
maéisessd italialaiset abacistit ryhtyivit lyhentdméén muuten retorisen algebran
usein toistuvia ilmaistuja 1300-luvulta alkaen. Toinen vaihe, varsinaisen symbolii-
kan aikakausi, alkaa Viéten analyysistd”. Vaikka Viéten merkinndt muuten olivat
vaatimattomat niin hénen tarkein saavutuksensa, muuttujan ja parametrin késittei-
den perustaminen, muutti ratkaisevalla tavalla algebran olemusta ja mahdollisti
symbolisen algebran.

Seuraavassa kdydéén 14pi jokaisen peruslaskutoimituksen symbolin kehittyminen.
Osittain merkintdjen kehittymistd on sivuttu jo algebran yleisen kehityksen osiossa.

Yhteen- ja vihennyslasku 1400-luvulla alkoi italialaisiin aritmetiikan ja algebran kirjoihin ilmestyé yhteen- ja

Kerto- ja jakolasku

véhennyslaskulle lyhennysmerkintdja. Italian- ja latinankielisissé teksteissé kéytet-
tiin kirjainta p ja p latinan kielen sanan plus ja italian kielen sanan piu tilalle. Mo-

lempien merkitys on sama, enemman. Vastaavasti merkintdjd m jam kaytettiin sa-
nojen minus ja meno (vihemman) sijasta.

Symbolit + ja — ovat perdisin saksankielisistd aritmetiikan kirjoista. Ne esiintyvét
ensimmadisen kerran painettuina Johann Widmanin kirjassa Behede vnd hubsche
Rechenung auff allen Kauffmanschafft (1489)'7. Sanaa et oli kiytetty aikaisemmin
ilmaisemaan yhteenlaskua. On havaittu, ettd kisikirjoituksissa sanaa ef on ryhdytty
useiden toistojen vuoksi kirjoittamaan huolimattomasti. Erityisesti #-kirjain on kir-
joitettu 1&hes ristin muotoon. Merkkié + pidetédénkin sanan et ligatuurina eli kirjain-
ten yhdistyma'”. Miinusmerkin alkuperi on keskiaikaisessa varastokirjanpidossa,
jossa kauppiaat ja kirjanpitdjat kayttivat vaakaviivaa (-) puuttuvan mééran sekd
my0s taarapainon ilmaisemisessa.

Saksalaistyyppiset merkit + ja — syrjayttivét italialaisten lyhenteet kaytannossa
siind vaiheessa kun ranskalaismatemaatikot Viéte ja Descartes omaksuivat ne kéyt-
toonsd. Merkkien ulkomuoto vaihteli kuitenkin pitkédn ja niisti saatettiin tehdé ko-
risteellisia. Miinusmerkki kirjoitettiin vélilld yhdessa pisteiden avulla, ja merkki +
oli Keski-Euroopassa melko yleinen. Jopa niinkin my6héén kuin vuonna 1915
Tanskassa julkaistiin kemian alan tutkimuspaperi, jossa kéytettiin + -merkkié vé-
hennyslaskun merkitsemiseen.

Kerto- ja jakolaskun symbolit vakiintuivat 1600-luvun aikana. Meilld varsin vdhdn
kaytetty St Andrew’n risti X on perdisin Englannista 1600-luvun alusta. Erityisesti
englantilainen matemaatikko William Oughtred (1574-1660) suosi sen kéyttod ja
mm. scotlantilaisen John Napierin (1550-1617) kirjassa Mififici Logarithmorum
canonis descriptio’” (1618) kiytettiin sitd kertolaskun merkitsemiseen. Nykyisin
kertolasku merkitddn yleensé pienelld pisteelld. Syy, miksi merkki X jéi pois kdy-
tostd oli sen samankaltaisuus kirjaimen x kanssa. Kirjainten kdytto tuntemattomien
merkitsemisessi ja erityisestd kirjainten x, y ja z kaytto yleistyi 1600-luvun puoli-
vilistd alkaen, joten ongelmia alkoi ilmetd 1600-luvun lopulla. Saksalainen G. W.
Leibniz (1646-1716) keksi kayttaa pistettd kertolaskun merkkind. Hén kirjoitti
29.7. 1698 kirjeessd Johann Bernoullille, ettid

172 Cajori, s. 232

17> Samoin on syntynyt &-merkkikin eli sanan ez (ja) kirjainten yhteensulautumisesta.
17 Logaritmien kehittymisestd ja John Napierin saavutuksista tarkemmin luvussa 5.
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“En pidd merkin X kiyttimisestd kertolaskun symbolina, koska se voidaan sekoittaa
helposti kirjaimeen x. ... Usein kirjoitan kahden suureen vdliin pisteen ja ilmaisen kerto-
laskun ndin: ZC - LM. Tasta syystd en kdyta suhteen ilmaisemiseen pistettd, vaan kahta
pistettd. Tatd merkintda kaytan myos jakolaskuissa.”

Leibnizin mainitsema ja meidénkin kéyttimdmme kaksoispistemerkinté (:) ei ollut
Leibnizin oma keksintd, sitd oli kdytetty jo 1600-luvun alkupuolella, mutta se
yleistyi kuitenkin juuri Leibnizin ansiosta.

Murtolukujen vaakasuoraa viivaa kdyttivit jo arabimatemaatikot. Euroopassa en-
simmadisend sen otti kdyttoon jo Leonardo Fibonacci.

Jakolaskua merkitsi symbolilla +~ ensimmaéisen kerran svetsildinen Johann Rahn
teoksessa Teutsche Algebra vuonna 1659. Teos ei saavuttanut kotimaassaan liki-
mainkaan sitd suosiota minkd sen englanninkielinen kidénnds saavutti Iso-
Britanniassa. Kun mm. sellaiset nimekk&ét matemaatikot kuin John Wallis ja Isaac
Barrow omaksuivat merkin kayttdonsa levisi se yleisesti kdytetyksi merkiksi lopul-
ta koko englanninkieliseen maailmaan. Jakolaskun merkin + kéyttdalue noudattelee
nykyisin hyvin tarkasti kielipoliittisia rajoja. Manner-Euroopassa ei Rahnin jilkeen
ole kdytannossé lainkaan kiytetty kyseistd merkkid, vaikka Iso-Britanniassa ja Yh-
dysvalloissa se on laajalti kdytossd. On hyvin todennékdista, ettd suomalainen ei
née kyseistd merkkid kuin taskulaskimessa, ellei tietoisesti tutustu englanninkieli-
seen matemaattiseen kirjallisuuteen.'”

Yhtésuuruusmerkki on saanut syntynsé walesilaisen englantilaismatemaatikon
Robert Recorden (n.1510-1558) oivalluksesta. Han kaytti sitd ensimmdiisen kerran
kirjassaan The Whetstone of Witte (1557), jonka lehdilld hin perustelee sen kiyttoa
seuraavasti:

”...And to auoide the tediouse repetition of these woordes: is equalle to: | Will sette as |
doe often in woorke use, a pair of parallels, or Gemowe lines of one lengthe, thus:
bicause noe .2. thynges, can be moare equalle...”

Vapaasti suomennettuna Recorden perustelu on:

"Valttadkseni sanojen ’on yhtdasuuri kuin’ tylsda toistamista kaytan merkkia , koska
kaksi asiaa eivat voi olla enemman yhtd suuria, kuin pari yhta pitkid samansuuntaisia viivoja”.

Recorden yhtasuuruusmerkki oli huomattavasti pidempi kuin mihin olemme tottu-
neet, mutta muuten sen kaytto vastasi nykyistd tapaa. Tétd ennen yhtdsuuruutta oli
kuvattu padasiassa sanallisesti mm. latinan kielen sanoilla aequales ja aequantur
sekd lyhenteelld aeq. My0s vastaavia englannin, ranskan ja saksankielisid ilmauk-
sia kdytettiin, kuten Recorden tekstisti voi padtelld. Recorden ehdotusta edeltinyt
retorinen tapa jatkui vuoden 1557 jélkeenkin. Seuraavan kerran Recorden yhtésuu-
ruusmerkkié kédytettiin painetussa kirjassa vasta vuonna 1618. Merkki yleistyi
1600-luvun alusta ldhtien Englannissa saavuttaen sielld jo vuosisadan puolivélissé
lahes yksinomaisen aseman.

Suurin uhka nykyiselle yhtédsuuruusmerkille oli Descartesin (1596-1650) yhtdsuu-
ruudelle kayttdma symboli > (kuva 21). Johtuen Descartesin maineesta se oli var-
sin kdytetty Ranskassa ja Hollannissa 1600-luvun lopulla ja 1700-luvun alussa.
Térkein syy Recorden merkinnén vakiintumiseen ja Descartesin merkinnén ha-
vidmiseen oli, ettd molemmat differentiaalilaskennan kehittéjat, saarivaltion New-
ton ja manner-Euroopan Leibniz suosivat Recorden merkintaa.

175 Cajori, s. 270-272
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Nelidjuuri
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Kuva 16. Robert Recorden kirjan The Whetstone of Witte sivu, jolla Recorde pe-
rustelee symbolin kayttoa.

Nelidjuuren merkki v oli kiytdssd ensimmdisen kerran saksalaisen Christoff Ru-
dolffin kirjan Die Coss (1525) uudistetussa laitoksessa vuonna 1553, jolloin hin
merkitsi nelidjuurta symbolilla =/ . Liséksi kuutiojuurelle oli merkki z/, neljén-
nelle juurelle merkki 2/ jne. Ennen titd symbolia nelidjuuri ilmaistiin joko sanoilla
radix (juuri) tai latus (sivu). My0s alkukirjaimai 7 ja / kéytettiin, kuten my6s muo-
toja ra, R ja R. Perinteisen, Eulerin jo vuonna 1775 esittimén teorian mukaan v-
merkki on kehittynyt »-kirjaimesta, sen huolimattomasti kirjoitetusta muodosta.
Juuren merkki vakiintui kayttoon 1600-luvun loppuun mennessa.

Potenssimerkintimme on Descartesin keksintd. Hén kaytti sitd ensimmaéisen kerran
jo aiemmin mainitussa kirjassa La Géométrie vaonna 1637. Ainoa ero nykyiseen
merkintdtapaan oli, ettd hin kirjoitti lukujen nelion kertolaskuna, esimerkiksi b b
eiki b°. Descartesin potenssimerkint vakiintui moniin muihin merkintéihin verrat-
tuna melko nopeasti, jo muutaman vuosikymmennen kuluessa muut merkinnét
véistyivit. Ennen tétd kiytdssi oli ollut hyvin monenlaisia merkint6jé, yleisimpani
eri muodoissa esiintyi potenssien sanallinen kirjoittaminen tai vastaavien sanojen
lyhentdminen.



80

Desimaalipilkku
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z 0 b. ou

: z=b

:L;a)--a :{-—l:bb. ou . 2% =—az+b>

0 a3 +bbz-c.ou P eaz?+ bz -3
%430 “{; = ‘;’("*" d. &c. e t=az’-c'z+d*

Kuva 17. Ote Rene Descartesin kirjan La Géométrie sivulta 301 seké vastaavat
modernit merkinnét. Ensimmaéisen painoksen nikoispainos, Dover, 1954,

Stevinin kehittdmat desimaaliluvut olivat periaatteeltaan aivan samat kuin mitd me
edelleen kdytdmme. Ainoa ero on tietenkin Stevenin kompelo merkintitapa. Vaik-
ka desimaaliluvut periaatteessa saivat myonteisen vastaanoton, niin moni matemaa-
tikko koki tarpeelliseksi hieman muokata ja parantaa merkint6ji. Mm. seuraavan-

laisia merkitsemistapoja kdytettiin seuraavien vuosikymmenien kuluessa: 8§ 798
0 i i i v v ovi ©()(2)

luvulle 8,00798; 123.4.5.9.8.7.2. luvulle 123,459872; 39 8 luvulle 3,98 ja

31]2500 luvulle 31,25.

Desimaalipilkku esiintyi ensimmaéisen kerran vuonna 1592 Joost Biirgin (1552-
1632) teksteissé ja desimaalipiste esiintyi vuonna 1593 Christoph Claviuksen'"
teksteissa.

Logaritmijérjestelmén lopulliseen muotoon saattanut englantilainen Henry Briggs
ja hinen ty6téén jatkanut hollantilainen Adriaan Vlacq kirjoittivat 1620-luvulla
valmistuneissa taulukoissa desimaaliluvut kdyttden desimaalierottimena pilkkua.

Logaritmitaulukoiden suuren suosion ja nopean levidmisen mydtd nykyinen desi-
maalilukujen merkitsemistapa saavutti koko Euroopan. Kuitenkin vuonna 1614 il-
mestyneen Napierin alkuperdisen logaritmitaulukon vuonna 1616 ilmestyneessé
englanninkielisessé laitoksessa kédntdja Edward Wright muokkasi taulukkoa hie-
man ja kirjoitti luvut desimaalilukuina kéyttden kokonais- ja desimaaliosan erotti-
mena pistettd. Tdmédn myo6td Englantiin vakiintui kdyttoon desimaalipiste.

Kun 1600-luvun lopulla Manner-Euroopassa ryhdyttiin Leibnizin aloitteesta vihi-
tellen kiyttdmaan kertomerkkind pistettd (-), niin sekaannuksen valttdmiseksi desi-
maalierottimeksi vakiintui 1700-luvulla lopullisesti pilkku. Koska Englannissa ker-
tomerkkind suosittiin edelleen Oughtredin kéyttdméaa ristid (X) ei estettd desimaali-
pisteen kdyton jatkamiselle ei ollut.

Jako desimaalipilkun ja desimaalipisteen kéyttdjiin on sdilynyt 1600-luvulta 2000-
luvulle saakka eiki tulevaisuudessakaan ole néhtévissd parannusta asiaan. Englan-
nin liséksi englanninkielisissd maissa, Australia ja Yhdysvallat suurimpina, kéyte-
tdan desimaalierottimena pistettd. Manner-Euroopassa, Vendjilld ja Eteld-
Amerikassa taas kdytetddn desimaalipilkukkua. Aasian maat jakautuvat seka pis-
teen ettd pilkun kdyttdjiin enemmiston, mm. Japanin ja Kiinan, kéyttdessd desimaa-
lipistettd. Kanada jakautuu kieliryhmien mukaan pilkun ja pisteen kdyttéjiin rans-
kankielisten suosiessa pilkkua ja englanninkielisten suosiessa pistett.

7% Jesuiitta Clavius tunnetaan paremmin yhteni gregoriaanisen kalenterin laatijoista ja karkausvuosisiannon kehittaja-
ni. Clavius muotoili seuraavan sddnnon: Karkausvuosia ovat kaikki neljalla jaolliset vuodet, paitsi ne vuodet, jotka ovat
jaollisia myds luvulla 100. Poikkeuksen tekevit 400 jaolliset vuodet, jotka eivit ole karkausvuosia. Ndin muun muassa
vuosi 1900 ei ollut karkausvuosi, mutta vuosi 2000 oli karkausvuosi. Tdma jo yli 400 vuotta vanha sdéntd on edelleen
riittdvén tarkka ja kalenterimme pitéé yhta havaittujen vuodenaikojen kanssa.
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