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Epiyhtidlotehtivien ratkaisuja

1. osa, ks. Solmu 2/2010

1. Kahden positiivisen luvun harmoninen, geometrinen, aritmeettinen ja
kontraharmoninen keskiarvo mééritellaan yhtaloilla

u+v . u2+112

G =vu, A= 2 utv

2
(R
l_|_l

u v

Todista keskiarvojen suuruusjérjestys H < G < A < C. Milloin
yhtdsuuruus on voimassa?

Ratkaisu. Lapi—harmaan—kiven ratkaisut:

Alimman rivin epayhtélo on tosi, koska reaalilukujen nelict ovat ei-
negatiivisia. Yhtasuuruus on voimassa, jos ja vain jos

%—\/%:()@u:v.
rwgu—;—v

=

& 2/uv < Va i+ Vo

s Vul - 2Vuo+ Vol >0

s (Vu - Vo)’ >o.

Alimman rivin epdyhtélo on tosi, koska reaalilukujen nelitt ovat ei-
negatiivisia. Yhtasuuruus on voimassa, jos ja vain jos

Vi — Vo =0 & u=n.
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ut+v  u?+?
2 = u+v
(u+v)* < 2(u® +0v?)
u? + 2uv + 0?2 < 2u? + 20°
u? — 2uv + 02 >0
(u — v)* > 0.

A<LC

S

Alimman rivin epayhtélo on tosi, koska reaalilukujen nelict ovat ei-
negatiivisia. Yhtasuuruus on voimassa, jos ja vain jos

u—v=0%& u=nv.
Hieman vihemmilld pésisee, jos huomaa, ettéd G2 = AH.

2. Osoita, etté jos u; ja ug ovat positiivisia lukuja, joille u; + us = 1, niin
1 1
— + — >4
Uy Uz

Milloin vallitsee yhtdsuuruus?

Ratkaisu. Tehtavan oletusten mukaan

1 1
IR T e T e R R S P VI S
U Usg U Uo U1 U2

Yhtédsuuruus on voimassa, jos ja vain jos
U2 Uy
=4+ 2 =9

Uy U2

miké toteutuu, jos ja vain jos u; = ug = %

3. Osoita, ettd jos uy, us ja uz ovat positiivisia lukuja, joille v +ugs+us = 1,
niin

1 1 1

(51 U9 Uus
Milloin vallitsee yhtdsuuruus?

Vv
©

Ratkaisu. Samalla tavalla kuin edellisesséd tehtavassa
1 1 1 Uy + ug +u Uy + ug + u UL + U +u
n W 2 3 " 1 2 3 n 1 2 3

(3 U9 Us U1 U2 Uus
U U U U U U
3+—(34—J)-+(45+—3)+-(34—J> > 34+24242=09.
Uy Uz Uus Ug Uy us

wl=

Yhtédsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u; = us = ug =
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4. Yleistd tehtavien 2. ja 3. epayhtélot mielivaltaiselle méérélle positiivisia
lukuja, ja todista ndin saamasi epdyhtilo yhtdsuuruusehtoineen.

Ratkaisu. Jos positiivisten lukujen wuq, ... , u, summa on 1, niin ndiden
lukujen kisinteislukujen summa on vihintéin n?. Todistus menee sa-
maan tyyliin edellisten kanssa. Korvaamalla kdénteislukujen summassa

1 1 1 1 1

— ==t ==

U1 U9 U, U, Unp,
osoittajissa olevat ykkoset summalla w; + ... + wu, ja suorittamalla

jakolaskut saadaan tulokseksi summa, jossa on n kappaletta ykkosia ja

(5) = "5

U, U,
_+_

kappaletta muotoa

(1)

olevia termejé, joista jokainen on viahintadn yhtasuuri kuin 2. Siis kdéan-
teislukujen summa on véihintaan

U, U,

n(n—1)

2: 2 — 2.
5 n-+mn n n

Yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos jokaisen lausekkeen (1) arvo
on 2, miké toteutuu, jos ja vain jos u, = % kaikilla 2 € {1, 2, ..., n}.

5. Jos kaikki u-luvut ovat nollasta eroavia, niin CBS-epayhtélon yhtésuu-
ruusehto voidaan kirjoittaa muotoon

vp vy Uy

Uy Uy Uy
Osoita, ettéd jos u-lukujen summa ei ole nolla, niin

Uy v1+v+ .. v,

U, Uy +ug + ...+ uy,

kaikilla 2 € {1, 2, ..., n}.
Ratkaisu. Jos
Uy Us U, ’
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niin v, = tu, kaikilla 2 € {1, 2, ..., n}, joten

v oot v = tug o+ tuy, = t(ug o+ uy).

Jos u-lukujen summa ei ole nolla, niin téstad seuraa

v1+...+vn_t_vl
u1+...+un_ _ul

kaikilla 2 € {1, 2, ..., n}.

6. a)

b)

Sijoita yksikkokuutio R3:n positiivisten akselien rajaamaan sop-
peen siten, ettd yksi kérki tulee origoon ja kolme siitd ldhtevéa
sarméd yhtyy koordinaattiakseleihin. Maéritd kuution karkipis-
teiden koordinaatit. Laske samasta kérjestd ldhtevan sdrmén ja
avaruuslavistdjan vélinen kulma.

Ratkaisu. Karkipisteiden koordinaatit ovat (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) ja (1,1,1). Samasta kérjestéd lahte-

vit sérmé ja avaruuslavistidja voidaan esittdd vektoreina
s = (1,0,0) ja a = (1,1,1).
Niiden viélisen kulman ~ kosini on

S-a 1+0+0 1
cosy = = =

sllal — 1.v3 V3

joten v = cos™! (\%) ~ b4,7°.

Sijoita yksikkokuutio R*:n positiivisten akselin osien raajaamaan
osaan siten, ettd yksi kérki tulee origoon ja nelja siitd lahtevaé
sarméd yhtyy koordinaattiakseleihin. Maéaritd kuution karkipis-
teiden koordinaatit. Laske samasta kérjestd ldhtevan sdrmén ja
avaruuslavistajan vélinen kulma.

Ratkaisu. Karkipisteiden koordinaatit ovat kuten a-kohdassa

(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), ... (1,1,1,1).

Niitd on 2* = 16 kappaletta. Samasta kiirjestd alkavaa sirméi ja ava-
ruuslavistéjaa edustavat vektorit

s = (1,00,0) ja a= (1,1,1,1),
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ja niiden vélisen kulman + kosini on

S-a 140+0+0 1
cosy = = =

slla — 1.vE4 2

Vektorien viilisen kulman asteluku on siis v = cos™* (%) = 60°.

7. a) Olkoon u € R" ja 7, sen seki kantavektorin e, vélinen kulma
kaikilla 2 € {1,2,...n}. Osoita, ettd

coszvl + COSQ’}/Q + ...+ COSQ’}/n = 1.

Ratkaisu. Olkoon u = (uy, ..., Uy, ..., uy,). Télloin u-e, = u,, ja
toisaalta u - e, = |ul|e,|cos~,. Siis

ule|cosy, = w,
misté seuraa, koska |e,| = 1,

u,
ul’

Niinpéa néiden kosinien nelididen summa on

cos7y, =

2 2 2 2
uy Uy Up, u

) — = 1.
lul? " lul? et lul>  |uf?

b) Osoita, ettd R™:n vektorit toteuttavat kolmioepédyhtalon
[u 4 v| < [uf + |v].

Ohje: Sovella vektorimuotoista CBS-epéayhtéloa.
Ratkaisu.

u+v? = (u+v)-(u+v)

= |[u? +2u-v + |v?
[ul? + 2[u| [v] + |v[?
(la| + [v])%

N

mista viite seuraa.
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8. Osoita, ettéd keskiarvot H, G, A ja C sijaitsevat pienimmén ja suurim-
man u-luvun valissa.

Ratkaisu. Olkoot m ja M pienin ja suurin positiivisista u-luvuista. Tél-

16in
H)
n n n
ja
n n n
H = > = — =m.
e A LT
G)
G = Yumuy ...ty < VMM ... M = VM = M,
ja
Gg=Yuus ... up, > Ymm...m= Ym* =m
A)
n M + . M M
A:ul—i- + u < + + _n _
n n n
ja
Uy + + Uy m + +m nm
A: = = — =M
n n n
C)
ui + +ul < Mup + ...+ Mu, = M(up + ... + uyp),
joten
2 2
:u1+...+un_M‘
Uy + ... + Uy
ui 4+ o ud > mug o mu, = m(u o uy),
joten
2 2
C:ul—l—...—i—unzm
Uy + ... + uy,
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9.

10.

Todista epédyhtilo G < A yhtdsuuruusehtoineen. Ohje: Télle epéyh-
talolle 16ytyy useita erilaisia todistuksia, mutta teoksessa [1] esitetédén
seuraava erityisen nerokas ajatus. Voidaan rajoituksetta olettaa, etté
up < ug < ... < u,. Geometrinen keskiarvo G sijaitsee pienimmén ja
suurimman w-luvun vilissd, joten on olemassa k, jolle uy < G < ugyq.

Koska,
o911 S|
S ——2-)d > 22 )dt > 9
1/ (t g) b /g(g t)t—o’ @

1=k+1
ja koska integroitavat ovat ei-negatiivisia, on yhtdsuuruus voimassa,
jos ja vain jos u, = G kaikilla 2 € {1,2,...n}. Osoita, ettd (2) sievenee
epayhtiloksi G < A.

Ratkaisu. Integrointien jalkeen epayhtélon (2) vasemman puolen ensim-

maéainen summa tulee muotoon
kG — k — In(uy...u) + w

ja toinen summa vastaavasti

Uk+1+...un
g

Sijoittamalla ndmé epéyhtéloon (2) saadaan

— In(ugsr...u,) — (n—k) + (n—k)Ing.

%—uﬂ — In(uy...u,) > 0.

nlnG — n + >
Se sievenee n:lla jakamalla muotoon

lng—l—l—g—lngz(},

ja edelleen epdyhtaloksi

A >1 & A>4G.
g
a) Todista epayhtilo H < G yhtdsuuruusehtoineen.

Ratkaisu. Sovelletaan epiayhtilod G < A u-lukujen kdanteislukui-
hin.

b) Todista epdyhtilo A < C yhtdsuuruusehtoineen.

Ratkaisu. Sovelletaan CBS-epayhtalod lukuihin (%, o %)
ja (ug, ..., uy).
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2. osa, ks. Solmu 3/2010

1. Osoita, ettéd funktio f(x) = 22 on aidosti konveksi.

Ratkaisu. Olkoon u,v € R ja A €]0,1]. Epayhtélot

fOu+ (1 =X2v) < Af(u) + (1=N)f(v)
(Au+ (1 - )\)v)z < P+ (1= )P
AMA=1Du? — 20X = Duw + XA —=1)* < 0
' 2w + v > 0
(u—wv)?> > 0

ovat yhtépitdvid. Viimeinen niistd on tosi, joten kaikki ovat tosia. Vii-
meisestd epayhtdlostd ndhdadn myos, ettd yhtdsuuruus on voimassa,
jos ja vain jos u = v, joten f on aidosti konveksi.

2. Osoita, ettd funktio g(z) = 2!, x > 0, on aidosti konveksi.

Ratkaisu. Olkoon u,v € R, ja A €]0,1[. Epayhtilot

FOu+ 1 =MNv) < M) + (1-Nf(v)
Au+(1=0)" < x4+ (1=
1 < M+ 1=No)(d "+ (1=
A1 —)) < Au—Ax%+§)
2 < tel

ovat yhtéapitavia. Viimeinen niisté on tosi, joten kaikki ovat tosia. Yhté-
suuruus on voimassa, jos ja vain jos v = v, joten g on aidosti konveksi.

3. Keksi esimerkki konveksista funktiosta f : [0,1] — R, joka on a) jatku-
va, b) epijatkuva.

Ratkaisu. a) Funktio f :[0,1] — R, f(z) = x on konveksi ja jatkuva.
b) Funktio
1, kun x =0,
fl) = { z, kun 0 <z <1,

on konveksi mutta ei jatkuva.
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4. Osoita, ettd jos f ja g ovat vililla I konvekseja funktioita ja jos a seké
b ovat ei-negatiivisia, niin lineaarikombinaatio af + bg on konveksi.

Ratkaisu. Olkoot x,y € I sekd A €]0,1] mielivaltaisesti valittuja. Tal-
16in, koska f ja g ovat konvekseja ja a,b > 0, on

(af +bg) A+ (1 —=Ny) = af( A+ (1 = Ny) + bf( Az + (1 — N)y)
< alf(z) + a(l = A)f(y) + bAg(x) + b(1 = N)g(y)

= Maf +bg)(z) + (1= A)(af +bg)(y),
joten af + bg on konveksi.

5. Osoita, etta vililla I méaaritelty funktio f on konveksi, jos ja vain jos

fo) = flu) _ flv) — f(2)

v — U - vV—x

(3)
kaikille ehdon v < x < v toteuttaville valin I luvuille.

Ratkaisu. Olkoot [u,v] C I. Luku = €]u,v|, jos ja vain jos on olemassa
A €]0,1] siten, ettd z = Au + (1 — A)v. Epdyhtélot

f) = flu)  _ fl) ~ f(z)

F) = fw) _ FW)~ F(ut (L= Ap)
v—u - v—2Au— (1=
f(v) = f(u) f) = fFu+ (1= )

v—u - Ao —u)

M) =Af(u) < flo) = fhu+(1-N))

fu+(1=XNv) < Af(uw) + (1=X)f(v)

ovat yhtapitévié, joten f on konveksi, jos ja vain jos ehto (3) on voi-
massa.
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6. Osoita, etta vililla I méaritelty funktio f on konveksi, jos ja vain jos

flz) = flw) _ flv) = f(u)

T —Uu o V— U

(4)
kaikille ehdon v < x < v toteuttaville valin I luvuille.

Ratkaisu. Olkoot [u,v] C I. Luku = €]u,v], jos ja vain jos on olemassa
A €]0,1] siten, ettd x = Au + (1 — \)v. Epdyhtalot

f(z) — f(u) < f() — f(u)

fQut+ (1 =No) = flw) _ flv) = f(u)
Au+ (1= Mv - v—u

fQut (1 =No) = flw)  _ flv) = f(u)
(I —=X)(v—u) - v—u

FOut (1 =) = flu) < (1=N)(f(v) = f(u))

Fu+ (1 =XNv) < M) + (1=Nf(v)
ovat yhtapitdvid, joten f on konveksi, jos ja vain jos ehto (4) on voi-
massa.
7. Todista, ettd avoimella vdlilld maaritelty konveksi funktio on jatkuva.

Ratkaisu. Olkoon |a,b| konveksin funktion f maarittelyvéli ja t €la,b|.
Osoitetaan, ettéd f on jatkuva pisteessi t. Koska véli ]a,b[ on avoin,
on olemassa c¢,d,x,y €|a,b| siten, ettd a < ¢ < x <t <y < d < b.

Kaksoisepéayhtalon
[0 = 10) _ f0) = @) _ fd)— 1)
t—c = t—z T d—t

vasen ja oikea puoli ovat z:std riippumattomia, joten merkitsemme ne
vakioiksi m ja m'. Siis

o T =1@
t—x

mista seuraa

m(t —z) < f(t) = f(x) < m/(t—=).
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10.

Kun & — t—, niin t —x — 0, joten f(z) — f(t). Siis,

Tim f(x) = /(0) (5)
Kaksoisepiyhtilosti
() = £(0) _ f)~ f() _ f(d)— f(1)
t—ec —  y—t —  d—t
seuraa samalla tavalla
Tim f(y) = £(0) (6)

joten f on jatkuva pisteessi t.

. Osoita, ettd funktio f : Ry — R, f(z) = xlnz, on aidosti konveksi.

Ratkaisu. Toinen derivaatta f'(z) = x=! > 0 kaikilla z € R, , joten f
on aidosti konveksi.

. Osoita, ettd jos positiivisten lukujen uy, ... , u, aritmeettinen keskiar-

vo on 1, niin
uty .o uy <1 < wuitug? oLouen

n

ja ettd yhtasuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos up = 1 kaikilla

Ee{l, ..., n}

Ratkaisu. Kaksoisepayhtilon vasen puoli yhtdsuuruusehtoineen seuraa
vélittomésti keskiarvoepayhtalostda G < A. Oikea puoli yhtdsuuruuseh-
toineen puolestaan seuraa epayhtélotekstin kakkososan (Solmu 3/2010)
viidennesté lauseesta.

Osoita a) edellisen tehtdvin erikoistapauksena, b) pelkéstédén lukion
oppimaarian tukeutuen, etta

(1 o x)lfm (1 +$>1+x > 1
kaikilla = €]0,1].

Ratkaisu. a) Lukujen 1 —x ja 1+ x aritmeettinen keskiarvo on 1, joten
viite on edellisen tehtédvan kaksoisepdyhtdlon oikean puolen erikoista-
paus.
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11.

b) Funktio f(z) = (1 — 2)"® (1 4+ 2)'** saa yksinomaan positiivisia
arvoja, kun 0 < x < 1, joten sen logaritmi

glx) =Inf(x) = 1—-2)n(l—2) + 1+4+2)In(l+x)

on néilld x:n arvoilla mééaritelty. Tamé funktio on derivoituva, ja sen
derivaatta sievenee muotoon

J(z) = In Gfﬁ)

Derivaatta on positiivinen, kun 0 < x < 1, joten g on aidosti kasvava.
Koska ¢(0) = 0 ja g on jatkuva vélilld [0,1], on g(z) > 0, kun 0 < z < 1.
Téstéd seuraa, koska g(x) = In f(z), ettd f(z) > 1, kun 0 < z < 1.

Osoita, etté jos a, b, ¢ ovat positiivisia ja a + b+ ¢ = 1, niin
@’ + b+ > 1
Milloin yhtasuuruus on voimassa?

Ratkaisu. Funktio f(z) = 7', (z > 0), on aidosti konveksi. Jensenin
epayhtalon mukaan

flaa+bb+cc) < af(a) + bf(b) + cf(c),

eli

;<al+bl+cl:3

a?+bv*+c2 7 a b c ’
misté véite seuraa. Jensenin epayhtalon yhtasuuruusehdon mukaan yh-
tdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos

CL:bIC:

W=

Tehtéva voidaan ratkaista myos geometrisesti, jolloin a:n, b:n ja c:n
rajaaminen positiivisiksi kily tarpeettomaksi. Nimittéin

a+b+c=1

on erdin R3:ssa sijaitsevan tason yhtdls. Origon etiisyys tésté tasosta
ond = \/ig Origon kautta kulkeva tason normaali siis leikkaa tason
pisteessi, jonka etéisyys origosta on d. Kaikkien muiden tason pisteiden

etéisyys origosta on suurempi kuin d, mista véite seuraa.
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12. Osoita, etté jos luvut uy ovat positiivisia ja jos uy +us + ... +u, =1,
niin )
(u%—l—u§+...+ui) <l +ous 4o+ Ul

Milloin yhtédsuuruus on voimassa?

Ratkaisu. Funktio f(x) = z* on aidosti konveksi. Jensenin epéyhtiloi
soveltaen saadaan

flugug + .o 4 wpuy) < upf(ug) + .00+ upf(uy),

eli
(u%—kug—l—...—kui)Q <l 4 ud 4+l

Jensenin epédyhtédlon yhtasuuruusehdon mukaan yhtésuuruus on voi-
massa, jos ja vain jos
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