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Pietarissa 1700-luvulla vaikuttanut sveitsildinen mate-
maatikko Nicolaus Bernoulli esitti kuvitteellisen uhka-
pelin, jossa kolikkoa heitetdén, kunnes saadaan kruuna,
ja pelaaja voittaa rahaa sen mukaan, monennellako hei-
tolla kruuna tulee. Jos kruuna tulee heti ensimmaéiselld
heitolla, voittaa pelaaja kaksi euroa. Jos toisella, niin
hén voittaa nelja euroa jne. Yleisesti, jos kruuna tulee
n:nnelléd heitolla, pelaaja voittaa 2" euroa, ja klaavalla
peli jatkuu mahdollisesti rajattoman kauan.

Téamé peliasetelma osoittautuu oivaksi esimerkiksi sii-
té, miten tietokonesimulaatioilla voidaan saada néen-
néisesti ristiriitaisen oloisia tuloksia.

Voiton odotusarvo

Olemme kiinnostuneita, miten paljon pelaajan kannat-
taa maksaa pelatakseen kuvattua pelid. Léhestytdan
asiaa laskemalla ensin voiton odotusarvo. Jotta voisim-
me puhua asioista tdsméllisesti, niin sovitaan muuta-
masta tarvittavasta késitteesté.

Pelikierros tarkoittaa kolikon heittdmistéd, kunnes saa-
daan kruuna, peli on jokin valittu mé&ré pelikierrok-
sia, ja heitto on yksi kolikon heitto. Nyt peli koostuu
valitusta médrasté pelikierroksia, jotka puolestaan kes-
tavit korkeintaan valitun médran heittoja.

Panos on yhdelléd pelikierroksella asetettu panos, voit-
to yhdeltid kierrokselta voitettu rahamééra, ja voitto-

summa on yhden pelin kaikilta pelikierroksilta yhteensé
voitettu summa.

Tarkastellaan ensin heittojen maksimiméérin suhteen
rajoitettua tapausta.

Jos pelikierros péadttyy ensimméiseen heittoon, niin
vain kruunalla voittaa ja voiton todennékéisyys on 0,5
voiton ollessa 2 euroa. Tésté voidaan laskea, ettd voi-
ton odotusarvo yhdelle kierrokselle on 0,52 = 1, ja
padtelldan, ettd yhdeltid pelikierrokselta voittaa keski-
méirin yhden euron eli pelaajan kannattaa osallistua
peliin kierrokseksi alle eurolla.

Jos pelikerros venytetédidn maksimissaan kahteen perak-
kéiseen heittoon, on voiton odotusarvo 0,5-240,25-4 =
2 euroa eli pelaajan kannattaa ostaa yksi pelikierros alle
kahdella eurolla. Tama yleistyy suoraviivaisesti tapauk-
seen, jossa sallitaan korkeintaan n peréattaistd heittoa,
ja voiton odotusarvoksi saadaan

n 1 n
Z 2—n2" = Z 1=n.
=1 1=1

Siis mitd enemmén peréttaisia heittoja kierroksella sal-
litaan, sitd enemmén pelaaja voi odottaa voittavansa
vhdelld pelikierroksella. Jos heittoja sallitaan rajatto-
man paljon, niin periaatteessa pelaajan kannattaa pe-
lata yksi kierros milld tahansa #érelliselld summalla,
koska voiton odotusarvo kasvaa dérettomaksi.
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Simulaatio

Edellisen pohjalta tuntuu loogiselta odottaa, etté jos si-
muloimme pelid tietokoneella, niin peli kddntyy pelaa-
jalle voitolliseksi, kunhan sisidllytamme simulaatioon
tarpeeksi monta pelikierrosta.

Luodaan ohjelma, joka simuloi halutun mé&rén peli-
kierroksia, joissa kussakin voi olla rajaton médra heit-
tojal. Ohjelma tulostaa pelatuista pelikierroksista kes-
kimédrdisen voiton kierrokselta eli paljonko peli keski-
maéadrin palauttaa pelatulta kierrokselta, sekd pelatun
pelin voittosumman. Yhden pelikierroksen osalta voi-
ton odotusarvo on déreton, joten keskiméériisen toteu-
tuneen voiton voisi olettaa kipuavan kohti dédretonté,
kunhan lisadmme pelikierroksia tarpeeksi. Koska nyt
kierroksia voi tulla rajattoman paljon, kannattaa &s-
keisten laskujen pohjalta pelaajan ldhteé peliin mukaan
milld tahansa &dérelliselld panoksella kierrosta kohti.

Ohessa on taulukoituna lyhyelld C-ohjelmalla tehdyn
simulaation tuloksia. Viimeisesséd sarakkeessa on pelaa-
jan nettovoitto koko pelistéd, kun oletetaan, ettd hdn on
maksanut yhdestd pelikierroksesta 20 euroa.

Kierroksia | Keskim. voitto/kierros | Nettovoitto
10 2,8 —172
102 4,62 n. —1540
103 12,91 n. —7000
104 8,73 n. —130000
10° 19,29 n. —71000
106 12,83 n. —7,2M
107 11,40 n. —86M
108 18,97 n. —100M

Tulokset vaikuttavat hieman epéintuitiivisilta. Lasku-
jen mukaan pelistd kannattaa maksaa miké tahansa d&-
rellinen summa rahaa per kierros, mutta jo kahdenkym-
menen euron panoksella jia tappiolle sitd enemmén mi-
td pidempéén pelid pelaa. Voisi odottaa, etté téllaisil-
la peliméérilld voittosumma kasvaisi ndhtavésti, mutta
esimerkiksi sadan miljoonan pelatun kierroksen osalta
jadadadn tappiolle periti sata miljoonaa. Tamén kaiken
péille keskimédrdinen voitto vaihtelee aika paljon. Peli
ei vaikuta oikein kannattavalta. Onko ohjelmassamme
vikaa? Tai alun laskuissa?

Léhdetdan oletuksesta, ettd ohjelmassa tai sen ajossa
ei ole mitd&n outoa eli simulaation tulokset sinélldin
ovat kirjautuneet oikein. Télloin voidaan péadtella, et-
td viimeisessé pelissé ei ollut yhtédén yli kolmenkymme-
nen kruunun sarjaa, koska jos olisi ollut, niin siitéd saatu
voitto yksindén olisi isompi kuin nyt saatu koko voit-
tosumma (koska 23! ~ 2,15 -10° > 100000000 - 18,97 ~
1,9 -107).

Tamaé antaa syyté pohtia, kuinka todennékoisté ylipaa-
tddn on saada tietyn pituisia heittosarjoja, kun pelissi
pelataan jokin mééré kierroksia. Todennékdisyys saada
yli k:n heiton kierros on

N
Jim 3 (1/2) = ((1/2) /(1 - 1/2) = (1/2)"

i=k+1

Suoraan komplementin todennékoisyydestéd seuraa, et-
td todennédkoisyys, ettei pelikierroksella saada yli k:ta
heittoa, on 1 — (1/2)*, joten jos pelataan n pelikierros-
ta, niin todennékoisyys p, ettei yhdelldkaan kierroksella
tule yli k:ta heittoa, on

p=(1-1/2)"" (1)

Lasketaan nyt, miké on pisin esiintyvé heittosarja to-
dennikoisyydelld p, kun pelikierrosten lukuméérd n
tunnetaan. Taméa edellyttié, ettd ratkaisemme edelli-
sen yhtédlon k:n suhteen, ja pienelld algebrallisella pyo-
rittelylld saammekin

In1 - y5)

k= o5

Asetetaan nyt p = 0,95 ja lasketaan k edellisessd simu-
laatiossa ajetuille kierroslukuméaérille, jolloin saadaan
oheinen taulukko.

Pelikierroksia n Pl:;rzllge;;c‘c;)sgg; K
10 7,6
102 10,9
103 14,3
104 17,6
10° 20,9
108 24,2
107 27,5
108 30,9

Huomaamme, ettd vaikka pelaisimme sata miljoonaa
kierrosta, niin todennékoéisyydellda 0,95 jokaisella kier-
roksella jaddadn alle 31 perédkkéisen heiton. Tésté seu-
raa, ettd todennidkoisyydelld 0,95 voittosumma sadan
miljoonan kierroksen pelissé on alle 23!, joka tekee noin
231 /108 ~ 21,5 euroa per kierros. Siis todenniikoisyy-
delld 0,95 jaa pelissa tappiolle, jos sijoittaa yli 21,5 eu-
roa kierrosta kohti. Téatd vasten simulaation tulos ru-
peaakin tuntumaan jarkevalta.

Simulaation aluksi paradoksaaliselta vaikuttaneet tu-
lokset osoittautuvat n#in ldhemméssd tarkastelussa
loogisiksi. Peli ei vaikutakaan en#é (ainakaan ajankiy-
tollisesti) kovinkaan houkuttelevalta. Vaikka siind on

I Periaatteessa rajaton mairi. Kaytinnossi tietokoneella laskettaessa on kiytossi aina rajallinen méird resursseja (esim. aika).
Téassa tapauksessa ndmé rajat eiviat kuitenkaan tule ldhellekdédn ja on mielekéstd puhua rajattomasta méirasta kierroksia.



Solmu 3/2010

mahdollista voittaa huimia summia, niiden todenné-
koisyys on hyvin pieni. Odotusarvoa laskettaessa tdmé
jad helposti huomaamatta, koska néille epdtodennékoi-
sille pelikierroksille kasattu voitto on vastaavasti hyvin
suuri, jolloin ne odotusarvoa laskiessa tietyssd mielessé
kumoavat toisensa.

Lopuksi

Alussa esitetyt laskut antoivat kuvan, ettd Bernoullin
esittdmaéd pelid kannattaa pelata milld tahansa dérelli-

selld panoksella. Kuitenkin tietokonesimulaatiossa kévi
ilmi, ettéd jo pienelld kierroskohtaisella panoksella tap-
piota kertyi huimasti. Ta&méa on hyvé esimerkki siité,
miten simulointi ja puhtaasti teoreettinen tarkastelu
tukevat toisiaan; simulaatiossa saatu hieman yllattiava
tulos pakotti miettiméén tilannetta tarkemmin. Tamén
tarkastelun jéilkeen kévikin ilmi, ettd pelkén odotusar-
von laskeminen antoi pelisté ja sen luonteesta harhaan-
johtavan kuvan.
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