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Apollonioksen unohtunut ympyra
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Vuoden 2010 Kansainvéliset matematiikkaolympialai-
set pidettiin Kazakstanissa. Kilpailun toisen paivéan en-
simméinen tehtédvé oli klassista geometriaa:

Olkoon P kolmion ABC' sisdosan piste. Suorat AP,
BP ja CP leikkaavat kolmion ABC ympdri piirretyn
ympyran I myds pisteissd K, L ja M, tdssd jarjestyk-
sessd. Pisteeseen C' piirretty I':n tangentti leikkaa suo-
ran AB pisteessd S. Oletetaan, ettd SC = SP. Todista,
etti MK = ML.

Kun keskustelin kilpailun jédlkeen tehtévistd Suomen
joukkueen jédsenten kanssa, tulin maininneeksi, ettéd yk-
si tehtdvian monista ratkaisutavoista perustuu Apollo-
nioksen ympyrdn hyviksikéyttoon. Itselleni yllatyksek-
si sain todeta, ettd Apollonioksen ympyra oli kaikille
ldsnéolijoille tuntematon késite. Lienee siis syyta saat-
taa Solmun lukijoiden tiedot téissd suhteessa samalle
tasolle kuin aikanaan lukion oppimééaran opiskelleiden:
vuosina 260-170 eKr. eldneen suuren kreikkalaisen geo-
metrikon Apollonios Pergalaisen mukaan nimetty ym-
pyré kuului nimittdin geometrian oppikurssin perustie-
toihin ennen matematiikanopetuksen mullistuksia.

Klassinen ldhestymistapa

Apollonioksen ympyréén padstdan nykykoulunkin geo-
metrian kursseissa mainitun kolmion kulman puolitta-
jan ominaisuuden kautta. Olkoon ABC' kolmio, josta
oletetaan AB > AC. Olkoon H jokin piste sivun BA

jatkeella. Kulman BAC puolittaja leikkaa sivun BC
pisteessd D ja kulman CAH eli kulman BAC vierus-
kulman puolittaja leikkaa sivun BC' jatkeen pisteessd
E. Talloin pétee

DB _ BB _ AB
DC  EC  AC”

Naiden verrantojen sisélto ilmaistaan usein niin, etta
kolmion kulman puolittaja ja kolmion kulman vierus-
kulman puolittaja jakavat kolmion sivun sisé- ja ulko-
puolisesti kulman viereisten sivujen suhteessa.

Tamén kulmanpuolittajalauseen todistus voidaan suo-
rittaa monin tavoin, esimerkiksi sinilauseen avulla.
Eréds yksinkertaisimmista todistuksista perustuu apu-
piirrokseen, jossa pisteen C' kautta piirretddn AB:mn
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suuntainen suora. Se leikkaa kulman BAC puolitta-
jan pisteessii F' ja kulman CAH puolittajan pistees-
s G. Yhdensuuntaisuudesta seuraa ZCFD = /BAD
ja ZABD = ZFCD. Kolmiot ABD ja FCD ovat siis
yhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuudesta seuraa vastino-
sien verrannollisuus:

AB DB

FC DC’
Koska AD on kulman BAC puolittaja, on ZCAD =
/BAD = ZAFC. Kolmiossa AFC on kaksi yhtd suur-

ta kulmaa, joten se on tasakylkinen: F'C' = AC. Mutta
téstd seuraa heti

DB  AB

DC — ACT
Toinen kulmanpuolittajalauseen osa seuraa puolestaan
sitd, ettd kolmiot ABE ja GCE ovat yhdenmuotoisia.
Siis

AB EB

CcG ~ EC’
Mutta koska Z/CAG = /GAH = ZCGA, kolmio GAC
on tasakylkinen ja CG = AC. Siis my0s

EB _ AB
EC  AC’

Kuinka suuri on kulma DAE? Kolmion kulmien sum-
ma on sama kuin kahden suoran kulman summa, ja
téstd seuraa, etti L/CAH = ZABC 4+ ZBCA: kolmion
kulman vieruskulma on kolmion kahden muun kulman
summa. Mutta tésté seuraa, ettd kulma DAFE on itse
asiassa kolmion ABC' kaikkien kulmien puolikkaiden
summa ja niin ollen suora kulma. Ja Thaleen lause eli
kehdkulmalause suoraan kulmaan sovellettuna kertoo,
ettd jos piirretdédn ympyré, jonka halkaisija on D FE, niin
A on tdmin ympyrin keh#lld. Tuo D FE-halkaisijainen
ympyri on juuri Apollonioksen ympyré.

Analysoidaan tilannetta hiukan tarkemmin. Pisteet D
ja E méidrittyivit kolmion ABC perusteella. Ne olisi
kuitenkin voitu méaéritelld vain tietyn ehdon toteutta-
vina suoran BC' pisteiné, vetoamatta suoran ulkopuo-
liseen pisteeseen A. Jos nimittédin & > 1 on mielivaltai-
nen luku, on janalla BC' tasan yksi piste D, jolle pétee

BD

DC
ja puolisuoralla BC' janan BC' ulkopuolella on tasan
yksi piste E, jolle

=k

EB

Yol
Suhdeluku k riittdd kiinnittdmédn pisteet D ja E ja
myo6s ympyran A, jonka halkaisija on DFE, Apolloniok-
sen ympyran.

k.

Nyt péitee seuraava tulos: Kaikki ne tason pisteet X,
joille
XB

ovat ympyrélld A ja kaikille ympyréan A pisteille X pé-
tee (1).

Lauseen edellinen osa on jo todistettu. Muutetaan vain
A X:ksi edelld suoritetussa péadttelyssid. Toinen puo-
li vaatii vdhdn enemmén. Viimeiset kunnolliset geo-
metrian oppikirjat, 1950-luvulla kirjoitetut Niuilo Kal-
lion, Bruno Malmion ja Samuli Apajalahden Geometria
ja Kalle Viisdlin Geometria sivuauttavat todistuksen,
edellinen ehké tahattomasti, jalkimmé&inen asiasta ek-
splisiittisesti mainiten. Puoli vuosisataa vanhempi kou-
lukirja, L. Neovius-Nevanlinnan Alkeisgeometrian op-
pikirja, esittdd tdydellisen todistuksen.

Todistetaan tuloksen jidlkimméinen osa epésuorasti.
Tehdédn vastaoletus, jonka mukaan ympyralli A on

piste X, jolle B
!/
X0~ k' # k.

Oleteaan vield, ettd k' < k. Kolmion BCX kulman
BXC puolittaja leikkaa BC:n pisteessid D’ ja kyseisen
kulman vieruskulman puolittaja leikkaa BC'n jatkeen
pisteessi E’. Piste X on D’E’-halkaisijaisella ympyril-
14 A’. Tehdyn oletuksen nojalla

D'B E'B XB DB EB
D'C  E'C  XC DC  EC’

Té#sté seuraa, ettd D’ on ldhempénd B:té kuin D. Kos-

/

ka
EB B BC
EC  EC
ja
E'B B BC 1
E'C  EC ’

on oltava E'C > EC, eli E' on kauempana C'sté kuin
E. Mutta tdmé merkitsee, ettd jana DE siséltyy ko-
konaan janaan D’E’, ja edelleen A on kokonaan A’:n
sisépuolella. Piste X ei voi olla kahdella toisiaan kos-
kettamattomalla ympyralld. Ristiriita osoittaa vastao-
letuksen vairiksi, ja Apollonioksen ympyrid koskeva
tuloksemme on kokonaan todistettu.

Analyyttisen geometrian avulla helpom-
min

Edelld klassisin, synteettisin menetelmin saatu tulos on
johdettavissa varsin helposti laskemalla. Olkoot edella
kisitellyt pisteet B ja C z-akselin pisteet (—1, 0) ja
(1, 0). Piste X = (x, y) toteuttaa ehdon

XB—k>1
XC

jos ja vain jos
(+ 1) +y* =k ((z—1)*+y%).
Yhtélo on yhtapitdva yhtéiloiden
(-1 +9y?) -2+ Dz +k2—1=0
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kanssa. Viimeinen yht&lo on sellaisen ympyréan yhtalo,
jonka keskipiste on x-akselin piste

k*+1
(=10)
ja sdde

2k

k2 —1"

Ympyra leikkaa z-akselin pisteissé

K41, 2k
(M—1ikﬂ—r0>’

jotka ovat

k-1 , k41
<k+&f0) ja (k—1’0)'

Helppo lasku osoittaa, ettd juuri ndmé pisteet jakavat
janan BC sisé- ja ulkopuolisesti suhteessa k.

Apollonioksen ympyrin méarittavit jana BC ja suh-
deluku k. Kun k:ta vaihdellaan, saadaan ddreton jouk-
ko ympyr6ita, ns. ensimmdisen lajin Steinerin ympyrd-
parvi. Sen mielenkiintoiset ominaisuudet ovat jo toisen
pakinan aihe. Mutta entéd ldhtokohta, olympiatehtéiva
ja sen littyminen Apolloniokseen?

Tehtévan ratkaisu voisi menné suunnilleen nédin: Voi-
daan olettaa, ettd AC > BC, jolloin S on puolisuo-
ralla AB. Kehikulmia tarkastelemalla huomataan, et-
td kolmiot PKM ja PCA ovat yhdenmuotoiset. Siis

PM  PA . . .

VK- AC Samoin kolmiot PLM ja PCB ovat yh-

d toiset, jot ——EV""D‘D todistami

enmuotoiset, joten —— = . Viitteen todistami-

ki riittia, et ot PA _PB ’

seksi riittdd, ettd osoitetaan —= = &~ eli
pA_ca "
PB  CB’

Olkoon E kulman ACB puolittajan ja sivun AB leik-

CA
k iste. Ne pi X, joille — = — Apol-
auspiste. Ne pisteet X, joille X5 5 ovat Apo

loniuksen ympyréllda eli ympyralld, joka kulkee pistei-
den C ja E kautta ja jonka keskipiste on suoralla
AB. Osoitetaan, ettd S on tamin ympyrin keskipis-
te. Koska ZCAB = ZBCS (kehiikulma ja jénteen ja
tangentin vilinen kulma) ja LZACE = ZECB, niin
/CES = /CAE+/ACFE = /BCS+/ECB = ZECS
eli kolmio SCE on tasakylkinen. Siis S on Apolloniuk-
sen ympyrin keskipiste. Koska SP = SC, P on Apol-
loniuksen ympyrilld ja (1) toteutuu.
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