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Aluksi

Maéritelman mukaan m on ympyrén kehédn suhde hal-
kaisijaan. Miten sille voitaisiin laskea hyvé likiarvo? Mi-
ten polynomin nollakohdat voisi laskea? Miten Google
jarjestdd haun tulokset paremmuusjérjestykseen? Mita
reittid pitkin raketti saadaan Marsiin mahdollisimman
vihalld polttoaineella? Monet ongelmat seké puhtaassa
matematiikassa ettd reaalimaailmassa johtavat mielen-
kiintoisiin laskennallisiin tehtéviin. Liséksi tietoteknii-
kan levidminen ldhes kaikille eldimén alueille takaa sen,
ettd uusia laskennallisia tehtédvia tulee koko ajan lisda.

Tarkastelen seuraavassa laskennallisuutta ldhinnd ma-
tematiikan kannalta: mitd uusia haasteita tai nako-
kulmia laskennalliset tehtavit antavat matematiikalle
ja matemaatikoille. Heikkola ja Tarvainen [4] puoles-
taan dskettidin kasittelivit laskennallisuutta sovellusten
ja mallinnuksen lahtokohdista késin, joten kirjoitukset
tdydentévat sopivasti toisiaan.

Laskenta ja (tiede)politiikka

Laskennallisista tieteistd on puhuttu ja kirjoitettu vii-
me aikoina varsin paljon. Opetusministerit julkaisi jo-

kin aika sitten paksun raportin laskennallisista tieteis-
té, perustettiin laskennallisten tieteiden seura (SULA-
TIS) ja Suomen Akatemian rahoilla on kiiynnistetty se-
k& laskennallisten tieteiden tutkimusohjelma etté las-
kennallisten tieteiden tohtoriohjelma (FICS).! On an-
nettu ymmértas, ettd laskennallisilla tieteilld olisi laa-
jempaakin yhteiskunnallista merkitysta. Erityisesti on
korostettu laskennallisten tieteitten merkitystd korkean
teknologian tuotekehityksen kannalta. Jatéan kuitenkin
néitten laajempien kuvioitten pohtimisen lukijalle po-
liittiseksi harjoitustehtéviksi ja keskityn vain lasken-
nallisten tieteitten matemaattisempaan puoleen.

Mité laskennallisilla tieteilld oikeastaan tarkoitetaan?
Ehképa seuraava madritelmé antaa jonkinlaisen kuvan
asiasta:

laskennallisissa tieteissé tutkitaan jonkin sovellusalu-
een ilmidtd kdyttden matemaattisia malleja, joitten ka-
sittely ja ratkaisu edellyttdd mittavia tietokoneresurs-
seja.

Tarvitaan siis kolmenlaista tietdmysté: itse sovellusalu-
een, matematiikan ja tietojenkisittelyn. Tuskinpa ku-
kaan yksittdinen tutkija hallitsee kaikkia kolmea osa-
aluetta, joten luontevinta on harjoittaa tutkimusta ryh-

L http://www.minedu.fi/OPM/Julkaisut/2007 /Laskennallisen_tieteen_kehittaminen_Suomessa.html

http://www.sulatis.fi/

http://www.aka.fi/fi/A/Tiedeyhteiskunnassa/Tutkimusohjelmat/kaynnissa/Laskennalliset-tieteet /

http://fics.hiit.fi/
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missé, joihin kuuluu eri alojen asiantuntijoita.

Esimerkiksi sddn ennustaminen tayttadd ndméa tunnus-
merkit: meteorologian ja fysiikan perusteella paiady-
tédin tiettyyn malliin (osittaisdifferentiaaliyhtélosystee-
miin), jonka numeerinen ratkaiseminen vie varsin ison
siivun kaikesta Suomessa kaytossé olevasta superko-
nekapasiteetista. Taméantyyppista lahestymistapaa voi-
daan soveltaa moniin muihinkin ongelmiin, ja edel-
14 mainitusta opetusministerion raportista 1oytyy run-
saasti esimerkkejé.

Laskennallisten menetelmien tutkimus on aktiivista se-
ki Suomessa ettd muualla. Sen sijaan laskennallisten
tieteitten vaikutus matematiikan opetukseen on tois-
taiseksi ollut varsin vaatimatonta. Ehképé erds syy on
laskennallisten tieteitten monitieteisyys: tutkimuksessa
tieteitten raja-aitoja on helpompi ylittda kuin opetuk-
sessa. Miten sitten laskennallinen nakokulma pitéisi ot-
taa huomioon vaikkapa kouluopetuksessa onkin sitten
jo vaikea koulutuspoliittinen kysymys, eiké siihen téssa
voi puuttua.

Katsotaan seuraavassa muutamien esimerkkien avul-
la, minkélaisiin kysymyksiin laskennallinen nékokulma
johtaa. Numeeriseen laskentaan liittyvét asiat jatetdan
kirjoituksen seuraavaan osaan.

Algoritmi

Keskeinen kiisite kaikessa laskennassa on algoritmi. Ly-
hyesti algoritmi voitaisiin méaéritelld seuraavasti:

ALG algoritmi on dérellinen joukko ohjeita, joiden pe-
rusteella tehddéan dérellinen méaéra toimenpiteita,
jotka tuottavat halutun lopputuloksen

Kun on annettu jokin algoritmi, pitdé siis osoittaa, etta
KR1 algoritmi pédéttyy ja
KR2 algoritmi antaa oikean tuloksen.

Tyypillisesti algoritmit toteutetaan tietokoneen avul-
la. T&lloin ohjelmalle annetaan alussa joitain syotteita
(input). Sitten ohjelmaa ajetaan dérellinen aika (KR1),
minké jilkeen saadaan oikea vastaus (KR2). Vaikka yl-
14 olevat kriteerit vaikuttavat itsestdén selviltd, niin jo-
kainen joka on ohjelmoinut, on tehnyt ohjelmia, joille
KR1 ja/tai KR2 EI pide!

2Netisté loytyy useitakin versioita Eukleideen geometriastas:
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html
http://sunsite.ubc.ca/DigitalMathArchive/Euclid /byrne.html
http://farside.ph.utexas.edu/euclid/
Ne, joille kelpaa vain alkukielinen teksti:
http://www.physics.ntua.gr/~mourmouras/euclid/

Geometria

Vaikka algoritmi tuntuukin ehk& varsin modernilta ki-
sitteeltd, niin silld on hyvin pitkd historia. Itse asias-
sa jo Eukleideen geometria oli algoritmista.? Euklei-
deen kirjassa on kahdenlaisia tuloksia: lauseita ja
konstruktio-ongelmia. Jalkimmaisisséd késitellddn ni-
menomaan algoritmeja. Muistetaan, ettd Eukleideen
geometriassa voidaan tehdéd kahdenlaisia toimenpitei-
téa:

opP1 kahden pisteen kautta voidaan piirtdd suora (vii-
voitin kdytossi)

opP2 kun keskipiste on annettu, voidaan piirtad ympyré
(harppi kiytossé)

Kaikki konstruktiot voidaan siten palauttaa déarellisek-
si méaraksi operaatioita Opr1 ja op2. Tarkastellaan esi-
merkiksi Eukleideen IV kirjan ongelmaa 11.

ONGELMA: Piirrd annetun ympyrén sisille tasasivui-
nen viisikulmio.

Eukleides antaa seuraavan algoritmin, kuva 1.

ALGoriTMI IV 11

1. piirré tasakylkinen kolmio, jolle kirkikulma on puo-
let kahdesta muusta kulmasta (algoritmi IV 10)3

2. piirrd samanmuotoinen kolmio annettuun ympyraan
(algoritmi IV 2)

3. puolita kolmion isommat kulmat (algoritmi | 9)

4. yhdistd pisteet (OP1)

Kuva 1: Algoritmin IV 11 toteutus.

Kuva on piirretty vain suurin piirtein oikeaksi, joten
lopputulos ei ole tdsmailleen sddnnollinen viisikulmio.

3Eukleides kutsuu aliohjelmaa, joka on annettu IV kirjan ongelmassa 10.
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Tahén liittyen muistetaan Poincarén tunnettu kom-
mentti: Geometria on taito tehda hyvid paéatelmia huo-
nosti piirretyista kuvioista.* Selvisti algoritmi paittyy,
koska lopulta jokainen aliohjelma voidaan suorittaa te-
kemaélla darellinen méard operaatioita OP1 ja OP2. An-
nettuaan algoritminsa Eukleides kédyttda sivun osoit-
taakseen, ettd KR2 on voimassa.

Polynomit

Edelld algoritmin péaédttyminen oli itsestddn selvii.
Néin ei kuitenkaan aina ole. Katsotaan seuraavassa
erdstéd algoritmia, jossa algoritmin pédttymisen osoit-
tamisen idea on erittiin térked monissa yhteyksissa.

Olkoon f =ap + a1z + - - - + a4x? jokin g-asteinen po-
lynomi ja merkitddn deg(f) = ¢. Olkoon edelleen ¢
jokin toinen polynomi. Haluttaisiin laskea polynomien
f ja g suurin yhteinen tekiji. Mé&dritelmédn mukaan

h = syt(f,g), jos

(S1) f = hf1 ja g = hgr, missi f1 ja g1 ovat joitain
polynomeja,

(S2) h on korkea-asteisin polynomi, jolla on tdmé omi-
naisuus.

Tamé madritelmé ei ole ollenkaan algoritminen siiné
mielessi, etté se el suoraan anna mitéién ideaa siité, mi-
ten h voitaisiin laskea. Erds mahdollisuus perustuu po-
polynomilla on ¢ (mahdollisesti kompleksista) nolla-
kohtaa, kun kertaluvut otetaan huomioon. Toisin sa-
noen voidaan kirjoittaa

f=ag(x—c) . .. (x—c)™,

missd ky + --- + k¢ = ¢. Vastaavasti g voidaan jakaa
somalla, kuinka paljon f:11a ja g¢:114 on yhteisid nolla-
kohtia. T#ssé on kuitenkin se huono puoli, etté pitéisi
erikseen laskea nollakohdat, ja herédékin kysymys, onko
tamé todella tarpeen. Itse asiassa on olemassa paljon
tehokkaampi menetelmé. Olkoon annettu polynomit f
ja g. Talloin pitee, ettéd on olemassa polynomit s (osa-
méird) ja r (jakojainnos) siten, etti

deg(r) < deg(g). (1)

Lukija voi helposti edelleen osoittaa, ettd saadut s ja r
ovat yksikisitteisid.? Oletetaan, ettd on kiytossi alioh-
jelma jakojaannds, joka laskee r:n, kun f ja g on annet-
tu. Talloin seuraava algoritmi laskee f:n ja g:n suurim-
man yhteisen tekijan.

f=sg+m,

ALGORITMI SYT

4Géométrie est I’art de bien raisonner sur des figures mal faites.

5Vihje: kiiytd funktion deg ominaisuuksia.

h:=f,;p:=g
WHILE p # 0 DO

r:=jakojaannds(h,p);

h:=p;
p:=r;
ENDWHILE

Algoritmin pédttyessd p = 0 ja h = syt(f, g). Algorit-
min oikeellisuuden todistaminen jédtetdan harjoitusteh-
tavaksi. Algoritmin padttyminen seuraa siitd, etti se
tuottaa jonon jakojaannoksia r, siten, etté

deg(g) > deg(r1) > --- > deg(re) > - -

Koska deg(p) > 0 kaikille polynomeille (p # 0), niin yl-
14 oleva jono ei voi jatkua mielivaltaisen pitkadn. Pitda
siis olla olemassa jokin k < deg(g) siten, ettd r; = 0.

Tamé on hyvin tyypillistd. Usein algoritmeissa on jo-
kin silmukka, jota toistetaan, kunnes jokin ehto tulee
voimaan. Erds todistustekniikka on osoittaa, ettd jo-
ka kierroksella jokin positiivinen, kokonaislukuarvoinen
suure pienenee. Koska tétéd ei voi tapahtua darettoman
monta kertaa, silmukka voidaan suorittaa vain dérel-
lisen monta kertaa. Huomattakoon, ettd téssd saatiin
lisiksi ylidraja kierrosten lukuméiriille: deg(g). Tasté
puolestaan saadaan luonnollisesti arvio, kuinka kauan
algoritmin suoritus voi korkeintaan kestéaé.

Katsotaan vield eréds sovellus syt-algoritmista. Olkoon
f annettu kuten yhtélossd (1). Yksinkertaisin polyno-
mi, jolla on samat nollakohdat, on siis

frz(x—cl)...(ﬂj—Cg).
Nyt f, saadaan kaavasta

B f
fr= syt(f, f')

missé f’ on f:n derivaatta. Tassikédn el siis tarvin-
nut laskea nollakohtia, miké kenties tuntuu yllattaval-

td. Erinomainen johdatus laskennalliseen polynomial-
gebraan on [3].

Lajittelu ja laskennan vaativuus

Kaikessa kiytannon laskennassa oleellista on myos kol-
mas kriteeri:

KR3 algoritmi on riittdvan nopea.
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Tietenkin téitd voidaan pitdd myos kriteerin KR1 tar-
kennuksena: ei vaadita pelkéstain, ettd algoritmi paét-
tyy, vaan halutaan arvioida mahdollisimman tarkas-
ti, kuinka kauan algoritmin suoritus kestda. Téllaista
algoritmien tehokkuuden tutkimista kutsutaan lasken-
nan vaativuusanalyysiksi. Hyddylliseksi on osoittautu-
nut ajatella, ettd algoritmilla on kéytossa tiettyja al-
keisoperaatioita, ja vaativuusanalyysissé pyritdan ar-
vioimaan, kuinka monta operaatiota algoritmin suo-
rittaminen vaatii. Eukleideen geometrian tapauksessa
voitaisiin laskea, kuinka monta alkeisoperaatiota op1
ja OP2 tarvitaan tietyn algoritmin suorittamiseksi. Nu-
meerisessa laskennassa taas lasketaan liukulukuoperaa-
tioiden mé#éira.

Algoritmin tehokkuuden analyysissd on kiteviéd ottaa
kayttoon erds hyddyllinen merkintd. Olkoot f ja g joi-
tain funktioita. Merkintd f(n) = O(g(n)) tarkoittaa,
ettd on olemassa jotkin vakiot a ja c siten, etté

[f(n)] < cg(n)

Jatkossa ajatellaan, ettd n on kokonaisluku, mutta
méadritelmad kidytetddn myos, kun n on reaaliluku.
Edelleen sanotaan, ettid f kasvaa polynomiaalisesti, jos
f(n) = O(n*) jollekin k.

kun n > a.

Laskennan vaativuusanalyysissa tyypillisesti tarkastel-
laan tilannetta, kun tehtdvédn koko kasvaa. Useinhan
samalle algoritmille voidaan antaa erikokoisia syottei-
td. Jos siis ajatellaan, ettd n kuvaa tehtdvian kokoa ja
f(n) tyoméardd, kun ratkaistaan kokoa m oleva teh-
tdvé, niin haluttaisiin saada selville, miten nopeasti f
kasvaa, kun n — oo.

Toisaalta sédnnollisen viisikulmion tapauksessa algorit-
milla ei oikeastaan ole syotteitd, mutta voidaan silti
kysyé, olisiko olemassa jokin algoritmi, joka vaatisi vé-
hemmén operaatioita OP1 ja OP2 kuin Eukleideen an-
tama algoritmi. Taméan pohtimisen jatdn harjoitusteh-
tavaksi.

Tarkastellaan seuraavassa lajittelun vaativuusanalyy-
sid: olkoon annettu n kappaletta kokonaislukuja; kuin-
ka nopeasti ne voidaan laittaa suuruusjirjestykseen?
Luonnollisesti yhtd hyvin voitaisiin lajitella vaikka-
pa nimié aakkosjérjestykseen, mutta tarkastellaan nyt
(yleisyytté rajoittamatta) kokonaislukuja. Lajittelussa
on luonnollista ottaa alkeisoperaatioksi kahden luvun
vertailu. Ongelma on siis laskea, kuinka monta vertai-
lua tarvitaan, kun n lukua laitetaan suuruusjarjestyk-
seen.

Lajittelussa jonkin algoritmin loytdminen on varsin
helppoa, kukapa ei olisi joskus laittanut lukuja suu-
ruusjirjestykseen, nimif aakkosjirjestykseen tai vaik-

kapa ihmisid pituusjérjestykseen. Koko ongelman mie-
lenkiinto onkin nimenomaan vaativuusanalyysissi: mi-
ten lajittelun voisi tehdd mahdollisimman tehokkaasti.

Olkoon annettu

9 7 5 11 8 20 3 17.

Erds algoritmi tunnetaan nimellda kuplalajittelu
(bubble sort)7. Lihdetsn liikkeelle vasemmalta ja et-
sitdéan suurinta arvoa. Ensin todetaan, ettd 9 > 7, joten
vaihdetaan niitten paikkaa. Sitten 9 > 5, joten néitten-
kin paikkaa vaihdetaan. Niin jatketaan, ja 7 vertailun
ja muutaman paikanvaihdon jélkeen saadaan

7T 5 9 8 11 3 17 20.

Nyt tiedetédédn, ettd 20 on suurin, joten seuraavalla kier-
roksella pitdd tehdd vain 6 vertailua. Lopulta 7 kierrok-
sen jilkeen saadaan

3 5 7 8 9 11 17 20.

Yleisessé tapauksessa joudutaan siis tekeméin
142+ +n—-1=1inn-1)

vertailua, joten tydmidri on O(n?). Huomattakoon, et-
td paikanvaihtojen lukumaééra riippuu annetusta datas-
ta, mutta vertailujen méard on aina sama.

T&amé on varsin hidasta, jos n on hyvin iso. Tassd muu-
ten lukijalle kenties tulee mieleen, ettd koska tietoko-
neet tulevat koko ajan yhi nopeammiksi, niin téallainen
vaativuusanalyysi ei ehké ole niin kovin térkeas. Ehké-
pd hieman paradoksaalisesti asia on péainvastoin: kun
tietokoneet tulevat tehokkaammiksi, niin samalla he-
ti halutaan késitelld yhid suurempia dataméarid ja yhé
monimutkaisempia malleja. Tamé& on mahdollista vain,
jos algoritmit ovat tarpeeksi tehokkaita.

Voitaisiinko siis lajitella nopeammin? Tarkastellaan
eristi kekolajittelun muunnelmaa (heap sort). Kédyte-
tddn samaa dataa kuin ylld ja tehddén siitd "tenniskaa-

.,

20 on "voittaja”. Poistetaan se ja jérjestetddn jéljelle
jaavat luvut samalla tavalla kaavioon. Huomaa, etté
ldheskd#in kaikkia “otteluja” ei tarvitse pelata uudel-
leen: nyt 8 siirtyy suoraan toiselle kierrokselle, ja sitten

6 Liukulukuoperaatio (flop, floating point operation) on tietokoneella liukuluvuilla suoritettu yhteen-, viihennys-, kerto- tai jako-

lasku.

"Nimitys tulee kuulemma siitii, ettd jos luvut jirjestettiiisiin pystysuoraan, niin suuremmat luvut nousevat alhaalta ylos kuten

ilmakuplat vedessé.
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suoritetaan vertailut 8 < 17 ja 11 < 17. Saadaan siis

9 7 5 11 3 17
\ x < x < x
9 11 8 17
\11/ \17/

17

Uudelleenjérjestelyssd tarvittiin vain 3 operaatiota,
koska kaavion "syvyys” on 3 = log, 8.

Samaan tapaan jatkamalla ja poistamalla aina kaavion
voittaja saadaan vastaus. Mutta onko tdmé todella no-
peampi yleisessd tapauksessa kuin kuplalajittelu? Ole-
tetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd n = 2. Alkupe-
riisen kaavion tekemiseen tarvitaan

14+24--- 421 =02 _1=p—1

vertailua. Koska kaavion syvyys on log, n = k, niin kaa-
vion uudelleenjérjestelyssid joudutaan tekemédn kor-
keintaan k operaatiota. Jérjestely joudutaan tekeméén
n kertaa, joten kokonaistyomiéérd on O(nlogn). Isoilla
n:n arvoilla kekolajittelu on siis huomattavasti nopeam-
pi kuin kuplalajittelu. Voidaan liséksi osoittaa, etta it-
se asiassa vaativuus O(nlogn) on optimaalinen: minké
tahansa lajittelumenetelmén tyoméara kasvaa vahin-
tédn tétd vauhtia [7].

Lopuksi

Edelliset esimerkit toivottavasti valaisivat hiukan eréi-
td puolia laskennallisista kysymyksistd matematiikan
kannalta. Seuraavassa muutamia muita ideoita ja viit-
teité.

Miki on alkeisoperaatio?

Teorian "voima” kasvaa, jos voidaan ottaa lisdd alkeis-
operaatioita kayttoon. Esimerkiksi Eukleideen geomet-
riaa voidaan laajentaa ottamalla kayttoon erditd li-
sdoperaatioita. Voidaan vaikkapa olettaa, ettd viivoi-
tin on merkitty, jolloin pituuksia voi mitata. Tamaén
avulla voidaan ratkaista kaksi klassista ongelmaa, jotka
ovat mahdottomia "puhtaassa” euklidisessa geometrias-
sa: kuution kahdentaminen ja kulman jakaminen kol-
meen osaan [2, 8. Samalla tavalla kvanttitietokone tar-
joaa periaatteessa uusia mahdollisuuksia, koska se voi
suorittaa alkeisoperaatioita, jotka tavalliselle tietoko-
neelle ovat mahdottomia [1]. Tosin kvanttitietokoneen
kaytannon toteutus tuntuu olevan vield pitkén tyon ta-
kana.

Vaativuus

Algoritmien vaativuuden tarkastelussa pitdda ottaa
my0s huomioon muistitilan tarve. Esimerkiksi polyno-
milaskennassa tdmé on varsin vakava ongelma. Tyypil-
lisessé tilanteessa polynomin kertoimet ovat joko ra-
tionaalilukuja tai ”parametreja”; siis oikeastaan myos
muuttujia, mutta koska niiden luonne tehtédvéssd on
erilainen, niin niitd myos sitten késitellddn eri tavalla.
Joka tapauksessa erdissd tédrkeissd algoritmeissa, jois-
ta puhutaan tarkemmin kirjassa [3], ongelmana on, et-
td polynomien kertoimien lausekkeet saattavat kasvaa
hyvinkin suuriksi. Samoin polynomien asteluku saat-
taa kasvaa voimakkaasti. Edelleen ongelma pahenee,
kun polynomeissa esiintyvien muuttujien méara kas-
vaa. Jonkinlaisen késityksen asiasta saa, jos tarkastel-
laan m:n muuttujan polynomien termien lukuma#raé.
Olkoot & = (x1,...,&m), @ = (a1,...,q), ja merki-
taan

[e3

=t

e
Edelleen sanotaan, ettd monomin z¢ aste on deg(z®) =
a1+ -+, ja polynomin aste on luonnollisesti suurin
sen monomien asteista. Jos sitten tarkastellaan yleistéa
g-asteista m:n muuttujan polynomia p, niin tdmén esit-
tdmiseen tarvitaan

(m+q)!
mlq!

monomia. Esimerkiksi 10-asteisen 7 muuttujan polyno-
missa on ldhes 20000 monomia. Kahden téllaisen poly-
nomin kertolasku vaatii jo huomattavan monta operaa-
tiota.®

Edelld on vaativuusanalyysisséd tarkasteltu pahimman
tapauksen analyysié (worst case). On siis pyritty loyté-
méan vaativuuden ylédraja, joka péatee kaikille syotteil-
le. Usein kuitenkin algoritmeilla on se hyva tai kiusal-
linen ominaisuus, ettd "tyypillisesti” algoritmin vaati-
ma tyoméadrd on huomattavasti pienempi kuin pahim-
man tapauksen tyoméadra. Talloin puhutaan keskiméa-
réisen tapauksen (average case) analyysistd. Valitet-
tavasti usein on kuitenkin hankalaa mé#éaritelld, mité
tarkoitetaan tyypilliselld syotteelld. Kuuluisa esimerk-
ki tésté on lineaarisen optimoinnin simplex-algoritmi.”
On osoitettu, ettd pahimmassa tapauksessa vaativuus
ei ole polynomiaalinen. Kuitenkin kaytdnnossa algorit-
mi on osoittautunut erittdin nopeaksi ja kidyttokelpoi-
seksi.

Turingin kone

Teoreettinen malli kaikelle laskennalle on Turingin ko-
ne. Turing oli 40-luvulla von Neumannin ohella yksi
tietokoneen teoreettisten perusteiden tutkimuksen pio-
neereista, ja nédissid pohdinnoissaan hian padtyi Turingin

8Kuinka monta operaatiota tarvitaan? Kuinka monta monomia on tulopolynomissa?

Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Simplex_algorithm
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koneen kisitteeseen [5]. Voisi sanoa, ettd Turingin ko-
ne on erdanlainen tarkka mééritelméa algoritmille. On
my0s esitetty muita ideoita siitéd, miten laskenta ja al-
goritmi voitaisiin mééritelld, mutta kaikki ndma ovat
osoittautuneet ekvivalenteiksi Turingin koneen kanssa.
On my6s pohdittu, mikd merkitys Turingin koneen ké-
sitteelld on ihmisen ajatteluprosessien kannalta. Voi-
daanko aivoja pitda Turingin koneena? Tété, ja paljon
muuta, on mielenkiintoisesti analysoitu kirjassa [6].

Numeerinen laskenta

Numeerinen laskenta poikkeaa monella tavalla yll& ku-
vatusta "puhtaasta” tai symbolisesta laskennasta. Pa-
lataan tdhén kirjoituksen seuraavassa osassa.
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