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Aluksi

Määritelmän mukaan π on ympyrän kehän suhde hal-
kaisijaan. Miten sille voitaisiin laskea hyvä likiarvo?Mi-
ten polynomin nollakohdat voisi laskea? Miten Google
järjestää haun tulokset paremmuusjärjestykseen? Mitä
reittiä pitkin raketti saadaan Marsiin mahdollisimman
vähällä polttoaineella? Monet ongelmat sekä puhtaassa
matematiikassa että reaalimaailmassa johtavat mielen-
kiintoisiin laskennallisiin tehtäviin. Lisäksi tietoteknii-
kan leviäminen lähes kaikille elämän alueille takaa sen,
että uusia laskennallisia tehtäviä tulee koko ajan lisää.

Tarkastelen seuraavassa laskennallisuutta lähinnä ma-
tematiikan kannalta: mitä uusia haasteita tai näkö-
kulmia laskennalliset tehtävät antavat matematiikalle
ja matemaatikoille. Heikkola ja Tarvainen [4] puoles-
taan äskettäin käsittelivät laskennallisuutta sovellusten
ja mallinnuksen lähtökohdista käsin, joten kirjoitukset
täydentävät sopivasti toisiaan.

Laskenta ja (tiede)politiikka

Laskennallisista tieteistä on puhuttu ja kirjoitettu vii-
me aikoina varsin paljon. Opetusministeriö julkaisi jo-

kin aika sitten paksun raportin laskennallisista tieteis-
tä, perustettiin laskennallisten tieteiden seura (SULA-
TIS) ja Suomen Akatemian rahoilla on käynnistetty se-
kä laskennallisten tieteiden tutkimusohjelma että las-
kennallisten tieteiden tohtoriohjelma (FICS).1 On an-
nettu ymmärtää, että laskennallisilla tieteillä olisi laa-
jempaakin yhteiskunnallista merkitystä. Erityisesti on
korostettu laskennallisten tieteitten merkitystä korkean
teknologian tuotekehityksen kannalta. Jätän kuitenkin
näitten laajempien kuvioitten pohtimisen lukijalle po-
liittiseksi harjoitustehtäväksi ja keskityn vain lasken-
nallisten tieteitten matemaattisempaan puoleen.

Mitä laskennallisilla tieteillä oikeastaan tarkoitetaan?
Ehkäpä seuraava määritelmä antaa jonkinlaisen kuvan
asiasta:

laskennallisissa tieteissä tutkitaan jonkin sovellusalu-

een ilmiötä käyttäen matemaattisia malleja, joitten kä-

sittely ja ratkaisu edellyttää mittavia tietokoneresurs-

seja.

Tarvitaan siis kolmenlaista tietämystä: itse sovellusalu-
een, matematiikan ja tietojenkäsittelyn. Tuskinpa ku-
kaan yksittäinen tutkija hallitsee kaikkia kolmea osa-
aluetta, joten luontevinta on harjoittaa tutkimusta ryh-

1 http://www.minedu.fi/OPM/Julkaisut/2007/Laskennallisen tieteen kehittaminen Suomessa.html
http://www.sulatis.fi/
http://www.aka.fi/fi/A/Tiedeyhteiskunnassa/Tutkimusohjelmat/kaynnissa/Laskennalliset-tieteet/
http://fics.hiit.fi/
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missä, joihin kuuluu eri alojen asiantuntijoita.

Esimerkiksi sään ennustaminen täyttää nämä tunnus-
merkit: meteorologian ja fysiikan perusteella päädy-
tään tiettyyn malliin (osittaisdifferentiaaliyhtälösystee-
miin), jonka numeerinen ratkaiseminen vie varsin ison
siivun kaikesta Suomessa käytössä olevasta superko-
nekapasiteetista. Tämäntyyppistä lähestymistapaa voi-
daan soveltaa moniin muihinkin ongelmiin, ja edel-
lä mainitusta opetusministeriön raportista löytyy run-
saasti esimerkkejä.

Laskennallisten menetelmien tutkimus on aktiivista se-
kä Suomessa että muualla. Sen sijaan laskennallisten
tieteitten vaikutus matematiikan opetukseen on tois-
taiseksi ollut varsin vaatimatonta. Ehkäpä eräs syy on
laskennallisten tieteitten monitieteisyys: tutkimuksessa
tieteitten raja-aitoja on helpompi ylittää kuin opetuk-
sessa. Miten sitten laskennallinen näkökulma pitäisi ot-
taa huomioon vaikkapa kouluopetuksessa onkin sitten
jo vaikea koulutuspoliittinen kysymys, eikä siihen tässä
voi puuttua.

Katsotaan seuraavassa muutamien esimerkkien avul-
la, minkälaisiin kysymyksiin laskennallinen näkökulma
johtaa. Numeeriseen laskentaan liittyvät asiat jätetään
kirjoituksen seuraavaan osaan.

Algoritmi

Keskeinen käsite kaikessa laskennassa on algoritmi. Ly-
hyesti algoritmi voitaisiin määritellä seuraavasti:

alg algoritmi on äärellinen joukko ohjeita, joiden pe-

rusteella tehdään äärellinen määrä toimenpiteitä,

jotka tuottavat halutun lopputuloksen

Kun on annettu jokin algoritmi, pitää siis osoittaa, että

kr1 algoritmi päättyy ja

kr2 algoritmi antaa oikean tuloksen.

Tyypillisesti algoritmit toteutetaan tietokoneen avul-
la. Tällöin ohjelmalle annetaan alussa joitain syötteitä
(input). Sitten ohjelmaa ajetaan äärellinen aika (kr1),
minkä jälkeen saadaan oikea vastaus (kr2). Vaikka yl-
lä olevat kriteerit vaikuttavat itsestään selviltä, niin jo-
kainen joka on ohjelmoinut, on tehnyt ohjelmia, joille
kr1 ja/tai kr2 EI päde!

Geometria

Vaikka algoritmi tuntuukin ehkä varsin modernilta kä-
sitteeltä, niin sillä on hyvin pitkä historia. Itse asias-
sa jo Eukleideen geometria oli algoritmista.2 Euklei-
deen kirjassa on kahdenlaisia tuloksia: lauseita ja
konstruktio-ongelmia. Jälkimmäisissä käsitellään ni-
menomaan algoritmeja. Muistetaan, että Eukleideen
geometriassa voidaan tehdä kahdenlaisia toimenpitei-
tä:

op1 kahden pisteen kautta voidaan piirtää suora (vii-
voitin käytössä)

op2 kun keskipiste on annettu, voidaan piirtää ympyrä

(harppi käytössä)

Kaikki konstruktiot voidaan siten palauttaa äärellisek-
si määräksi operaatioita op1 ja op2. Tarkastellaan esi-
merkiksi Eukleideen IV kirjan ongelmaa 11.

Ongelma: Piirrä annetun ympyrän sisälle tasasivui-
nen viisikulmio.

Eukleides antaa seuraavan algoritmin, kuva 1.

Algoritmi IV 11

1. piirrä tasakylkinen kolmio, jolle kärkikulma on puo-
let kahdesta muusta kulmasta (algoritmi IV 10)3

2. piirrä samanmuotoinen kolmio annettuun ympyrään
(algoritmi IV 2)

3. puolita kolmion isommat kulmat (algoritmi I 9)

4. yhdistä pisteet (op1)

Kuva 1: Algoritmin IV 11 toteutus.

Kuva on piirretty vain suurin piirtein oikeaksi, joten
lopputulos ei ole täsmälleen säännöllinen viisikulmio.

2Netistä löytyy useitakin versioita Eukleideen geometriasta:
http://aleph0.clarku.edu/∼djoyce/java/elements/toc.html
http://sunsite.ubc.ca/DigitalMathArchive/Euclid/byrne.html
http://farside.ph.utexas.edu/euclid/
Ne, joille kelpaa vain alkukielinen teksti:
http://www.physics.ntua.gr/∼mourmouras/euclid/

3Eukleides kutsuu aliohjelmaa, joka on annettu IV kirjan ongelmassa 10.
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Tähän liittyen muistetaan Poincarén tunnettu kom-
mentti: Geometria on taito tehdä hyviä päätelmiä huo-

nosti piirretyistä kuvioista.4 Selvästi algoritmi päättyy,
koska lopulta jokainen aliohjelma voidaan suorittaa te-
kemällä äärellinen määrä operaatioita op1 ja op2. An-
nettuaan algoritminsa Eukleides käyttää sivun osoit-
taakseen, että kr2 on voimassa.

Polynomit

Edellä algoritmin päättyminen oli itsestään selvää.
Näin ei kuitenkaan aina ole. Katsotaan seuraavassa
erästä algoritmia, jossa algoritmin päättymisen osoit-
tamisen idea on erittäin tärkeä monissa yhteyksissä.

Olkoon f = a0 + a1x+ · · ·+ aqx
q jokin q-asteinen po-

lynomi ja merkitään deg(f) = q. Olkoon edelleen g

jokin toinen polynomi. Haluttaisiin laskea polynomien
f ja g suurin yhteinen tekijä. Määritelmän mukaan
h = syt(f, g), jos

(S1) f = hf1 ja g = hg1, missä f1 ja g1 ovat joitain
polynomeja,

(S2) h on korkea-asteisin polynomi, jolla on tämä omi-
naisuus.

Tämä määritelmä ei ole ollenkaan algoritminen siinä
mielessä, että se ei suoraan anna mitään ideaa siitä, mi-
ten h voitaisiin laskea. Eräs mahdollisuus perustuu po-
lynomin jakamiseen tekijöihin. Tunnetusti q-asteisella
polynomilla on q (mahdollisesti kompleksista) nolla-
kohtaa, kun kertaluvut otetaan huomioon. Toisin sa-
noen voidaan kirjoittaa

f = aq(x− c1)
k1 . . . (x− cℓ)

kℓ ,

missä k1 + · · · + kℓ = q. Vastaavasti g voidaan jakaa
tekijöihin ja tällöin suurin yhteinen tekijä saadaan kat-
somalla, kuinka paljon f :llä ja g:llä on yhteisiä nolla-
kohtia. Tässä on kuitenkin se huono puoli, että pitäisi
erikseen laskea nollakohdat, ja herääkin kysymys, onko
tämä todella tarpeen. Itse asiassa on olemassa paljon
tehokkaampi menetelmä. Olkoon annettu polynomit f
ja g. Tällöin pätee, että on olemassa polynomit s (osa-
määrä) ja r (jakojäännös) siten, että

f = s g + r, deg(r) < deg(g). (1)

Lukija voi helposti edelleen osoittaa, että saadut s ja r

ovat yksikäsitteisiä.5 Oletetaan, että on käytössä alioh-
jelma jakojäännös, joka laskee r:n, kun f ja g on annet-
tu. Tällöin seuraava algoritmi laskee f :n ja g:n suurim-
man yhteisen tekijän.

Algoritmi SYT

h := f ; p := g

while p 6= 0 do

r:=jakojäännös(h,p);

h:=p;

p:=r;

endwhile

Algoritmin päättyessä p = 0 ja h = syt(f, g). Algorit-
min oikeellisuuden todistaminen jätetään harjoitusteh-
täväksi. Algoritmin päättyminen seuraa siitä, että se
tuottaa jonon jakojäännöksiä rℓ siten, että

deg(g) > deg(r1) > · · · > deg(rℓ) > · · ·

Koska deg(p) ≥ 0 kaikille polynomeille (p 6= 0), niin yl-
lä oleva jono ei voi jatkua mielivaltaisen pitkään. Pitää
siis olla olemassa jokin k ≤ deg(g) siten, että rk = 0.

Tämä on hyvin tyypillistä. Usein algoritmeissa on jo-
kin silmukka, jota toistetaan, kunnes jokin ehto tulee
voimaan. Eräs todistustekniikka on osoittaa, että jo-
ka kierroksella jokin positiivinen, kokonaislukuarvoinen
suure pienenee. Koska tätä ei voi tapahtua äärettömän
monta kertaa, silmukka voidaan suorittaa vain äärel-
lisen monta kertaa. Huomattakoon, että tässä saatiin
lisäksi yläraja kierrosten lukumäärälle: deg(g). Tästä
puolestaan saadaan luonnollisesti arvio, kuinka kauan
algoritmin suoritus voi korkeintaan kestää.

Katsotaan vielä eräs sovellus syt-algoritmista. Olkoon
f annettu kuten yhtälössä (1). Yksinkertaisin polyno-
mi, jolla on samat nollakohdat, on siis

fr = (x− c1) . . . (x− cℓ).

Nyt fr saadaan kaavasta

fr =
f

syt(f, f ′)
,

missä f ′ on f :n derivaatta. Tässäkään ei siis tarvin-
nut laskea nollakohtia, mikä kenties tuntuu yllättäväl-
tä. Erinomainen johdatus laskennalliseen polynomial-
gebraan on [3].

Lajittelu ja laskennan vaativuus

Kaikessa käytännön laskennassa oleellista on myös kol-
mas kriteeri:

kr3 algoritmi on riittävän nopea.

4Géométrie est l’art de bien raisonner sur des figures mal faites.
5Vihje: käytä funktion deg ominaisuuksia.
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Tietenkin tätä voidaan pitää myös kriteerin kr1 tar-
kennuksena: ei vaadita pelkästään, että algoritmi päät-
tyy, vaan halutaan arvioida mahdollisimman tarkas-
ti, kuinka kauan algoritmin suoritus kestää. Tällaista
algoritmien tehokkuuden tutkimista kutsutaan lasken-

nan vaativuusanalyysiksi. Hyödylliseksi on osoittautu-
nut ajatella, että algoritmilla on käytössä tiettyjä al-
keisoperaatioita, ja vaativuusanalyysissä pyritään ar-
vioimaan, kuinka monta operaatiota algoritmin suo-
rittaminen vaatii. Eukleideen geometrian tapauksessa
voitaisiin laskea, kuinka monta alkeisoperaatiota op1

ja op2 tarvitaan tietyn algoritmin suorittamiseksi. Nu-
meerisessa laskennassa taas lasketaan liukulukuoperaa-
tioiden määrä.6

Algoritmin tehokkuuden analyysissä on kätevää ottaa
käyttöön eräs hyödyllinen merkintä. Olkoot f ja g joi-
tain funktioita. Merkintä f(n) = O(g(n)) tarkoittaa,
että on olemassa jotkin vakiot a ja c siten, että

|f(n)| ≤ c g(n) kun n > a.

Jatkossa ajatellaan, että n on kokonaisluku, mutta
määritelmää käytetään myös, kun n on reaaliluku.
Edelleen sanotaan, että f kasvaa polynomiaalisesti, jos
f(n) = O(nk) jollekin k.

Laskennan vaativuusanalyysissä tyypillisesti tarkastel-
laan tilannetta, kun tehtävän koko kasvaa. Useinhan
samalle algoritmille voidaan antaa erikokoisia syöttei-
tä. Jos siis ajatellaan, että n kuvaa tehtävän kokoa ja
f(n) työmäärää, kun ratkaistaan kokoa n oleva teh-
tävä, niin haluttaisiin saada selville, miten nopeasti f
kasvaa, kun n → ∞.

Toisaalta säännöllisen viisikulmion tapauksessa algorit-
milla ei oikeastaan ole syötteitä, mutta voidaan silti
kysyä, olisiko olemassa jokin algoritmi, joka vaatisi vä-
hemmän operaatioita op1 ja op2 kuin Eukleideen an-
tama algoritmi. Tämän pohtimisen jätän harjoitusteh-
täväksi.

Tarkastellaan seuraavassa lajittelun vaativuusanalyy-
siä: olkoon annettu n kappaletta kokonaislukuja; kuin-
ka nopeasti ne voidaan laittaa suuruusjärjestykseen?
Luonnollisesti yhtä hyvin voitaisiin lajitella vaikka-
pa nimiä aakkosjärjestykseen, mutta tarkastellaan nyt
(yleisyyttä rajoittamatta) kokonaislukuja. Lajittelussa
on luonnollista ottaa alkeisoperaatioksi kahden luvun
vertailu. Ongelma on siis laskea, kuinka monta vertai-
lua tarvitaan, kun n lukua laitetaan suuruusjärjestyk-
seen.

Lajittelussa jonkin algoritmin löytäminen on varsin
helppoa, kukapa ei olisi joskus laittanut lukuja suu-
ruusjärjestykseen, nimiä aakkosjärjestykseen tai vaik-

kapa ihmisiä pituusjärjestykseen. Koko ongelman mie-
lenkiinto onkin nimenomaan vaativuusanalyysissä: mi-
ten lajittelun voisi tehdä mahdollisimman tehokkaasti.

Olkoon annettu

9 7 5 11 8 20 3 17.

Eräs algoritmi tunnetaan nimellä kuplalajittelu

(bubble sort)7. Lähdetään liikkeelle vasemmalta ja et-
sitään suurinta arvoa. Ensin todetaan, että 9 > 7, joten
vaihdetaan niitten paikkaa. Sitten 9 > 5, joten näitten-
kin paikkaa vaihdetaan. Näin jatketaan, ja 7 vertailun
ja muutaman paikanvaihdon jälkeen saadaan

7 5 9 8 11 3 17 20.

Nyt tiedetään, että 20 on suurin, joten seuraavalla kier-
roksella pitää tehdä vain 6 vertailua. Lopulta 7 kierrok-
sen jälkeen saadaan

3 5 7 8 9 11 17 20.

Yleisessä tapauksessa joudutaan siis tekemään

1 + 2 + · · ·+ n− 1 = 1

2
n(n− 1)

vertailua, joten työmäärä onO(n2). Huomattakoon, et-
tä paikanvaihtojen lukumäärä riippuu annetusta datas-
ta, mutta vertailujen määrä on aina sama.

Tämä on varsin hidasta, jos n on hyvin iso. Tässä muu-
ten lukijalle kenties tulee mieleen, että koska tietoko-
neet tulevat koko ajan yhä nopeammiksi, niin tällainen
vaativuusanalyysi ei ehkä ole niin kovin tärkeää. Ehkä-
pä hieman paradoksaalisesti asia on päinvastoin: kun
tietokoneet tulevat tehokkaammiksi, niin samalla he-
ti halutaan käsitellä yhä suurempia datamääriä ja yhä
monimutkaisempia malleja. Tämä on mahdollista vain,
jos algoritmit ovat tarpeeksi tehokkaita.

Voitaisiinko siis lajitella nopeammin? Tarkastellaan
erästä kekolajittelun muunnelmaa (heap sort). Käyte-
tään samaa dataa kuin yllä ja tehdään siitä ”tenniskaa-
vio”:

9
��

99 7
����

5
��

== 11
~~||

8
��

== 20
~~||

3
��

== 17
~~||

9
&&MMM

M 11
wwppp

p 20
((PPPPP 17

wwpppp

11

++WWWWWWWWWWW 20

ssggggggggggg

20

20 on ”voittaja”. Poistetaan se ja järjestetään jäljelle
jäävät luvut samalla tavalla kaavioon. Huomaa, että
läheskään kaikkia ”otteluja” ei tarvitse pelata uudel-
leen: nyt 8 siirtyy suoraan toiselle kierrokselle, ja sitten

6Liukulukuoperaatio (flop, floating point operation) on tietokoneella liukuluvuilla suoritettu yhteen-, vähennys-, kerto- tai jako-
lasku.

7Nimitys tulee kuulemma siitä, että jos luvut järjestettäisiin pystysuoraan, niin suuremmat luvut nousevat alhaalta ylös kuten
ilmakuplat vedessä.
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suoritetaan vertailut 8 < 17 ja 11 < 17. Saadaan siis

9
��

;; 7
����

5
��

@@
11

}}{{
3

��
@@

17
}}{{

9
''NNN

NN 11
wwooo

oo
8

%%KKK
K 17

wwooo
oo

11

++XXXXXXXXXXXX 17
ttiiiiiiii

17

Uudelleenjärjestelyssä tarvittiin vain 3 operaatiota,
koska kaavion ”syvyys” on 3 = log2 8.

Samaan tapaan jatkamalla ja poistamalla aina kaavion
voittaja saadaan vastaus. Mutta onko tämä todella no-
peampi yleisessä tapauksessa kuin kuplalajittelu? Ole-
tetaan yksinkertaisuuden vuoksi, että n = 2k. Alkupe-
räisen kaavion tekemiseen tarvitaan

1 + 2 + · · ·+ 2k−1 = 2k − 1 = n− 1

vertailua. Koska kaavion syvyys on log
2
n = k, niin kaa-

vion uudelleenjärjestelyssä joudutaan tekemään kor-
keintaan k operaatiota. Järjestely joudutaan tekemään
n kertaa, joten kokonaistyömäärä on O(n log n). Isoilla
n:n arvoilla kekolajittelu on siis huomattavasti nopeam-
pi kuin kuplalajittelu. Voidaan lisäksi osoittaa, että it-
se asiassa vaativuus O(n log n) on optimaalinen: minkä
tahansa lajittelumenetelmän työmäärä kasvaa vähin-
tään tätä vauhtia [7].

Lopuksi

Edelliset esimerkit toivottavasti valaisivat hiukan eräi-
tä puolia laskennallisista kysymyksistä matematiikan
kannalta. Seuraavassa muutamia muita ideoita ja viit-
teitä.

Mikä on alkeisoperaatio?

Teorian ”voima” kasvaa, jos voidaan ottaa lisää alkeis-
operaatioita käyttöön. Esimerkiksi Eukleideen geomet-
riaa voidaan laajentaa ottamalla käyttöön eräitä li-
säoperaatioita. Voidaan vaikkapa olettaa, että viivoi-
tin on merkitty, jolloin pituuksia voi mitata. Tämän
avulla voidaan ratkaista kaksi klassista ongelmaa, jotka
ovat mahdottomia ”puhtaassa”euklidisessa geometrias-
sa: kuution kahdentaminen ja kulman jakaminen kol-
meen osaan [2, 8]. Samalla tavalla kvanttitietokone tar-
joaa periaatteessa uusia mahdollisuuksia, koska se voi
suorittaa alkeisoperaatioita, jotka tavalliselle tietoko-
neelle ovat mahdottomia [1]. Tosin kvanttitietokoneen
käytännön toteutus tuntuu olevan vielä pitkän työn ta-
kana.

Vaativuus

Algoritmien vaativuuden tarkastelussa pitää ottaa
myös huomioon muistitilan tarve. Esimerkiksi polyno-
milaskennassa tämä on varsin vakava ongelma. Tyypil-
lisessä tilanteessa polynomin kertoimet ovat joko ra-
tionaalilukuja tai ”parametreja”, siis oikeastaan myös
muuttujia, mutta koska niiden luonne tehtävässä on
erilainen, niin niitä myös sitten käsitellään eri tavalla.
Joka tapauksessa eräissä tärkeissä algoritmeissa, jois-
ta puhutaan tarkemmin kirjassa [3], ongelmana on, et-
tä polynomien kertoimien lausekkeet saattavat kasvaa
hyvinkin suuriksi. Samoin polynomien asteluku saat-
taa kasvaa voimakkaasti. Edelleen ongelma pahenee,
kun polynomeissa esiintyvien muuttujien määrä kas-
vaa. Jonkinlaisen käsityksen asiasta saa, jos tarkastel-
laan m:n muuttujan polynomien termien lukumäärää.
Olkoot x = (x1, . . . , xm), α = (α1, . . . , αm), ja merki-
tään

xα = xα1

1
· · ·xαm

m .

Edelleen sanotaan, että monomin xα aste on deg(xα) =
α1+ · · ·+αm ja polynomin aste on luonnollisesti suurin
sen monomien asteista. Jos sitten tarkastellaan yleistä
q-asteistam:n muuttujan polynomia p, niin tämän esit-
tämiseen tarvitaan

(m+ q)!

m!q!

monomia. Esimerkiksi 10-asteisen 7 muuttujan polyno-
missa on lähes 20000 monomia. Kahden tällaisen poly-
nomin kertolasku vaatii jo huomattavan monta operaa-
tiota.8

Edellä on vaativuusanalyysissä tarkasteltu pahimman

tapauksen analyysiä (worst case). On siis pyritty löytä-
mään vaativuuden yläraja, joka pätee kaikille syötteil-
le. Usein kuitenkin algoritmeilla on se hyvä tai kiusal-
linen ominaisuus, että ”tyypillisesti” algoritmin vaati-
ma työmäärä on huomattavasti pienempi kuin pahim-
man tapauksen työmäärä. Tällöin puhutaan keskimää-

räisen tapauksen (average case) analyysistä. Valitet-
tavasti usein on kuitenkin hankalaa määritellä, mitä
tarkoitetaan tyypillisellä syötteellä. Kuuluisa esimerk-
ki tästä on lineaarisen optimoinnin simplex-algoritmi.9

On osoitettu, että pahimmassa tapauksessa vaativuus
ei ole polynomiaalinen. Kuitenkin käytännössä algorit-
mi on osoittautunut erittäin nopeaksi ja käyttökelpoi-
seksi.

Turingin kone

Teoreettinen malli kaikelle laskennalle on Turingin ko-

ne. Turing oli 40-luvulla von Neumannin ohella yksi
tietokoneen teoreettisten perusteiden tutkimuksen pio-
neereista, ja näissä pohdinnoissaan hän päätyi Turingin

8Kuinka monta operaatiota tarvitaan? Kuinka monta monomia on tulopolynomissa?
9http://en.wikipedia.org/wiki/Simplex algorithm
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koneen käsitteeseen [5]. Voisi sanoa, että Turingin ko-
ne on eräänlainen tarkka määritelmä algoritmille. On
myös esitetty muita ideoita siitä, miten laskenta ja al-
goritmi voitaisiin määritellä, mutta kaikki nämä ovat
osoittautuneet ekvivalenteiksi Turingin koneen kanssa.
On myös pohdittu, mikä merkitys Turingin koneen kä-
sitteellä on ihmisen ajatteluprosessien kannalta. Voi-
daanko aivoja pitää Turingin koneena? Tätä, ja paljon
muuta, on mielenkiintoisesti analysoitu kirjassa [6].

Numeerinen laskenta

Numeerinen laskenta poikkeaa monella tavalla yllä ku-
vatusta ”puhtaasta” tai symbolisesta laskennasta. Pa-
lataan tähän kirjoituksen seuraavassa osassa.
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