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Reunan yli

Poydalld on n kappaletta samanlaisia tiilid: Kuinka kor-
kea pino niistd voidaan koota, jos jokaisen tiilen tulee
olla normaaliasennossa eli suurin pinta alaspdin?

Omituinen kysymys, silld vastaus on selvésti nh, mis-
sé h on yhden tiilen korkeus. Sen sijaan kysymys siité,
kuinka kauas ylin tiili voisi tasapainossa ulottua poy-
dén reunan yli, onkin jo hankalampi selvittdd ilman
tarkempaa laskemista. Se on tdmén kirjoituksen aihee-
na.

Kannattaa aloittaa yhden tiilen tapauksella. Selvésti
tiili voidaan asettaa niin, ettd korkeintaan puolet sen

omasta pituudesta jad poydan reunan ulkopuolelle. Sen
sijaan jo kahden tiilen tapaus vaatii enemmén pohdin-
taa: onko edes selvdd, ettd kahdella tiilelld pédstéddan
kauemmas poydéin reunasta kuin yhdell4?

Tasapainoehto koostuu nyt kahdesta osasta: ylin tiili
ei saa pudota alemman péiltd eikd koko systeemi saa
kiepsahtaa poydélta. Oletetaan, etté tiilten pituus on 1
pituusyksikks! ja merkit#sin tiilten ulkonemia symbo-
leilla 1 ja 29 kuten alla olevassa kuviossa. Systeemin
tasapainoa voidaan tutkia momenttien avulla ja tar-
vitsemme sen vuoksi fysiikasta seuraavan tiedon: suora-
kulmaisen sirmion synnyttidmén momentin (= voima X
varsi) pystysuora komponentti tietyn tukipisteen suh-
teen on mg - Az, missi m on sérmioén massa, g ~ 9,81
m/s? ja Ax sirmion keskipisteen ja tukipisteen vilinen
vaakasuora etdisyys. Tama4 ei ole totta yleisesti, mutta
se patee ainakin niille kappaleille, jotka ovat symmet-
risid peilauksessa massakeskipisteen suhteen.

X1

Sovitaan, ettd momentin positiivinen suunta on myo-
tapdivadan. Ylemmaén tiilen tasapainoehdoksi saadaan

INiin rohkeasta vedosta voi ylioppilaskokeessa menettis yhden pisteen . ..
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talloin mg - (z1 — 1/2) < 0, josta seuraa jo ylld todettu
tulos x1 < 1/2.

Koko systeemin tasapainossa tdytyy ottaa huomioon
molempien tiilien momentit péyddn reunan suhteen.
Koska ylemmaén tiilen keskipisteen vaakasuora etdisyys
poydin reunasta on x1 + x2 — 1/2, niin saadaan ehto

mg - (x2 —1/2)+mg- (x1 + 22 — 1/2) <O0.

alempi ylempi

Sievennys muotoon
1
r1 + 2x2 < 2- 5

auttaa jatkossa yleisen ehdon hahmottamiseen, ja siitd
saadaan ratkaisuksi

To S 5 — gxl.
Valitsemalla z; = 1/2 saadaan xo < 1/2 —1/4 =1/4,
joten kahden tiilen avulla pdéstdéan vahintadn x, +xo =
1/2 +1/4 = 3/4 poéydén reunan ulkopuolelle. Ainakin
kauemmas kuin yhdelld tiilell!

Tehtiva 1. Osoita, ettd samalla periaatteella saadaan
kolmen tiilen systeemin tasapainoehdoksi

1
T+ 229 + 323 < 3 - 3
Ratkaise suurin mahdollinen z3, kun z; = 1/2 ja
x9 = 1/4. Miki on silloin x1 + xo + 237

Voisimme jatkaa talld tavalla lisddmaélla yhden tiilen
kerrallaan, mutta siirrytdén kuitenkin rohkeasti ylei-
seen tapaukseen. Olkoon siis annettuna n tiilté, joiden
pituus on 1 pituusyksikks. Oletetaan, etté tiilid lado-
taan kuvion 3 esittamalld tavalla paillekkéin niin, etté
jokainen tiili ulottuu hieman alempana olevan oikeal-
le puolelle. Merkitadn ulkonemia ylha&ltd laskettuna
symboleilla x1, xs, ..., x,. Tarkoituksena on selvittis,
kuinka suuria arvoja summa x1 +x2+ - - -+, voi saada
silloin, kun rakennelma on tasapainossa.

Ensimmaéinen tédrked havainto on se, ettd ylimpien tii-
lien tasapainoehdot ovat samat kuin aikaisemmissa ta-
pauksissa, joissa tiilid on vihemméin. Ainoa uutuus on
koko systeemin kiepsahtamista koskeva ehto, jossa mo-
mentteja tutkitaan poydéan reunan suhteen. Koska yl-
h&alta lukien k:nnen tiilen keskipisteen etéisyys poydan
reunasta on x, +x,—1+- - -+, —1/2, niin aikaisemmis-
ta tapauksista mallia ottaen tasapainoehdoksi saadaan
(mg supistuu pois)

(X —1/2) + (xp + Tp—1 — 1/2)
+(@n+Tpo1 T —1/2)+...
+(xn+$n—1+"'+x1 _1/2) SO,

joka sievenee muotoon

x1+2x2+---+mcn§g.

Néin ollen
ne, <nf2 —(r14+2r2+ -+ (n — 1)x,_1)

ja edelleen

1 1
Ty < 3 ﬁ(xl +2z2 4+ (n—Dxp_1).
Tuloksena on siis palautuskaava, jonka avulla annetun
pinon ja pdydén véliin voidaan lisédtd yksi tiili niin, ettd
tasapaino siilyy. Aloitetaan arvosta x7 = 1/2 ja laske-
taan palautuskaavan yldrajan avulla

11 1
$2—2 2 X1 47
1 1 1
— - _ . ) S
T3 573 (1 + 2x2) %
-1 1( + 225 + 3x3) =
564—2 1 1 T2 $3—8,
! 1( + 229 + 313 +4 )—1
$5—2 5 T1 ] x3 T4 10

jne. Niyttdd siltd, ettd xp = 1/2k kaikilla 1 < k < n.
Tamé voidaan todistaa esimerkiksi vihentdmalld kak-
si perdakkaisté palautuskaavaa puolittain toisistaan, jol-
loin summan termeji kumoutuu joukoittain: koska

kkak/Q—(xl-l-Z’Eg-f—...
+ (k= 2)zp—2 + (k= 1)zg_1)
(k—Dag—1=(k—1)/2 = (z1+ 222+ ...
+ (k= 2)k—2),

kxi — (k— Dz =k/2—(k—1)/2— (k— 1)z
=1/2— (k- 1)xg—_1,

josta edelleen x, = 1/2k.

Tehtdva 2. Montako tiiltéd tarvitaan, jotta ylin tiili oli-
si kokonaan poydan ulkopuolella, ts. 1 +z2+- - -+, >
17

Huomattakoon, etté valittaessa kaikki ulkonemat mah-
dollisimman suuriksi, ei syntyvé tasapainotila ole vakaa
(stabiili): pienikin héirio kuten ylimmiin tiilen padhin
laskeutuva hyttynen rikkoo tasapainon ja romahdut-
taa koko pinon. Tdmé& voidaan korjata pienentdmél-
14 jokaista ulkonemaa hiuskarvan verran, jolloin saa-
daan vakaa tasapainotila aavistuksen pienemmilld ul-
konemalla.

Vinoon menee

Mutta kuinka kauas poydan ulkopuolelle voidaan talla
tavalla padstd? Koska
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ja lim, o Inm = oo, niin mitddn kiintedd ylirajaa ei
ole, jos vain kiytettivissi on riittdvin paljon tiilid (ja
sekéi poyté ettd alimmat tiilet kestéviit paineen).

Tehtéva 3. Arvioi ylld olevaa approksimaatiota kéyt-
tamalld, kuinka monta 30 cm pitkda tiiltd tarvitaan,
jotta ulkonema olisi a) 1 m, b) 10 m, ¢) 100 m, d) 1
km.

Voidaan osoittaa, ettd ylld laskettu tapa tiilten lato-
miseksi tuottaa optimaalisen tuloksen, jos latomisvai-
heessa kukin tiili saa koskettaa vain yhté alempana ole-
vaa. Vasta dskettdin osoitettiin, ettd tdstd vaatimukses-
ta luopumalla voidaan latoa n tiiltd rykelméksi niin, et-
té uloin tiili (ei valttdméttd ylin) yltdd ainakin ¢ - &/n
verran reunan ulkopuolelle (sopivalla vakiolla ¢ < 6, jo-
ka ei riipu luvusta n) ja ettei titd tulosta voida enii
parantaa. Koska
. Inn
s = 0

niin parannus ylla késiteltyyn ns. harmoniseen pinoon
on huomattava suurilla n. Esimerkiksi kuviossa 4 paés-

tddn kolmen tiilen avulla etdisyydelle 1, joka on suu-
rempi kuin harmonisen kolmen tiilen pinon ulkonema
11/12 = 0,92. N4ité uusimpia tuloksia selvitetdén tar-
kemmin alla olevissa viitteissa.
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