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Sturmin ongelma

Aina joskus matematiikassa torm#d ongelmaan, joka
nayttaa vaikealta, mutta kuitenkin ratkeaa suhteellisen
vksinkertaisella padttelylld. Téssd esitettdvd Sturmin
lause on téallainen tulos. Se liittyy ldheisesti Algebran
peruslauseeseen ja Descartesin merkinvaihtosdantoon.

Tulos kuuluu ranskalaiselle matemaatikolle Jacques
Sturmille (1803-1855), joskin Joseph Fourier oli tietté-
vésti ratkaissut ongelman jo aiemmin. Fourierin paperi
kuitenkin ilmeisesti katosi ja unohdettiin Ranskan val-
lankumouksen melskeissé. Tuloksen mielenkiintoisuu-
desta huolimatta se ei ole kisitykseni mukaan kovin
laajasti tunnettu edes matemaatikkojen keskuudessa.
Syyné tdhin lienee se, ettd ratkaisun l0ytymisen jialkeen
matemaatikot menettivit kiinnostuksensa ongelmaan,
eiké ratkaisulla pitkdéan aikaan ollut erityisté teoreettis-
ta tai kiytdnnollistd merkitystd. Tietokoneiden myo6ta
tilanne on muuttunut, itse tormésin tulokseen ensim-
méisen kerran symbolisen laskennan kurssilla.

Ongelma: Etsittivé reaalikertoimisen polynomiyhté-
16n

P(z)=0

reaalisten ratkaisujen lukumdéird vililla (o, ), missd
a < B.

Sturmin ongelman ratkaisu

Seuraavaksi paneudutaan Sturmin ongelmaan vuonna
1829 esittdmédn yksinkertaiseen ja eleganttiin ratkai-
suun. Tarkastellaan kahta erillistd tapausta:

1. Kaikki annetun yhtélon reaaliset juuret ovat yksin-
kertaisia vililla (a, 3).
2. Annetulla yhtilolld on kyseiselld vililla my6s mo-

ninkertaisia juuria.

Tarkastellaan aluksi tapauksista jalkimméistd. Olete-
taan siis, ettd yhtédlolla P(z) = 0 on erilliset juuret
T1,72,73,. .., ja merkitddn juuren r; kertalukua k;, kun
7 =1,2,.... Voidaan kirjoittaa

P(x) = a(x — 1) (x — ro)*2 (x —r3)" ...

Polynomin P(z) derivaatalle P’(x) saadaan esitys

P'(x) k1 k2 n k3
r—T1 r—T2

_ ki(z —ro)(x —r3) ...+ ka(x —r1)(x —73) ...+ ...
(x—r1)(x—ro)(xz—73) ...
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Merkitéén lisiksi G(x) = P(x)/q(x). Saadaan yhtilst
P(z) = G(z)q(z) ja P'(z) = G(x)p(z).
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Voidaan olettaa, etté lausekkeilla p(z) ja g(x) ei ole yh-
teisid tekijoitd, joten G(x) on P(x):dn ja P’(z):4n suu-
rin yhteinen tekiji. Siten yht#lo P(x) = 0 on hajotettu
tapauksiin ¢(z) = 0 ja G(z) = 0. Néistd ensimmaéiselld
on vain yksinkertaisia juuria, ja jalkimmaéiseen voidaan
iteratiivisesti soveltaa samaa menettelyé.

Seuraus: Riittdd ratkaista ongelma ensimméisessé ta-
pauksessa.

Tarkastellaan seuraavaksi tapauksista ensimméista.
Oletetaan siis, ettd yhtélon P(x) = 0 kaikki juuret
ovat yksinkertaisia. Télloin derivaatta P’(z) ei saa ar-
voa nolla yhdessiikdin néisté juurista. Lisiksi P(x):n ja
P’(z):n suurin yhteinen tekijd on nollasta poikkeava
vakio C.

Merkitddn fo(z) = P(z), f1(z) = P'(x). Méiritellidn
rekursiivisesti f;(z) ja g;j(x) seuraavan skeeman mukai-
sesti:

(0) fo=qof1 — f2
(1) h=aqaf—f3
(2) fo=qf3— fa

Toisin sanoen, kukin g; on perékkaisissd jakolaskuissa
osamédrid ja — fj4o vastaavasti jakojaénnos.

Lopulta skeemassa esiintyy nollasta poikkeava vakio C
jolla erityisesti on sama merkki koko vélilld («, 3). Mer-
kitddn f, = C. Télloin sanotaan, ettd konstruoidut
Sturmin funktiot

f: f07f17f27"'7f8
muodostavat Sturmin ketjun.
Aputulos. Sturmin funktioilla on seuraavat ominai-
suudet:
1. Kaksi perdkkéistd Sturmin funktiota eiviit katoa sa-

manaikaisesti yhdessiikédn vilin («, 3) pisteessi.

2. Kunkin Sturmin funktion f; nollakohdassa viereiset
funktiot f;_1, fj4+1 ovat erimerkkisia.

3. Funktion fy nollakohdan riittdvén pienen ympéris-
ton sisalld funktio fi on joko aidosti positiivinen tai
aidosti negatiivinen.

Todistus. (1) Jos esimerkiksi fo(o) = 0 ja f3(o) = 0
jossakin vilin (o, §) pisteessi o, niin télloin

fa(o) = q2(0) f3(0) — f2(0) =0,

eli ¢ on my6s funktion f; nollakohta. Siten myos
fs5(0) = 0, jne. ja edelleen fs(o) = 0. TAmé& on ris-
tiriita, koska fs on vakio C' # 0.

(2) Jos funktiolla f3 on nollakohta o, niin mééritelmén
nojalla

fa(o) = = fa(o),

jne.

(3) Seuraa siité, ettd f1 on jatkuva funktio, eikd fo:n
nollakohta ole fi:n nollakohta. O

Olkoonnyt z € (a, 3). Sturmin funktioiden f; pisteessi
2 saavuttamien arvojen fo(x), f1(z),..., fs(x) etumer-
kit muodostavat Sturmin merkkiketjun.

Merkitédin Varg(xr) Sturmin ketjussa f tapahtuvien
etumerkin vaihtojen (+— tai —+) lukumé&érd pistees-
s x. Madritelldan edelleen polynomijonon etumerkin
vaihtojen erotus

Vars[a, f] = Varp(a) — Varz(3).

Tutkitaan funktion Varf(z) arvon muuttumista, kun
x on valilld («, 8). Havaitaan, ettd funktion arvo voi
muuttua pisteessi x vain, jos yksi tai useampi Sturmin
funktio vaihtaa etumerkkifén kyseisessé pisteessé.

Olkoon o € (a, #) Sturmin funktion f, nollakohta. Va-
litaan § > 0 siten, ettd vililla A = (¢ — d,0 + ) seu-
raavat ehdot ovat voimassa:

1. Funktio f,(z) #0, kun € A ja x # 0.

2. Funktion f,:n viereiset funktiot (f,—_1, fut1) eivét
vaihda merkkidian valilla A.

Tutkitaan erikseen tapauksia v > 0 ja v = 0.
Ensimmaéisessé tapauksessa tarkastellaan kolmikkoa

fvfla fva f’u+17 toisessa paria an f1~

Kolmikon tapauksessa havaitaan, ettd f,_1,f,+1 ovat
erimerkkiset (Aputulos/kohta 2.), joten riippumatta
fo:n etumerkista valilld A on aina tdsmélleen yksi mer-
kinvaihto. T#ten f,:n nollakohdan ohittaminen ei muu-
ta Varg(z)m arvoa.

Parin tapauksessa havaitaan, ettd f;:114 on tarkastelu-
vililld vakio etumerkki 4 tai —. Ensimmaéisessi tapauk-
sessa fo on kasvava ja fo(o—30) <0, fo(o+38) > 0. Toi-
sessa tapauksessa fy vihenevi ja etumerkit muuttuvat
péinvastaisesti. Molemmissa tapauksissa nollakohdan o
jilkeen funtioilla fy, f1 on sama etumerkki.

Havaitaan, ettd funktion Vary(r) arvossa tapahtuu
muutos tdsmaélleen silloin, kun ohitetaan funktion
fo nollakohta. Edelleen, funktion f; nollakohdassa
Varg(x)m arvo véhenee yhdelld.

Olemme siis osoittaneet seuraavan tuloksen:

Lause. (Sturmin lause) Olkoot P(x) reaalikertoiminen
polynomi ja o < 3 pisteiti, jotka eiviit ole P(z):an nol-
lakohtia. T&ll6in funktio Var ¢la, ], missid fon P(x):#n
Sturmin ketju, antaa P(x):4n nollakohtien méérén vé-
lilld (e, 5).
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Sovelluksia

Esimerkki 1. M#ritd yhtilon 2° + 3z — 1 = 0 ratkai-
sujen lukumé&éars ja sijainti.

Ratkaisu. Sturmin ketjuksi saadaan

fo = 2°—3z-1,
fi = b5zt -3,

fo = 12245,

fs = L

Polynomin f etumerkit vastaten muuttujan = arvoja
r=-2,—1,0,41,+2 ovat:

x fo fi fo fs
2 -+ - ¥
-1+ o+ -+
0 - - 4 +
+1 - o+ o+ o+
42+ o+ 4+

Téaten yhtdlolld on kolme reaaliratkaisua, yksi vélil-
14 (—2,—1), toinen vélilld (—1,0) ja kolmas vélilld
(+1,+2). Loput ratkaisut ovat kompleksisia. O

Esimerkki 2. Mairitd yhtdlon 2° — ax — b = 0 reaa-
listen juurten lukumééré, kun a ja b ovat positiivisia ja

4%a® > 55p4.

Ratkaisu. Sturmin ketjuksi saadaan

fo = z°—ax—b,
fi = ba'—aq,

fo = dax+ 5D,

fs = 4%® - 5%

Kun z — —o0, saadaan raja-arvona ketjun etumerkeik-
si —+ —+. Vastaavasti, kun x — +00, saadaan etumer-
kit + + ++4. Siten yhtalolla on kolme reaalista ja kaksi
kompleksista ratkaisua. O
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