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Potenssisummia numeerisella integroinnilla

Jorma Merikoski
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Tampereen yliopisto

Johdanto

Olkoon f valilla [a, b] jatkuva reaalifunktio. Lukion pit-
kidn matematiikan kurssiin 12 kuuluu integraalin

I:/bf(x)dx

likim&éréinen laskeminen puolisuunnikassadnnolla

h
—(yo +2y1 +2y2 + ...

=2

+ 2yn71 + yn)

ja Simpsonin sa&nnolla

h
S = g(yo+4y1+2y2+4y3+-..+2yn72+4yn71+yn)-

Téassé n on positiivinen kokonaisluku,

b—a
n

h:

ja
Lis&ksi Simpsonin sdanndssé n on parillinen. Tulosten

tarkkuutta selvittdvit virhekaavat. Jos f on kahdesti
derivoituva, niin

1=0,1,...,n

h2 "
1-T= -2 -a), 1)

missd a < £ < b (mutta £:std el yleensd tiedetd sen
enempéd). Jos f on neljisti derivoituva, niin

h4
]—S§ = _—_ (4) _ 2
§= -2 TOE0b ) &)
missd a < £ < b. Nédiden kaavojen johto (ks. esim. [2],
[5]) ei kuulu lukion kurssiin.

Toisaalta, jos f:n integraalifunktio F' tunnetaan, niin
I = F(b) — F(a) saadaan tarkasti, jolloin syntyy kiin-
nostava kddnteisprobleema: esitettdvi tietylle summa-
lausekkeelle likimédridiskaava I:n avulla. Jos a = 0,
b=mn,h=1ja f(z) = 2F, missi k = 1,2,3,4, niin
tulemme huomaamaan, ettd saamme 7':n tai S:n avul-
la tarkan kaavan, jossa summa

1ok 4 nF
esitetdéan n:n (k + 1)-asteisena polynomina. Tapauk-
set k = 2 ja k = 3 ovat kirjan [1] harjoitustehtévina
(teht. 138), mutta me kisittelemme tétd aihetta laa-
jemmin.

Eulerin-McLaurinin summakaava on, kuten Lindeldf
([5], s. 377) sanoo, analyysin kaikkein mielenkiintoi-
simpia kaavoja. Emme esité sitd yleisessd muodossaan
(ks. esim. [5], s. 389) vaan tyydymme kahteen erikois-
tapaukseen. Jos f on neljdsti derivoituva, niin

f'(a)) + —f(4 ()b —a), (3)

L) - i

12
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missd a < £ < b. Jos f on kuudesti derivoituva, niin

h? , ’ ht " "
[=T == (f'(0) = ['(@) + 5 (f""(b) = £ (a))
hﬁ
~ 30210 V@b - a), (4)

missid a < £ < b.

Triviaali tapaus £ =1

Tieddmme aritmeettisen summan kaavan perusteella,
etta
n(n+1)

5

Siksi tapaus & = 1 ei ole kiinnostava, mutta téydel-
lisyyden vuoksi késittelemme senkin. Koska funktiolle
f(z) = 2 on f"(x) = 0, on virhekaavan (1) mukaan
T =1. Siis

1+2+...+n=

1 h 2
5[0—1—2-1—|—2~2—|—...—|—2(n—1)—|—n} :/xdx:n—
0

joten

1+24+...+(n—1)+n
n n
:1+2+...—|—(n—1)+§—|—§

n? 1
_n n_nr+l)
2 2 2

Tapaus k = 2

Tapa 1. Kéytetddn puolisuunnikassaéntod. Vaikka se ei
laske tarkasti integraalia

n

I = /xgdx,

0

saamme virhekaavalla (1) lausekkeen 12 +22 + ...+ n?
tarkasti, koska funktion f(z) = 22 toinen derivaatta
1" (x) = 2 on vakio. Virhekaavan perusteella

1 n
T=14+—-2(n—-0)=1+—
—|—12 (n—0) +6

eli

1

5[0+2-12+2-22+...+2(n—1)2+n?}
—/na:zda:—l—ﬁ—n—3+E
B 6 3 6

0

joten
12422+, +(n—-12+n?
2 2
:12—|—22—|—...+(n—1)2—|—%+%
:n_3+ﬁ+n_2:2n3+3n2+n
3 6 2 6
_n(n+1)2n+1)
= 5 ,

Tapa 2. Kaytetddn Simpsonin sdantod. Mutta kannat-
taako se, koska laskut tulevat pitemmiksi kuin tavas-
sa 17 Voimme vastata myonteisesti, jos kuvittelemme,
ettd tunnemme vain puolisuunnikassddnnoén ja Simpso-
nin sddnnon johtoineen mutta emme virhekaavoja (1)
ja (2). Silloin emme voi kiiyttd4 tapaa 1, mutta tiedam-
me, ettd funktiolle f(z) = 2% on S = I.

Jos n on parillinen, niin

1
§[0+4-12—|—2-22—|—4-32—|—...—|—2(n—2)2

n
3

+4(n—1)* +n’] z/xde:%

0
ja
1
g[12+4-22+2-32+4-42+...+2(n—1)2
n+1 13 1
—|—4n2—|—(n—|—1)2}: /xdezi(n—’— ) — —.
3 3
1
Yhteenlaskemalla saamme
2-12—1—2[22—1-32—1-...—1-(71—1)2]
5 5 1 , n® (n+1)® 1
e z 2= T -
et gt 1) = o4 g 1
josta

22432+, .+ (n—1)>
:é[n3+(n+1)3—5n2—(n+1)2} —1
ja edelleen
PP+224 ...+ (n—1)72+n?

1
:E[n3+(n—|—1)3—5n2—(n+1)2]—1+1+n2

1
:E(2n3+3n2+3n+1—5n2—n2—2n—1+6n2)

1 1 1
= 6(2713 +3n? +n) = 6n-2(n+ (n+ 5)

1
= En(n +1)(2n+1).
Jos n on pariton, niin voimme tarkastella vastaavasti

integraaleja

n—1 n

/xgdx ja /xgdx.

0 1
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Kuitenkin on mukavampi todeta, ettd n — 1 on t&lléin
parillinen, joten

24+22 4. .+ (n—-1>2+n?
1

= (= Dnf2(n— 1) + 1] +n?
1

= gn(n —1)(2n—1) +n?

= é[n(2n2 —3n+1) + 6n?

1
= 6n(2n2 —3n+1+6n)

1 1
= 6n(2n2 +3n+1)= En(n +1)(2n+1).

Tapa 3. Kaytetddn Eulerin-McLaurinin summakaa-
vaa (3). Jatdmme sen lukijan tehtévaksi.

Tapaus k = 3

Tapa 1. Kaytetddn Simpsonin sddntod. Koska Simpso-
nin sddnndssi integroitava korvataan paloittain poly-
nomeilla, joiden aste on enintéddn kaksi, on selvai, et-
té tama saanto laskee tarkasti kaikkien téallaisten poly-
nomien integraalit. Mutta on yllattavaa, ettd se las-
kee tarkasti my6s kolmannen asteen polynomien in-
tegraalit. Jos nimittdin f on téllainen polynomi, niin
f®(z) =0, joten virhekaavan (2) mukaan S = I.

Voimme olettaa, etté n on parillinen. (Jos n on pariton,
niin menettelemme kuten tapauksessa k = 2.) Téalloin

1
§[0+4-13+2-23+4.33+...+2(n—2)3

n
4

+4(n —1)° +n?] z/xgdx:%

0
ja
1
5[13—1—423+2~33—|—4-43—|—...—|—2(n—1)3
n+1 4
1 1
—|—4n3+(n—|—1)3] = /xgda::w—z.

1

Jatkamme kuten tapauksessa k = 2. Saamme

5
5-13+2[23+33+...+(n—1)3}
4

5 5 1 s nt (n+1)* 1
— Z 1V = — 4 7 _
+3n +3(n+ ) 4+ 1 T

josta

B 4+33 4+ +n-1)>°
23

=l[n4+(n+1)4} —é[5n3—|—(n—|—1)3] ~ 50

8

ja siis
P4+2°+ .+ (n—-1)>%+n
1 1
=—[n*+ (n+1)" —6[5n3+(n+1)3}

8
23
i | 3
24+ +n
1
:§(2n4+4n3—|—6n2+4n+1)

1 1
—6(6n3+3n2+3n+1)+ﬂ+n3
1,1, 3, 1 1
RS L LR A M

1 101 1
3 22 T = S 3
Wogn T gn gt gt

1 1 1 1
= Zn‘l + 5113 + an = Zn2(n +1)%

Tapa 2. Kaytetddn Eulerin-McLaurinin summakaa-
vaa (3). Jos f(x) = 23, a = 0, b = n ja h = 1, niin
f'(x) =322 ja fW(z) =0, joten

n’

1 2
T=I+50Bn"—0)-0=1+

eli

1
5[0+2~13+2-23+...+2(n—1)3+n3]
" 2 4 2
3 n n n
= d - = — —_
/x x+4 4+4

0
Saamme siis

P22 4.+ (n—-1)72+n?

3 3
:13+23+...+(n—1)3+%+%
_n4—|—nQ_’_n?’_n4—|—2n3—|—n2_nQ(n—i—l)2
4 2 4 B 4

Tapaus k=4

Tapa 1. Kaytetdan Simpsonin sdantoa. Se ei laske tar-
kasti funktion f(r) = x integraalia, mutta koska
f@(z) = 24 on vakio, saamme tehtéivin ratkaistuksi
virhekaavan (2) avulla (vrt. puolisuunnikassidénto ta-
pauksessa k = 2).

Voimme olettaa, ettd n on parillinen. Tall6in

1
§[0+4-14+2-24+4~34+...+2(n—2)4

f 24 n®  2n

A(n —1)* 4:/ o+ ZZp—0)= 2422

+4(n — 1)* + n?] x x—|—180(n 0) 3 + B
0
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ja f'(x) = 42® ja fP(z) = 24, joten
s 4 4 4 4 1 3 1
5[1 +4-28 4234444+ 42n—1) T=1I+5@n"—0) - —5-24(n—0)
4 4 "+14 24 = 4d +n3 r _n5+n3 -
+4n —|—(n—|—1)]:/xda:+l—80(n+1—1) T TS T3 T 5 T3 30
0
1
_(h+1)° 1 2n eli
5 5 15 . B n
—f0+2-14 4224 4. 42(n—1) 0t = —+ = — —.
Jatkamme kuten tapauksissa k = 2 ja k = 3. Saamme 2[ + + oo F2n )—l—n] 5 + 3 30
5 5 1 Siis
St 3t A (=D St (n+1)t
3 T2[20+8% 4 (n )]+3n+3(n+) 2t (=1t 40t
n® (n+1° 1 4n 4 4
=—+— -+ I TN A B L
5 3 4
josta :n_+n__£+n_
) 3 30 2
1
2243+ (n 1) = —(6n° + 150 + 1003 — n).
1. - 30
—E[n +(n+1)°—1)
+i_§_%[5n4+(n+1)4+5]. Tapaukset £ =5 ja k=6

Téaten

2t (n—1D)*4nt

1. 5 5 2
- 1% 1]+ =
10[n +(n+1) |+ 5"

1
—E[5n4+(n+1)4+5]+1+n4
_Ls 4 3 2 2
= 10(211 +5n" + 10n° 4+ 10n +5n)+15n

1
—E(6n4—|—4n3+6n2—|—4n—|—6)+1—|—n4

1 1 1 2
=S+t nd+ni+ont —n—nt

5 2 2 15
2
—§n3—n2—§n—1+1+n4
1 1
=-n+nt4+-nd— —n

1
= —n(6n* + 15n® + 10n? — 1).

30
Huomaamme kokeilemalla, ettd polynomilla p(n) =
6n* + 15n2 + 10n? — 1 on rationaaliset nollakohdat
n=—-1jan= —%, joten se on jaollinen polynomilla
q(n) = (n+1)(n+ 3). Suorittamalla jakolaskun saam-
me p(n)/q(n) = 6n° +6n — 2, joten p(n) = (n+1)(n+
1)(6n? +6n—2) = (n+1)(2n+1)(3n?+ 3n — 1). Niin
saamme tuloksen muotoon

1
42t 4t = %n(n+l)(2n+l)(3n2+3n— 1).

Tapa 2. Kaytetddn Eulerin-McLaurinin summakaa-
vaa (3). Jos f(z) = 2%, a =0, b =mn ja h = 1, niin

Puolisuunnikassédannossé integroitava korvataan pa-
loittain polynomeilla, joiden aste on enintdén yksi.
Simpsonin sdénnossa kiytetddn vastaavasti polynome-
ja, joiden aste on enintddn kaksi. Periaatteessa voidaan
myo6s kiyttad polynomeja, joiden aste on enintdén kol-
me, enintdan neljd jne. Esimerkiksi kiyttamalla enin-
tddn kolmannen asteen polynomeja saadaan

b
3h
/f(x)dx ~ g(yo + 3y1 + 3y2 + 2y3 + 3ys + 3ys

a

—|—2y6 4+ ...+ 2yn_3 + 3yn—2 + 3yn—1 + yn);

missd n on jaollinen 3:lla. (Ks. esim. [2], s. 316, missd
integraali on laskettu yhden osavélikolmikon yli.) Kui-
tenkaan tama sd&nto el ole Simpsonin sddntoa parempi,
silld nytkin virhe on muotoa vakio kertaa h*f®(¢) eli
likim##rin verrannollinen potenssiin h*. ("Likimé#érin”
siksi, ettéd jos esimerkiksi h puolitetaan, niin & yleensa
muuttuu, jolloin uusi virhe ei ole tdsmaélleen % van-
hasta vaan voi erota siité paljonkin.) Siis t&lla sdannol-
14 saadaan lasketuksi summa 1% + 2% + ... 4+ n* vain
tapauksessa k < 4, kuten saadaan Simpsonin s&&nndl-
lakin, ja laskut ovat pitemmat. Toisaalta nama laskut
ovat hyodyllistd "kaavamanipuloinnin” harjoittelua, jo-
ten summan 14 +2% 4 ... +n* laskeminen till tavalla
on hyva harjoitustehtava.

Korkeammankaan asteen polynomeja ei kannata kéyt-
tdd. Tosin virhe yleensd pienenee, jos derivaatat pysy-
vat kohtuullisissa rajoissa, silld polynomin asteen olles-
sa k se on muotoa vakio kertaa f#2)(£)h*+2 kun k on
parillinen, ja vakio kertaa f®*+1(&)h**! kun k on pa-
riton. Mutta saadut kaavat tulevat kovin mutkikkaiksi:



Solmu 1/2009

kerrointen suuruusluokka kasvaa ja jotkin niistd saat-
tavat olla negatiivisia. Siksi on parempi soveltaa joko
Simpsonin sdant6a pienemmalld h:lla tai jotakin aivan
muuta menetelmas.

Korkeamman asteen polynomeilla saatuja integrointi-
kaavoja ei myoskidn kannata kiyttdid summan 1F +
2F + ...+ n* laskemiseksi. Periaatteessa niin voitaisiin
tehdd, mutta kiytdnnossa laskut tulevat varsin tyolaik-
si. Sen sijaan néitdkin summia voidaan laskea helposti
Eulerin-McLaurinin summakaavan avulla. Késittelem-
me tapaukset k = 5 ja k = 6 soveltamalla kaavaa (4).

Funktiolle f(z) = 2® on f/(x) =
f©(z) =0, joten

) f"(z) = 6022 ja

1
5[0+2-15+2-25+...+2(n—1)5+n5]

1 1
5 4 2
= dz + —(5n* —0) — =—(60n> —0) 40
/”3 T+ 3 (5n7 = 0) = 755 (60n" — 0) +
0
_nt st
6 12 12
Néin ollen
P4+25 4+ .+ (n—1)°+n°
5 5
=1P+2°+ .. +(n—1°+ =+ —
W st
6 12 12 2
1
= —n?(2n* + 6n% + 5n% — 1).

12"

Tapaukset £k = 1 ja k = 3 houkuttelevat otaksumaan,
ettd polynomi p(n) = 2n* + 6n® + 5n% — 1 on jaollinen
polynomilla g(n) = (n+1)2. Niin todellakin on, ja suo-
rittamalla jakolaskun saamme p(n)/q(n) = 2n?+2n—1.
Siis

PP+254 ... +n°=—n*(n+1)*(2n* +2n - 1).

12

Siirrymme tapaukseen k = 6. Jos f(x) = 2%, niin

f(x) = 62, f"(x) = 1202° ja f(©)(z) = 720, joten

1
5[0+2~1‘“’+2-2‘“’+

:/ 6dx—|— (6n —-0)

o4 2(n—1)% 4 nf

0
1
——(120n® — 2
795(120n° = 0) + 30240 720
. non
7 2 6 42

Saamme siis

4204 .+ (n—1)°%4nS

6 6
n n

:16+26+...+(n—1)+7 5

_n7+n5 n3+n+n6

7 2 6 42 2

1
= En(ﬁnﬁ +21n° 4 21n* — Tn? 4+ 1).

Otaksumme nyt tapausten k = 2 ja k = 4 perusteella,
ettdl polynomi p(n) = 6n° + 21n® 4+ 21n* — 7n% + 1 on
jaollinen polynomilla ¢(n) = (n+1)(2n +1). Osoittau-
tuu, ettd nidin on. Jakolaskulla saamme p(n)/q(n) =
3n* +6n3 — 3n + 1, joten

1
164204, 4nb = En(n+1)(2n+l)(3n4+6n3

—3n+1).
Eulerin-McLaurinin summakaavan yleisessd muodossa
tarvitaan Bernoullin lukuja (ks. esim. [5], s. 383), joten
ne nikyvit myos kertoimissa, kun summa 1% 4+ 2% +

. + n* esitetdiin n:n (k + 1)-asteisena polynomina.
Kirjansa esipuheessa ([5], s. IV) Lindelof kutsuu Ber-
noullin lukuja "merkillisiksi”. N&diden lukujen mééritel-
mé (palautuskaavalla tai tietyn sarjan kerrointen avul-
la) néyttaa kovin mutkikkaalta ja keinotekoiselta (seit-
semiin ensimméistd Bernoullin lukua ovat &, 35, 75,
310, 656, 26793% ja ) joten on todellakin merkillistd, etta
niill& on keskemen rooli mm. erdissa sarjakehitelmissa
(esimerkiksi tan z:m, ks. [5], s. 387).

Puolisuunnikassdadnnon parantaminen

Eulerin-McLaurinin summakaavasta (3) saamme "pa-
remman puolisuunnikassadnnén”
h2
/
Ty =T - (') - f'(a),

jonka virhekaava on

h4
I—T = —fPE)(b—-a).
L= /Db —a)
Jos siis f on neljésti derivoituva ja f* pysyy kohtuul-
lisissa rajoissa, niin tdméan sddnnon virhe on likiméaarin
verrannollinen potenssiin h* eli samaa suuruusluokkaa
kuin Simpsonin sd&nnoén virhe.

Vastaavasti saamme FEulerin-McLaurinin summakaa-
vasta (4) "vield paremman puolisuunnikassdannon”

h? / ht " "
T =T =5 (f'(0) = f'(a)) + =5 (f"(0) = " (a)),

jonka virhekaava on
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Jos siis f on kuudesti derivoituva ja f(©) pysyy kohtuul-
lisissa rajoissa, niin virhe on likim&&4rin verrannollinen
potenssiin hS.

Téten on odotettavissa, ettd "parempi puolisuunnikas-
sdant6” on suunnilleen yhté hyvé kuin Simpsonin sdan-
0, ja ettd "vield parempi puolisuunnikassaéantd” on néi-
té parempi. Jatdmme lukijan tehtdviksi tutkia kokeel-
lisesti, onko asia todella néin.

On mielenkiintoista, ettd pelkki tieto derivaatoista vé-
lin pdatepisteissé saa aikaan téllaiset parannukset. Kui-
tenkin, jos funktiota ei ole annettu lausekkeena vaan
taulukkona, niin derivaatat tdytyy laskea numeerises-
ti likim&aaraismenetelmilld, jolloin tehdyt virheet saat-
tavat kumota ndméa parannukset. Erityisen painavasti
tdma huomautus koskee "vield parempaa puolisuunni-
kassa&ntod”, jossa tarvitaan kolmatta derivaattaa.

Muita menetelmia

Summan s, (n) = 1¥4+2% 4. . . +n* kaava voidaan johtaa
monella muullakin tavalla.

Helpoin menetelmé keksid lienee seuraava. Aritmeet-
tisen summan kaavan perusteella si(n) on toisen as-
teen polynomi, joten otaksutaan, ettd sg(n) on (k +
1)-asteinen polynomi. Tarkastellaan siis polynomia
pr(n) = agn® +a1n® + ...+ apn + apy1. Vaaditaan,
etta

pr(1) = sk(1), pr(2) = sk(2),
ek £ 2) = su(k+2). ()

Ratkaistaan tédstd lineaarisesta yhtaloryhmésta tunte-
mattomat ag, ay, . . ., art+1. (Voidaan todistaa, ks. esim.
[5], s. 16, etté silld on yksikésitteinen ratkaisu.) Lopuk-
si osoitetaan induktiolla, ettd py(n) = sk(n) kaikilla
muillakin n:n arvoilla.

Yhtaloryhmé (5) voidaan suurillakin £ arvoilla rat-
kaista helposti kiyttamalld jotakin matemaattista tie-
tokoneohjelmistoa. Kuitenkin taytyy varautua seuraa-
vaan. Jos tietokone soveltaa liukulukuaritmetiikkaa,
niin tulokset ovat desimaalimuotoisina likiarvoina, jol-
loin niiden muuttaminen tarkoiksi arvoiksi voi suuril-
la k:n arvoilla olla vaikeaa, koska pyoOristysvirheiden
kasautuminen saattaa sotkea desimaaliluvun jaksolli-
suutta. Jos taas kone soveltaa tarkkaa aritmetiikkaa,
niin suurilla k:n arvoilla ehkd joudutaan operoimaan
niin hankalilla murtoluvuilla, ett&d muisti loppuu tai ai-
kaa kuluu kohtuuttomasti taikka ohjelman suoritus ju-
miutuu muuten. Pienilld k:n arvoilla ongelmia ei synny

kummassakaan tapauksessa. Lukija voi kokeilla, mil-
laisista k:n arvoista hénen tietokoneensa ja sen mate-
maattinen ohjelmisto selviytyy.

Edellda Kkisittelemiemme menetelmien erddnlaisena
puutteena on, ettei niillda saada tietoja km eri arvo-
ja vastaavien sg(n):ien vilisistd yhteyksistéa. Tavallisin
sellainen menetelma, jolla néitd yhteyksid saadaan, on
Pascalin menetelmd (ks. esim. [3], luku 2.1, [6], s. 359
ja tapauksessa m = 3 myos [4], s. 335-336). Se perustuu
kaavaan

(TL + 1)m —1= MmSm—1 + <m) Sm—2 + <m) Sm—3
2 3
+...4+msy +n.

Aluksi sijoitetaan m = 2, jolloin saadaan s;. Seuraa-
vaksi sijoitetaan m = 3, jolloin saadaan sq, koska s;
tunnetaan. Sitten sijoitetaan m = 4, jolloin saadaan
s3, koska s; ja so tunnetaan. Jatkamalla vastaavasti
saadaan jokainen potenssisumma s esitetyksi potens-
sisummien Si, 83, ..., Sk_1 avulla.

Muita menetelmii 18ytyy Kotiahin artikkelista [3].
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