Ylakoulun geometriaa

Ylakoulun geometriaa

Tama tehtavikokoelma antaa ylakoulun oppilaalle mahdollisuuden syventaé
koulussa opittavaa geometrian oppimééraé. Se on erityisen hytdyllinen niille,
jotka aikovat lukiossa valita pitkan matematiikan. Kokoelman osiot kannat-
taa suorittaa numerojérjestyksessé, silla ne rakentuvat loogisesti toistensa
varaan. Kussakin osiossa on pieni johdanto, jossa perustellaan tai annetaan
tehtéavien ratkaisemisessa tarvittavat tiedot. Tehtédvissikin on teoriaa eteen-
péin vievia todistamisia. Osa tehtédvista voi aluksi tuntua vaikeilta, mutta tee
ensin helpoimpia ja kysy tarvittaessa neuvoa opettajalta. Eradita vaativampia
tehtéavia on varustettu tdhtimerkinnalld. Niiden suorittamatta jattdminen ei
héiritse kokonaisuuden ymmértamista, mutta ne ovat erityisen hyodyllisia
matematiikan oppimisen kannalta. Pidempaé pohdiskelua vaativat tehtavat
kehittavit matematiikan oppimisessa vaadittavaa sitkeytta!

Matematiikassa tarvitaan laskutaidon lisiksi myos padttelytaitoal. Al-
keisgeometria on oiva véline sen harjoittelemiseen. Koulumatematiikassa paét-
telyjen pohjaksi kelpaavat tietyt ndkéhavaintoon perustuvat asiat, jotka to-
distetaan mychemmin eraistd geometrian perusoletuksista lahtien. Téassa pi-
detdan perustana kaikki koulussa opittu suoriin, pisteisiin, kulmiin ja kol-
mioihin liittyvé tieto. On siis selvda, ettd kulman ja sen vieruskulman sum-
ma on otkokulma, tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhtdsuuret ja tamdn
kolmion kantaa vastaan piirretty korkeusjana puolittaa kannan sekd huippu-
kulman. Néihin asioihin palataan lukion pitkassa matematiikassa.

Joissakin harjoituksissa kaytetdan kirjaimia lukujen symboleina. Niilla
lasketaan samoin saénnoin kuin luvuilla. Nain saadaan kaavoja, jotka ovat
voimassa kaikilla kirjainten tilalle sijoitetuilla tilanteen kannalta mielekkaill&
luvuilla. Kirjaimilla laskemiseen voit perehtya kdymalla lapi Solmun diplo-
misivulta lausekkeita ja yhtéloita seké osittelulakia kéasittelevat oheiskirjoi-
tukset. Solmun diplomisivulta 10ytyvit Vaisdlan Geometria ja Algebra ovat
erittdin suositeltavaa oheislukemistoa!

Tehtéavien ratkaisemisessa tarvitaan perustiedot potensseista, neliojuuris-
ta, lausekkeiden késittelysté ja ensimmaisen asteen yhtaloista. Myos vaihdan-
talakeja a +b = b+ a, ab = ba, osittelulakia a(b+ ¢) = ab + ac, ja niihin
perustuvia binomikaavoja

(a £b)? =a* +2ab+ b ja (a+b)(a—0b) =a® — b

tarvitaan muutamissa yhteyksissa.

Rakentavat kommentit ja parannusehdotukset ovat tervetulleita. Niita voi
ldhettdd Solmun toimituksen osoitteella. {050514 U}

'Ks. my6s http://matematiikkalehtisolmu.fi/2008/diplomi/geomtodhar].pdf

http://matematiikkalehtisolmu.fi



Ylakoulun geometriaa

Siséllys

Sisallys:

10.

Liite 1:

Liite 2:

Pinta-aloista

Kolmion kulmien summa
Pythagoraan lause
Suorakulmainen sarmio
Yhdenmuotoisuudesta
Ympyroista

Keha- ja keskuskulmista
Mika on aste?
Trigonometriaa
Avaruusgeometriaa
Toiminnallista matematiikkaa

Vastauksia ja ratkaisuohjeita

10

12

13

14

19

21

http://matematiikkalehtisolmu.fi



Ylakoulun geometriaa Pinta-aloista

1. Pinta-aloista
Teoriaa

Suorakulmion pinta-ala on kannan ja korkeuden pituuksien tulo.

pinta-ala on kateettien pituuksien tulon puolikas. Téaman avulla johdetaan
kolmion pinta-ala yleisesti (teht.1) kahden suorakulmaisen kolmion pinta-
alan summana tai erotuksena. Kolmion pinta-alan avulla johdetaan edelleen
(teht. 2 ja 3) suunnikkaan ja puolisuunnikkaan pinta-alojen kaavat. Teoria
rakentuu nain muutamista perusasioista lahtien.

Harjoituksia

1. Todista, ettéd kolmion pinta-ala on kannan ja korkeuden pituuksien

==

|

tulon puolikas. Ohje: Késittele erikseen terava- ja tylppakulmainen kol-
mio. Merkitse kannan ja korkeusjanan pituuksia a:lla ja h:lla, ja tylp-
péakulmaisessa kolmiossa kannan jatketta c:11a. Merkitse teravikulmai-
sessa kolmiossa wu:lla ja v:lla osia, joihin korkeusjana jakaa kannan.

2. Johda suunnikkaan pinta-alan kaava. Ohje: Lavistdja puolittaa suun-
nikkaan pinta-alan.
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Ylakoulun geometriaa Pinta-aloista

3. Osoita, ettd puolisuunnikkaan pinta-ala on sen kantojen pituuksien kes-
kiarvon ja korkeuden pituuden tulo.

4. Nelion sivun pituus on a. Neliosta leikataan pois suorakulmio, jonka

korkeus on h. Laske jaljelle jadvan osan pinta-ala.

5. Osoita, ettéd jos nelikulmion lavistdjit ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan, niin sen pinta-ala on puolet lavistajien pituuksien tulosta.
Ohje: Aloita apukuvion piirtdminen lavistajista.

6. Muodosta lauseke kuvassa

a)_;x—,:_ b):d:":d:_
A 1 : .
-K—y—)l ¥ a )

olevan kuvion pinta-alan laskemiseksi.

7. Kuinka monta prosenttia kolmio peittda ruudukon pinta-alasta?

<

AV
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Ylakoulun geometriaa Kolmion kulmien summa

2. Kolmion kulmien summa
Teoriaa

Kolmion ABC kulmat ovat «, 8 ja . Nokkaeldin (kuviossa nuoli) lahtee
pisteestd C ja kiertda kerran vastapaivaan kolmion ABC ympaéri palaten

alkuasemaansa. Kérjessa A elain kdantyy kulman o/, kirjessd B kulman [’
ja karjessd C kulman /.

A: Kuinka monta astetta eldin kadntyy kaikkiaan, eli kuinka suuri on sum-
maao + 3 ++4'7

B: Taydenna: o/ = 180° — [, 5’ = 180° — O, ' = 180° — .
C: Osoita edellisten kohtien avulla, etta
a+ B+ v = 180°.

Harjoituksia
8. Maarita suorakulmaisen kolmion terdvien kulmien summa.

9. Osoita, ettd kolmiossa kahden kulman summa on yhtasuuri kuin kol-
mannen kulman vieruskulma.

10. Kolmiossa on kaksi yhtasuurta kulmaa ja kolmas kulma on neljasosa
yhtasuurien kulmien summasta. Maéaritéd kolmion kulmien asteluvut.

11. Todista, ettd kolmiossa on vahintaan kaksi teravad kulmaa. Ohje: Osoi-
ta, ettd vastaoletus, jonka mukaan terdvid kulmia on enintddn yksi,
johtaa ristiriitaan.
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Ylakoulun geometriaa Kolmion kulmien summa

12.

13.

14.

x15.

Monikulmio on kupera, jos sen mitka tahansa kaksi sisapistettd yhdis-
tavd jana on kokonaan monikulmion sisilld. a) Mikd kulmia koskeva
ehto on voimassa, jos monikulmio on kupera? b) Maaritd nokkael4i-
men avulla kuperan i) 4-kulmion, ii) 5-kulmion, iii) n-kulmion kulmien
summa. *¢) Miten nokkaeldimen avulla lasketaan ei-kuperan monikul-
mion kulmien summa?

Missa monikulmiossa kaikkien kulmien asteluku on 156°7

Lasitehtaalla valmistetaan suorakulmion muotoisia lasiruutuja. Toisi-
naan ruudun sisddn jaa pienid ilmakuplia, jolloin ruutu ei kelpaa al-
kuperédiseen tarkoitukseen. Vialliset ruudut paloitellaan toisiaan leik-
kaamattomin viivoin kolmioiksi siten, etta ilmakuplat ja ruudun kérjet
ovat kolmioiden karkind. Kuvassa olevasta ruudusta, jossa on kolme

ilmakuplaa, saadaan kahdeksan kolmiota kuvan leikkaustavalla. Tee
kolmiointi jollakin muulla tavalla. Huomaat, etté kolmioiden méaaré py-
syy samana, vaikka leikkaustapaa muutetaan. a) Paattele kokeilemalla
yleinen sédanto kolmioiden lukumaéralle, kun ruudussa on n kuplaa.
*xb) Todista 16ytamési sdanté oikeaksi.

Julkisten rakennusten seinille ilmestyy toisinaan viisisakaraisia tahtia.

Tamaén ja muun tohrimisen korjaaminen vie vuosittain yhteiskunnalta
paljon verorahoja. Kuvioon ei luonnollisestikaan liity mitdan mystisia
voimia. Se on kuitenkin sikéli mielenkiintoinen, etté vaikka se voidaan
piirtaa aarettoman monella eri tavalla, niin sakarakulmien summa on
aina sama vakio. Méaritd tdmé vakio. Ohje: Huomaa, ettd kuvion kes-
kelle muodostuu viisikulmio ja etta kuviossa on kolmioita, joiden kul-
mina on sekd sakarakulmia ettd viisikulmion kulmia.
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Ylakoulun geometriaa Pythagoraan lause

3. Pythagoraan lause
Teoriaa

Pythagoraan lauseen mukaan suorakulmaisen kolmion kateeteille piirrettyjen
nelididen pinta-alojen summa on sama kuin kolmion hypotenuusalle piirretyn

Ay

nelion pinta-ala. Siis

As + A = A

Tamén lauseen tunsivat jo muinaiset babylonialaiset yli 4000 vuotta sit-
ten, mutta tiettavasti Pythagoras oli ensimmainen, joka pystyi sen todista-
maan. Nettisivulta www.cut-the-knot.org/pythagoras/index.shtml 16y-
dét lauseelle 115 erilaista todistusta. Seuraavassa on erds yksinkertaisimmis-
ta.

Olkoot suorakulmaisen kolmion kateetit ja hypotenuusa a, b ja c. Muo-
dostetaan neljasta téllaisesta kolmiosta nelio, jonka sivun pituus on a + b.
Hypotenuusista muodostuu nelion sisaan nelikulmio.

b a
[ L]

Miksi e-sivuinen nelikulmio on nelig?
Laske ison nelion pinta-ala sivun pituuden a + b avulla.

Laske ison nelion pinta-ala pienemmaén nelion sekéa kolmioiden avulla.

S Qw2

Merkitse edellisissa kohdissa laskemasi pinta-alat yhtasuuriksi, ja johda
néin saamastasi yhtalosta Pythagoraan lause.

http://matematiikkalehtisolmu.fi 5



Ylakoulun geometriaa Pythagoraan lause

Lukion matematiikassa todistetaan myos Pythagoraan lauseen kaénteislause,
jonka mukaan kolmio on suorakulmainen, jos sen kahden sivun nelididen
summa on kolmannen sivun nelié. Tata tulosta voit jo nyt kayttad kolmion
suorakulmaisuuden toteamiseen.

Harjoituksia

16. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 13 ja toisen kateetin
pituus on 12. Laske toisen kateetin pituus.

17. Kolmion sivujen pituudet ovat v/11, 2 ja v/7. Onko kolmio suorakul-
mainen?

18. Piirrd ruutupaperille nelio, jonka kérjet ovat ruudukon viivojen leik-
kauspisteissé ja jonka ala on

a) 4, b) 2, c) 5, d) 10.
Vihje: Hyodynné tarvittaessa Pythagoraan lausetta.

19. Miksi ruutupaperille ei voi edellisen tehtdvan tapaan piirtdd nelioté,
jonka ala on 37

20. Tasasivuisen kolmion sivun pituus on a. Laske kolmion ala. Ohje: Kor-
keusjanan ja kolmion sivun leikkauspiste puolittaa sivun.

21. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat a) 2 ja 3, b) a ja b. Laske hypo-
tenuusaa vastaan piirretyn korkeusjanan pituus.

22. a) Janojen pituudet ovat a, b ja c. Mitkd kolme pituuksia koskevaa
ehtoa tulee olla voimassa, jotta janoista voidaan muodostaa kol-
mio?

*b) Lukion geometrian kurssilla osoitetaan, ettd jokaisen kolmion si-
sélla on piste, joka on yhta etdalld kolmion kaikista sivuista. Laske
tdma etaisyys, kun kolmion sivujen pituudet ovat 5, 6 ja 7. Ohje:
Laske aluksi kolmion pinta-ala.

*23. Suorakulmion kannan ja korkeuden summa on s ja lavistdja on d. Laske
suorakulmion pinta-ala.
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Ylakoulun geometriaa Suorakulmainen sarmio

4. Suorakulmainen sarmio
Teoriaa

Suorakulmaisen sarmion sivupintoja kutsutaan tahkoiksi, tahkojen leikkaus-
viivoja sdarmiksi (kuviossa a, b ja ¢) ja sdrmien yhteisia pisteita kdrjiksi.

Vastakkaisia kérkid yhdistéva sarmion sisilld oleva jana (kuviossa [) on sér-
mion avaruuslivistdja. Seuraavissa harjoituksissa kasitelladn sarmioon ja sen
osiin liittyvia perusasioita.

Harjoituksia

24. Miten sédrmion tilavuus V lasketaan, kun sarmét a, b ja ¢ tunnetaan?
Kertaa tarvittaessa namaé asiat Solmun diplomitehtavisté (diplomi V).

25. Maaritd sarmion pinta-ala A, kun sdrmét ovat a, b ja c.

26. Suorakulmaisen sdrmion sarméat ovat a, b ja c. Laske sdrmion avaruus-
lavistajan [ pituus. Ohje: Laske aluksi pohjatahkon lavistdjéan pituuden
nelio.

27. Ylla olevaa sarmioté venytetddn (tai kutistetaan) kertomalla sen kaikki
sarméat positiivisella vakiolla k. Laske nain saadun sarmion tilavuus,

ka Pl -—==

pinta-ala ja avaruusldavistaja seka niiden suhteet alkuperaisen sarmion
vastaaviin suureisiin.
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Ylakoulun geometriaa Suorakulmainen sarmio

28. Kuution a) tahkon lavistdjan, b) avaruuslavistdjan pituus on 6 pi-
tuusyksikkoa. Laske kuution tilavuus ja pinta-ala.

29. Kuution sarmén pituus on a. Tastd kuutiosta on leikattu pois suora-

|
|
|
|
]
|
|
|
<>
S

\

\
r--o--rt-

\
\

kulmainen sarmio, jonka korkeus on h. Laske jéljelle jianeen osan tila-
vuus.

30. Suorakulmaisen sérmion sivutahkojen alat ovat 2, 3 ja 6 pinta-alayksikkoa.
Laske sarmion tilavuus.

31. Suorakulmaisen sarmion muotoisen kymmenen metrid pitkén hallin
paatyseinat ovat neliditéd, joiden sivun pituus on viisi metrid. Toisen
péaatyseinin keskikohdassa katonrajassa on piste A, ja toisen pédatysei-
nén keskikohdassa lattianrajassa on piste B. Kuinka pitkd on muura-
haisen lyhin reitti A:sta B:hen? Vihje: Oikea vastaus ei ole 15 m.

32. a) Olkoot a, b ja c ei-negatiivisia reaalilukuja. Miksi
Va2 + 02+ 2 <a+b+c?
b) Olkoot a, b ja ¢ ei-negatiivisia reaalilukuja. Milloin
Va2 + 02+ =a+b+ ¢

c) Keksi esimerkki luvuista a, b ja ¢, joille

vaz +b2 +c2>a+b+c

33. Onko olemassa suorakulmainen siarmio, jonka avaruuslavistdajan seké
sdrmien pituudet ovat kokonaislukuja?
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Ylakoulun geometriaa Yhdenmuotoisuudesta

5. Yhdenmuotoisuudesta
Teoriaa

Rakennuksen pohjapiirros on usein tehty mittakaavassa 1 : 100, mika tarkoit-
taa sita, ettd 1 cm piirroksessa vastaa 100 cm eli yhta metria rakennuksessa.
Rakennuksen sivu- ja pdatyseinit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, ja né-
méa suorat kulmat ovat myos piirroksessa. Siis piirroksessa olevien janojen
pituuksien suhde rakennuksessa oleviin vastinpituuksiin on aina sama 1 : 100
ja néiden janojen valiset kulmat ovat samat piirroksessa ja rakennuksessa.
Piirros ja rakennuksen pohja ovat yhdenmuotoiset mittakaavassa 1 : 100 ja
niiden pinta-alojen suhde on 1 : 10000.

Yhdenmuotoisissa kuvioissa ja kappaleissa siis vastinsivujen pituuksien
suhde on vakio ja vastinkulmat ovat yhtdsuuret. Jatkossa rajoitutaan ta-
pauksiin, joissa yhdenmuotoisuus on ilmeista.

Pallot, vaikka niissa ei kulmia olekaan, ovat keskenaén yhdenmuotoisia,
samoin ympyréat, neliot ja kuutiot. Kuvion sarmiot ovat yhdenmuotoisia,

- R ka Lo -

sillé niissd vastinpituuksien suhde on k ja vastinkulmat ovat samat.

Harjoituksia

34. Kuutioiden sidrmien pituudet ovat a) 3m, ja 5m, b) a ja b. Laske
kuutioiden pohjien pinta-alojen suhde ja kuutioiden tilavuuksien suhde.

35. Kun A4-arkki puolitetaan pitempéaé sivua vastaan kohtisuoralla leik-
kauksella, saadaan alkuperéisen arkin kanssa yhdenmuotoinen A5-arkki.
Laske A4:n lyhyempi sivu, kun pitemmén sivun pituus on a?

36. Kaksi A4-arkkia liitetdan A3-arkiksi, joka on yhdenmuotoinen A4-arkin
kanssa. Kuinka pitkid ovat A3:n sivut, kun A4:n sivut ovat edellisesséa
tehtavassé annetut?

*x37. Osoita, ettd kaikki paraabelit y = ax? (a > 0) ovat yhdenmuotoisia
paraabelin y = 22 kanssa.
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Ylakoulun geometriaa Ympyroista

6. Ympyroista
Teoriaa
Ympyrat ovat keskendan yhdenmuotoiset. Vastinpituuksia ovat esimerkiksi

/

p

d=2r d =2r

halkaisijat d ja d’' seké kehien pituudet p ja p’. Jos mittakaava on k, niin

d !
— = k ja E — k,
d D
mista seuraa
d 2 D P
7= > ja edelleen T (ks. harjoitus 38. alla.)

Néaemme, ettd kehdn pituuden suhde halkaisijaan yhdessa ympyrassé on sa-
ma kuin kehén pituuden suhde halkaisijaan toisessa ympyrassé, joten taméa
suhde on ympyran koosta riippumaton vakio eli se on sama kaikissa ympy-
roissi. Suhde merkitaédn kreikkalaisella 7-kirjaimella (luetaan "pii”). Saamme
yhtalon

—=mx eli p=wnd, jakoska d=2r, on p=27r.

Ympyran kehan pituus eli piiri on siis p = 27r.
Nykyisin tiedetdan, etta 7 on irrationaaliluku ja se on laskettu miljardien
desimaalien tarkkuudella. Yleisesti kaytetty likiarvo on 7 ~ 3,14.

Leikkaamalla ympyra parilliseksi méaraksi sektoreita ja kokoamalla néin
saatu palapeli kuvasarjan mukaisesti, saadaan sitd tarkemmin suorakulmio,
mita pienempiin sektoreihin ympyra jaetaan. Tamén suorakulmion korkeus

on r ja kanta on puolet ympyrian kehasta, siis 7mr. Niinpa ympyran ala on
A =r-mr = 7r?. Arkhimedes! paitteli ympyran alan talli tavalla noin 2200
vuotta sitten!

'Ks. http://matematiikkalehtisolmu.fi/2000/mathist/html/kreikka/
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Ylakoulun geometriaa Ympyroista

Harjoituksia
38. Osoita, ettd verranto

d/ / p
7= voidaan kirjoittaa muotoon = —.

SHES

39. Piirra ympyra. Valitse kehélta piste ja siita alkaen sateen mittaisia jan-
teita vastaavia kaaria. Kuinka moneen osaan ympyrén keha jakautuu?

40. a) Osoita kuviossa olevien ympyran sisidn piirretyn saannollisen kuusi-

/N
kulmion ympyran ja ympyrdin ympari piirretyn nelion piireja ver-
tailemalla, ettd 3 < w < 4.

xb) Osoita, ettd jos yksikkympyran (sédde on 1) sisédén piirretyn sdan-
nollisen n-kulmion sivun pituus on a,,, niin saman ympyréan sisdan
piirretyn 2n-kulmion sivun pituus on

Qp,
Aop = \/m .

Miten tasta saadaan menetelmé m:n likiarvon maarittamiseksi?

41. Paattele keskuskulmaa o vastaavan r-siteisen sektorin ala A, ja tata
b
()

keskuskulmaa vastaavan kaaren pituus b. Osoita, ettd A, = %br.
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Ylakoulun geometriaa Keha- ja keskuskulmista

7. Keha- ja keskuskulmista

Teoriaa

Kuviossa « ja 8 ovat samaa kaarta AB vastaavat kehdkulma ja keskuskulma

B

C

ja BC' on ympyran halkaisija. Kaaren AB asteluku on sama kuin kaarta vas-
taavan keskuskulman asteluku. Tehtévasi on perustella, miksi kehdkulman
asteluku on puolet vastaavan keskuskulman (kaaren) asteluvusta. Mieti en-

sin,
A: miksi ylla olevassa erikoistapauksessa kulma ZOAC = a,
B: ja miksi g = 2a7?

Harjoituksia

42. Perustele yllaolevan erikoistapauksen avulla, miksi § = 2a.

43. Miksi § = 2« allaolevassa kuviossa? Mitd tapahtuu kulmalle «

ja sen kyljille, kun piste B liukuu pisteen A paélle?

44. Olkoon AB erdén ympyréan halkaisija ja P (# A, B) kehépiste. Osoita,
ettdi PA 1L PB.
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Ylakoulun geometriaa Miké on aste?

8. Mika on aste?

Teoriaa

Edella on kaytetty astetta kulman suuruuden mittana, mutta tata yksikkoa
ei ole viela maéritelty. Se maéritelladn ympyran kaaren avulla.

Kulman karki keskipisteena piirretyn 1-sdteisen ympyran eli yksikkoym-
pyran kaaresta jaa osa kulman kylkien véliin. Témén osan pituus sopii hyvin

kulman mittaluvuksi. Historiallisista syistd (muinainen Babylonia, jossa kéay-
tettiin 60-jarjestelméd) yksikkdympyré on tapana jakaa 360:een osaan, ja yksi
tallainen osa on aste, joka merkitaan 1°. Koska yksikkéympyran kehan pituus

on 2w, on siis
T

360° = 2 i 1° = —.
mw, eli 180

Kulman kylkien valiin jaavan yksikkoympyran kaaren pituutta sanotaan
kulman radiaaniluvuksi, mika toisinaan lyhennetaén rad.

Harjoituksia

45. Taydenna taulukko annettujen kulmien radiaaniluvuilla.

180° | 90° | 45° | 30° | 60° | 120°

46. Taydenna taulukko annettujen kulmien asteluvuilla.

7/8 [ 3n/4 | 37/2 [7/10 ] 1 |0,0625

47. Kuinka monta a) astetta, b) radiaania kellon tuntiosoitin kééntyy seit-
seméssa minuutissa?
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Ylakoulun geometriaa Trigonometriaa

9. Trigonometriaa
Teoriaa

Pidetaén selvana, ettd jos kahdessa kolmiossa vastinkulmat ovat samat, niin
kolmiot ovat yhdenmuotoiset. Kahden vastinkulmaparin yhtasuuruus tieten-
kin riittdd, silld kolmannet kulmat ovat talloin yhtasuuret kulmasumma-

lauseen perusteella. Taméa tulos on nimeltaan kolmioiden yhdenmuotoisuus-
lause kk.

Kuvion suorakulmaiset kolmiot ovat yhdenmuotoiset, sillé niilld on suorat

kulmat ja yhteinen terava kulma «. Koska

a’ v c
— = — = — (= suurennussuhde),
a b c
saadaan verrannot
a’ 74 a d . b c
— = -, — Ja - = —,
c c
mista seuraa . . .
a a a a . b b
b b’ c c c c

Siis esimerkiksi kulman vastaisen kateetin suhde viereiseen kateettiin on kol-
mion koosta riippumaton. Se riippuu vain kulman suuruudesta. Jos pidetdan
kulman viereinen kateetti vakiona ja vaihdellaan vastaisen kateetin pituutta,
niin kulmakin muuttuu.

Vastaavasti kulman vastaisen kateetin suhde hypotenuusaan ja kulman
viereisen kateetin suhde hypotenuusaan ovat kolmion koosta riippumattomia,
yksinomaan kulmalle ominaisia lukuja.

Néamaé kolmion koosta riippumattomat suhteet nimetaan seuraavasti:

vastainen kateetti

sina =
hypotenuusa
viereinen kateetti
cosq =
hypotenuusa
vastainen kateetti
tana =

viereinen kateetti
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Ylakoulun geometriaa Trigonometriaa

Kuvion

kolmiossa siis
. a b a
sinae = —, cosa = - ja tana = —.
c

c b

Suhteiden nimet ovat suomeksi sini, kosini ja tangentti. Niitd sanotaan kul-
man « trigonometrisiksi funktioiksi, ja niiden (liki)arvot saadaan laskimesta.

Harjoituksia

48. Laske kolmion

10
tuntemattomiksi merkityt osat.

49. Kolmion sivujen pituudet ovat 3, 4 ja 5. Osoita, ettd kolmio on suo-
rakulmainen ja maarita sen teravit kulmat asteen tarkkuudella. (Tu-
tustu laskimen ohjekirjasta trigonometristen funktioiden kédanteiseen
kéyttoon.)

50. Nelion lavistdaja puolittaa suoran kulman ja tasasivuisen kolmion kor-
keusjana puolittaa kolmion kulman ja sen vastaisen sivun. Téyden-
na taméan perusteella (laskimetta) taulukko tarkoilla arvoilla, esim.

. o_ 1
sin 45° = 7
sin | cos | tan
30°
45°
60°
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Ylakoulun geometriaa Trigonometriaa

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

Olkoot kolmion A terdvian kulman « kyljet a ja b. Osoita, etta

AN = %ab sin av.

Piirra ympyra. Valitse sen kehalta piste ja piirra se keskipisteena ympy-
réan keskipisteen kautta kulkeva kaari, joka leikkaa ympyran kehaa kah-
dessa pisteessa. Toista menettely kdyttaen nyt keskipisteina dsken piir-
tamasi kaaren ja ympyran kehan leikkauspisteita. Jatkamalla nédin saat
lopulta alkuperdisen ympyréin sisadn kuusiterdlehtisen kukan. Kuinka
monta prosenttia se peittdd ympyréan alasta? (Tarkka arvo ja likiarvo.)

Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat a ja b. Kolmion sisaén asetetaan
nelio, jonka kaksi sivua yhtyvat kateetteihin ja yksi karki on hypote-
nuusalla. Laske nelion ala.

Nelion karjen kautta on piirretty kaksi suoraa, jotka jakavat nelion
alan kolmeen yhtésuureen osaan. Laske suorien vélinen kulma asteen
tarkkuudella.

Olkoot « ja 7 kolmion teravat kulmat ja a seké ¢ niiden vastaiset sivut.

Osoita, etta
a c

sina siny’

Laske laskimella summa

(sin 39°)% + (cos 39°)°.

Edellisen tehtavan tulos ei ollut sattuma, vaan yhtélo
sin?a + cos’a = 1

on voimassa kaikilla kulmilla «. Todista tamé vaite teraville kulmil-
le. Ohje: Sovella Pythagoraan lausetta. (Trigonometristen funktioiden
potensseja merkitidn lyhyesti sin? o, cos’ 2t, tan™ 4z jne... .)
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58.

59.

60.

%61.

62.

Maaritd kulma o asteen tarkkuudella.

N

Osoita, etté

Tiedetaén, etta sina = i. Maarita (laskimetta) cos a ja tan .
Tiedetédén, ettd tan o = 7. Maarita (laskimetta) sin v ja cos a.

a) Helsinki sijaitsee 60:114 (pohjoisella) leveyspiirillé, eli maapallon kes-
kipisteesté Helsinkiin piirretty jana muodostaa 60°:een kulman Paivan-
tasaajan tason kanssa. Kuinka pitka tama leveyspiiri on? Maapallon
ymparysmitta on 40000 km.

Helsinki

Paivantasaaja
|

|
|
|
I
S

b) Lentokone lentda erasta pohjoista leveyspiiria pitkin auringonlaskua
kohti nopeudella 780 km /h. Milla leveyspiirilla lennetédén, kun Aurinko
pysyy koko ajan horisontissa?
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Ylakoulun geometriaa Trigonometriaa

63. Olkoot suorakulmaisen kolmion kateetit ja hypotenuusa a, b ja c, seké
teravat kulmat a ja 8 kuvion mukaisesti. Hypotenuusaa vastaan

piirretty korkeusjana h jakaa kolmion kahdeksi alkuperéisen kolmion
kanssa yhdenmuotoiseksi kolmioksi. Korkeusjanan ja hypotenuusan yh-
teinen piste jakaa hypotenuusan osiin p ja q. Taydenné yhtaloketjut

a) s _e_U_ 0
neTcTo T o
b U U

b = - = = = —
) cosa il ==

)t _9_9_9

) tama=,=5=g5,
b U U

d 1 = - = = = —
) sinf il = =1

a U U

e) COSB—E—E—E,
b U U

f) t = - === =.
) b= =5=5

g) Osoita kohtien a — f avulla, ettd h = /pq.

h) Todista kohtien a — f avulla Pythagoraan lause.

64. Kulman a kotangentti cot @ on a:n tangentin kéanteisluku. Osoita, ettéa

1

tana +cote = —.
SIN o CcoS o
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10. Avaruusgeometriaa
Teoriaa

Ylakoulussa kappaleiden tilavuuksien ja osin pinta-alojenkin kaavat annetaan
valmiina. Niiden matemaattisiin johtamisiin padstdan vasta lukion integraa-
lilaskennan yhteydessé. Niinpa otamme tassa lahtokohdiksi valmiit tilavuus-
ja pinta-alakaavat. Merkitadn seuraavassa suoran lierion ja kartion pohjan
pinta-alaa A:lla ja korkeutta h:lla. Pallon side olkoon r. Seuraavat kaavat
ovat voimassa:

1 4 3 2
‘/Iieri('j = Ah, ‘/kartio = ’Aha Vpallo = 37T, Apallo = 4mre.

3 3

Suoran lierion vaippa suoristuu tasoon suorakulmioksi, kun se leikataan auki
pohjaa vastaan kohtisuoraa viivaa pitkin. Suoran ympyrépohjaisen kartion
vaippa suoristuu tasoon ympyrasektoriksi. Pallon pinta ei suoristu tasoon.
Vaikka siita leikkaisi kuinka pienen osan tahansa, osassa séilyy aina pallolle
ominainen kuperuus. Siitda huolimatta pallon pinta-ala on voitu maarittaa.
Pinta-alakaava johdetaan jakamalla pallon pinta adrettoméaan méaardan aa-
rettoman pienia palasia ja laskemalla palasten lahes tasomaiset pinta-alat
yhteen. Tama vaikeasti ymmarrettavi ajatus toteutunee alustavasti lukion
integraalilaskennassa. Se tdsmentyy myohemmin yliopistollisilla matemaat-
tisen analyysin kursseilla.

Harjoituksia

65. Osoita, etté jos suoran ympyrapohjaisen lierion vaippa ja pohjat sivua-
vat palloa, niin lierién vaipan ja pallon pinta-alat ovat yhtasuuret.

66. Maapallo voidaan projisoida lierion pinnalle. Néin saadaan yksilehtinen

kartta koko pallosta. Mitka osat pallosta kuvautuvat ldhes oikein? Mit-
ka osat vaaristyvit pahasti. Miten kuvautuvat navat, meridiaanit ja
leveyspiirit?
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Ylakoulun geometriaa Avaruusgeometriaa

67. Poistamalla pallosta navat ja niita yhdistava isoympyran kaari saadaan

yksi-yhteen kuvaus pallon pinnalta reunattomalle suorakulmiolle. Yksi-
yvhteen tarkoittaa sité, etta jokaista aukileikatun pallopinnan pistetta
vastaa tasmalleen yksi reunattoman suorakulmion piste ja kaantaen,
jokaista reunattoman suorakulmion pistetta vastaa tdsmaélleen yksi au-
kileikatun pallopinnan piste. Molemmilla pinnoilla on siis yhta paljon
pisteitd. Voisi kuvitella, ettd tillainen vastaavuus johtuisi siitéd, etté
pallolla ja sita ymparoivalla lierion vaipalla on sama pinta-ala. Totea,
ettda nain ei kuitenkaan ole osoittamalla, etté kaikilla pallopinnoilla on
sama maara pisteita.

68. Reaalilukuakselin avoin vili ]a,b| sisdltédé kaikki reaaliluvut x, joille
a < x < b. Osoita sopivalla geometrisella konstruktiolla, ettd kaikissa
véleissd |0, 7] on yhta paljon reaalilukuja.

69. Olkoot n palloa suorassa ympyrapohjaisessa lieriossé, jonka vaippa si-
vuaa palloja ja pohjat paatypalloja. Kuinka suuren osuuden pallot tayt-
tavat lieriosta?

70. Sama kysymys kuin edellisessé tehtavissd, mutta nyt lierion paéit on

n palloa

pyoristetty paatypallojen pintoja myotaileviksi. Mita tilavuuksien suh-
teelle tapahtuu, kun n kasvaa suureksi?
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Ylakoulun geometriaa Toiminnallista matematiikkaa

Liite 1: Toiminnallista matematiikkaa
Pallon tilavuus

Pallon tilavuus on verrannollinen sateen kuutioon ja kertoimena on myos 7
samalla tavalla kuin ympyran pinta-alan kaavassa. Voimme siis olettaa, ettéa

V})allo = k- ﬂ_r?,’ (1)

missa k on toistaiseksi tuntematon vakio. Sen maarittamiseksi taytyy tehda
mittauksia. Otetaan siis tarkasteltavaksi sopivan kokoinen pallo, vaikkapa
isohko kuulalaakerin kuula. Mitataan tyontomitalla sen halkaisija. Tilavuus
méaritetdan katsomalla pallon mittalasissa syrjayttdma vesimaard. Koska
seké tilavuus ettd sdde nyt tunnetaan, saadaan k ratkaistua yhtalosta (1).

Pallon pinta-ala

Pallon pinta-alan méarittdminen kokeellisesti onnistuisi parhaiten pingispal-
lon avulla, jos olisi saatavilla samasta materiaalista tasomaista levya. Mita-
taan aluksi pingispallon halkaisija d tyontomitalla. Leikataan sitten levymaéi-
sestd materiaalista suorakulmio, jonka sivut ovat d ja md. Jos mittaukset on
tehty huolella, niin pallo ja suorakulmio painavat yhta paljon. Niiden pinta-
alat ovat siis samat. Suorakulmion pinta-ala on 7d? = 47r?, miki siis on
myos pallon pinta-ala.

Perusalgebraa

Kun pallon tilavuus tunnetaan, voidaan sen pinta-ala johtaa myos peruskou-
lun algebraa soveltaen. Tarkastellaan samankeskisié palloja, joiden sateiden
erotus on h. Olkoon isompi pallo r-sdteinen jolloin pienemmén pallon sade
on r — h. Pienemmaén pallon pinta-ala A;, lahestyy isomman pallon pinta-alaa
A, kun h ldhestyy nollaa. Pallojen tilavuuksien erotus on pallon kuori, jonka
paksuus on h. Ajatellaan kuori jaetuksi moneen hyvin pieneen osaan, jotka
levitetdan tasoon. Koska osat ovat pienié, ne ovat lahes tasomaisia. Ne ovat
h:n korkuisia lieri6ita, joiden tilavuuksien summa on Ay, - h. Toisaalta tdmé

tilavuus on my6s g7 — Zm(r — k)3, Niinpé

35— (r—nh)3 3r2h — 3rh? 4+ h3
Ay = %W—r (2 S _ i r hr L %7‘((37’2 —37"h+h2>.
Selvasti 4
Ap — §7T 23r? =4mr?, kun h — 0.
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Ylakoulun geometriaa Vastauksia ja ratkaisuohjeita

Liite 2: Vastauksia ja ratkaisuohjeita

1.

Ohjeessa annetuin nimityksin vasemmanpuoleisessa tapauksessa pinta-
ala on
suh + Jvh = S(u+v)h = Jah

ja oikeanpuoleisessa tapauksessa pinta-ala on

t(a+c)h— ich = fah + ich — ich = lah.

. Lévistdjé jakaa suunnikkaan kahdeksi kolmioksi, joiden yhteinen kor-

keus on yhdensuuntaisten sivujen valinen etéisyys h. Naiden kolmioi-
den kannat ovat myo6s yhtésuuret, silla suunnikkaan vastakkaiset sivut
ovat yhta pitkat. Jos tdmé pituus on a, niin suunnikkaan ala

Az?-%ah:ah.

. Olkoot puolisuunnikkaan yhdensuuntaiset sivut a ja b sekd niiden va-

linen etaisyys h. Lavistaja jakaa puolisuunnikkan kahdeksi kolmioksi,
joiden alojen summa on kysytty pinta-ala. Siis

A = Sah+1bh = o,

. A=a?>—ah = ala—h).

. Lavistajien u ja v leikkauspiste jakaa v:n osiin h ja v — h. Lavistaja

u jakaa nelikulmion kahdeksi kolmioksi, joiden yhteinen kanta on u ja
korkeudet h ja v — h. Pinta-ala on siis

A = tuh+ tu(v —h) = su(h+v—h) = Juw.

1
2

. a) mx + (n —m)y, b) ab — c(a — 2d).
. 412%. (Véhenna nelion alasta kolmen suorakulmaisen kolmion alat. )
. 90°.

. Olkoot kolmion kulmat «, £ ja v ja v:n vieruskulma 4. Tall6in

d + v = 180°. Toisaalta myos (« + ) + v = 180°. Siis a + 3 = .
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10. Kulmat ovat a, a ja i(a + a). Saadaan yhtilo
a+a+i(a+a) = 180°%

josta a = 72°. Kolmas kulma on 36°.

11. Jos terdvid kulmia on enintdan yksi, niin suoria tai tylppia kulmia on
vahintdaan kaksi. Niiden summa on vahintaan oikokulma, joten saadaan
ristiriita. Siis kolmiossa on vahintdin kaksi terdvida kulmaa.

12. a) Jokainen kulma on oikokulmaa pienempi. b) Kuperan n-kulmion
vieruskulmien summa on 360°, misté seuraa, ettéd sisakulmien summa
on (n — 2) - 180°. xc) Sovitaan vastapdivadn tapahtuvat kierrot posi-
tiivisiksi ja myotapaivaan tapahtuvat negatiivisiksi. Jos monikulmiossa
on kovera kulma o, niin eldimen suorittama kaanto on negatiivinen
180° — a. Kiertojen summa on edelleen 360°, joten n-kulmion kulmien
summaksi saadaan (n — 2) - 180° samalla tavalla kuin kuperan kulmion
tapauksessa.

13. Olkoon kyseessé sdaannollinen n-kulmio. Saamme yhtalon

(n—2) - 180°
n

= 156°,
jonka ratkaisu n = 15.

14. Kaikkien kolmioiden kaikkien kulmien summa on
n-360°+4-90° = (n+1)-360° = (2n + 2) - 180°,

joten kolmioita on 2n + 2 kappaletta.

15. Sakarakulmat ovat vastapaiviisessa kiertojarjestyksessa ay, k = 1,2, 3,4, 5,
ja 2 niiden summa. Kuvion sisdan jaavan kuperan 5-kulmion kulmat
olkoot vastapéiviisessa kiertojarjestyksessia A, B, C, D, ja E siten, etté
kuviossa on kolmio, jonka kulmat ovat ay, A ja ay. Saamme yhtaloryh-

man
oy + A +ay = 180°

as +B+a; = 180°
az+C+ap = 180°
oas+D+ay = 180°
o5 + E+ g3 = 1800,
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

jonka yhtaloiden summa
2X4+(A+B+C+D+E) =15-180°.

Koska A+ B+ C+ D+ E = 3-180°, saadaan téasta X = 180°.

Olkoon a kysytty kateetti. Pythagoraan lauseen mukaan
a®+12° = 13,
joten
a® =13 —12% = (13+12)- (13 -12) = 25-1 = 25,
Siis a® = 25 ja a = £5. Koska a > 0, vain a = 5 kelpaa vastaukseksi.

Sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan yhtalon,

24T =47 =11 = VI,

joten kolmio on suorakulmainen.

Jotta nelién pinta-ala olisi 5 ruutua, olisi sivun pituuden oltava /5.
Siirtymalla yhdesta leikkauspisteesta yksi ruutu oikealle ja kaksi ruu-
tua ylos paadyt toiseen leikkauspisteeseen, ja nain saatujen pisteiden
vélinen etéisyys on /5. Vaadittu nelio 16ytyy nyt helposti. Lisdkysy-
mys: Ruutupaperille on helppo piirtaé viivaston leikkauspisteet karkina
oleva nelio, jonka pinta-ala on 100 ruutua. Miten piirretdan nelio, jonka
karjet ovat leikkauspisteitd ja pinta-ala on 101 ruutua?

Tiedetdén, ettd /2 < /3 < 2. Piirré leikkauspiste keskipisteend ym-
pyra, jonka sédde on 2. Sen sisdén ei selvastikddn jad yhtédan leikkaus-
pistetté, jonka etiisyys keskipisteesté olisi v/3.

1a? V3.
a) £, b) ab/Va T .

a) Onoltavaa+b>c,b+c>a,c+a>b.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

xb) Pituudet 5, 6, 7 toteuttavat a-kohdan ehdot. Lasketaan aluksi kol-
mion pisintd sivua vastaavan korkeusjanan pituus soveltamalla
Pythagoraan lausetta korkeusjanan alkuperaisesté kolmiosta erot-
tamiin osakolmioihin. Kolmion pinta-ala on 6v/6. Kysytty etdisyys
r toteuttaa yhtalon

5 6 7
?T-i-?r—i-% — 6v6, joten 7“:%\/6_

Olkoot suorakulmion sivujen pituudet u ja v, jolloin pinta-ala A = uwv.
Tehtivissd annetujen tietojen mukaan u-+v = s ja u?+v? = d%. Niinpa
saamme

= (u+v)=v’+0"+2uw = d*+24, joten A = i(s®—d°).

V = abe.

A = 2(ab+ bc + ca).

[ =Va®+ 0+ 2

VeV =k, A:A=k ja I':l=k

a) Jos sivutahkon lavistdjan pituus on 6, niin sirmén pituus on
6/v/2 = 31/2. Pinta-ala
A = 6-(3v2)* = 108.

Tilavuus

V= (3v2) = 27-2v2 = 54v2.

b) Jos avaruuslavistdjan pituus on 6, niin sérmén pituus on

6/v/3 = 21/3. Pinta-ala
A=6-(2V3)* =12
Tilavuus

V= (2v3)’ = 8-3V3 = 24v3.

a® —a*h = a*(a — h).
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

*37.

38.

39.

Olkoot sdrmien pituudet u, v ja w. Télloin V' = wvw. Sivutahkojen
pinta-ala
w =2, vw=3, wu=06.

Kertomalla ndma yhtalot keskendén saadaan
2:3:6 = uv-vw-wu = (www)* = V2
josta seuraa V = 6.

14,58 m. Ohje: Leikkaa huone auki ja levita se tasoon.

a) Suorakulmaisessa sdrmiossa avaruuslavistajan pituus on pienempi
kuin sédrmien pituuksien summa.

b) Yhtasuuruus vallitsee, jos luvuista a, b, ¢ enintdan yksi on positii-
vinen.

c) Epéyhtalo on voimassa, jos a + b+ ¢ < 0.

Jos esimerkiksi sdrmien pituudet ovat 2, 3 ja 6, niin avaruuslévistijan
pituus on 7.

a) Az:As = (3)? Ja Va5 = ()%
b) Au: Ay = (5 ja Va:Vp = (§
a/v2.

av/2.

Kertomalla yhtélo y = ax?, (a > 0), a:lla saadaan ay = (ax)?
2

Merkitsemalla ' = ax ja y' = ay yhtilo tulee muotoon 3y’ = 2.

Tavoite saavutetaan kertomalla verranto

d/ p/
d p

nimittajien tulolla ja jakamalla néin saatu yhtéalé halkaisijoiden tulolla.

Ympyran kehé jakaantuu kuuteen yhtésuureen osaan. Témén tunsivat
mm. muinaiset Babylonialaiset yli 4000 vuotta sitten.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

a) Kuvion merkinnéilld saamme piireista kaksoisepayhtélon
6r < 27mr < 8r,

mista vaite seuraa.

*b) Piirrd side, joka on kohtisuorassa n-kulmion sivua a, vastaan.
Leikkauspiste puolittaa sivun a,, seka tata sivua vastaavan kaaren.
Yhdista sivun a,, ja sdteen paitepisteet janalla. Sen pituus on ay,.
Sade jakautuu osiin x ja 1—z. Sovella Pythagoraan lausetta kuvion
suorakulmaisiin kolmioihin ja eliminoi yhtaloistd x. Lahtemalla
arvosta n = 6 saat kaavasta 12-kulmion sivun pituuden ja siita
edelleen 24-, 48- ja 96-kulmion sivut. Arkhimedes laski tdhan asti,
mutta voit jatkaa laskimella pidemmallekin. m:n likiarvoja ovat
monikulmioiden piirien puolikkaat eli 7 = n - as,.

Selvasti
27r.

A, = R ja b= a
360° 360°
1

Eliminoimalla néista yhtaloista a saadaan A, = 5br.

Ohje: Piirra a:n kérjen kautta ympyran halkaisija.

Ks. edellisen tehtévan ohje.

Viite seuraa edellé johdetusta tuloksesta: Kehakulma on puolet vastaa-
vasta keskuskulmasta. Téssa tapauksessa keskuskulma on oikokulma,

joten kehékulma on suora.

Koska taysi kulma on seka 360° etta 27, saamme

180° | 90° | 45° | 30° | 60° | 120°
T | 7/2 | 7/4 | w/6|7/3]|2n/3

Kuten edelld saamme

w/8 | 3n/4 | 3n/2 | ©/10 1 0,0625
225° | 135° | 270° | 18° | 180°/7 | 11,25°/x

a) 3,5°,  b) 3F

180 *
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48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

r=10-tan35° ~ 0,7 jay = —2_ ~ 12,2.

cos 35°

Luvut 3, 4, 5 toteuttavat Pythagoraan yhtélon. Terdvien kulmien as-
teluvut ovat noin 36,9° ja 53,1°.

Naita kolmioita kutsutaan muistikolmioikss.

sin cos tan
30° | 1/2 | V3/2]1/V3
45° | 1/vV2 [ 1/vV2 ] 1
60° | v3/2] 1/2 | V3

Ohje: Piirra toisen kyljen vastainen korkeusjana.

Kukan pinta-ala on (27 — 3\/§)r2 ja prosenttiosuus ympyran alasta

27 — 3v/3
2m—3v3 100% ~ 34,6%.
T

Nelion ala

ab \?
A= :
(a + b)
23°.
Ohje: Sovella tehtavan 51 tulosta.

Summa on 1.

Pythagoraan lauseen mukaan
a>+ b = A
Jakamalla tamé yhtilo luvulla ¢? saadaan

B+ 8 -

miké on kysytty yhtélo.
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58. o = 45°.

59. Jos a:n vastainen kateetti on a, viereinen kateetti b ja hypotenuusa c,
niin )

a afc sina

tana = - = — = .

b b/c  cosa

1 _ 1
60. cosa = ;V15, tana = NG

61. Koska tana =7, on sina = 7 - cos a. Yhtéaloparista

sin o = Tcosu
9 2 _
sin“av+cosa = 1

seuraa (sina > 0, cosa > 0)

1 1 . 7
COSCx = —F— = ——= Ja SiInoe = ———-—.

V50 5V2

62. a) 20000km,  b) 62° pohjoista leveytta.

63. Laskemalla tan a pienistd kolmioista saadaan verranto, josta seuraa
h? = pq ja edelleen h = \/Pq. Laskemalla sin  oikeanpuoleisesta pik-
kukolmiosta seké alkuperiisestd saadaan verranto, josta seuraa a? = gc.
Laskemalla cos o vasemmanpuoleisesta pikkukolmiosta seka alkuperai-
sestd saadaan verranto, josta seuraa b?> = pc. Niinpé

a® 4+ b =qc+pc= (¢ +p)c=cc=c.

64.

sin o COS v
+

tan o + = -
tan « COS v sin «

sin® o cos? o
+

sincosa  Sin o cos «

sin? o + cos? v 1

sin o cos o sinacos o

http://matematiikkalehtisolmu.fi 29



Ylakoulun geometriaa Vastauksia ja ratkaisuohjeita

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Lierion vaipan ja pallon pinta-alat ovat yhtasuuret:

2mr

W Avaippa = 271 - 2r = 4dr? = Apalio 2r

Paivantasaajan seutu kuvautuu ldhes oikein, napa-alueet litistyvét pys-
tysuunnassa ja levenevat vaakasuunnassa. Meridiaanit kuvautuvat au-
kileikatulle vaipalle tasavélisiksi pystysuoriksi ja leveyspiirit ala- ja yla-
reunaa kohti tiheneviksi vaakasuoriksi. Navat kuvautuvat aukileikatun
vaipan ala- ja ylareunaksi.

Aseta (mielessdsi) kaksi erikokoista palloa samankeskisiksi ja piirré
(mielessasi) isommalle pallolle siteita. Ne leikkaavat pienemmén pallon
pinnan, jolloin jokaista isomman pallon pinnan pistetta vastaa yksikéa-
sitteisesti madratty pienemman pallon pinnan piste ja kdantden, jokais-
ta pienemmaéan pallon pinnan pistetta vastaa yksikasitteisesti maaratty
isomman pallon pinnan piste. Sateet siis maarittavit yksi-yhteen ku-
vauksen pintojen vélille, joten niilld on sama méara pisteitéd, vaikka
pallojen pinta-alat ovat erisuuret.

Osoitetaan, ettd on olemassa yksi-yhteen kuvaus vélilté |0,1[ vélille |07
kaikilla » € R,. Jos r = 1, niin asia on selvi. Jos r # 1, niin pisteiden
(0,1) ja (1,r) maaradmé suora ei ole z-akselin suuntainen vaan leikkaa
sen eraassd pisteessd. Tamén pisteen kautta piirretyt y-akselin vélin
]0,1] kohtaavat puolisuorat méadrittelevéit vaaditun kuvauksen.

‘/pallot : Viierié = 2:3.

Tassa tapauksessa tilavuuksien suhde ei ole n:sta riippumaton, vaan

‘/pallot _ 2n
Vputki 3n—1 .
Supistamalla n:11a4 ndhdédan, etta
Voallot = 2 — g kun n — oo
%utki 3 — % 3’ ‘

http://matematiikkalehtisolmu.fi 30



