http://matematiikkalehtisolmu.fi HTEX

Funktiosta

Funktio on matematiikan térkeimpia késitteita. Seuraavassa selvitetdén yk-
sinkertaisten esimerkkien avulla miké se on.

Funktion maaritelma

Funktio y = f(x) voidaan ajatella "koneeksi”, joka nielaisee syotteen z ja
putkauttaa ulos tuotteen y. Olisi havainnollisempaa esittda se muodossa
x — f(x) = y, mutta merkintd y = f(x) on vakiintunut yleismaailmalli-
seksi. Syotettd x sanotaan muuttujaksi, tuotetta y funktion arvoksi ja f ku-
vaa symbolisesti sitd, mitd "kone” tekee syotteelle. Jos y = f(z) = 2z + 1,
niin "kone” kertoo syotteen kahdella ja lisaa tuloon ykkosen. Jos sydte on
vaikkapa 1 — a, niin tuote on 2(1 — a) + 1, miké sievenee luvuksi 3 — 2a.

y=2xr+1

Funktio merkitdan toisinaan taydellisemmin
f:A—= B, y=f(x),

jolloin A tarkoittaa syotteiden muodostamaa joukkoa ja B joukkoa, johon
tuotteet sisaltyvit. Ellei joukkoa A ilmoiteta, sen oletetaan olevan laajin
mahdollinen jossa f on méaritelty. Funktio tekee tuotteen jokaisesta joukkoon
A kuuluvasta syétteestd ja mistddn sydtteestd ei tule kahta tai useampaa eri
tuotetta. Funktion arvo on siis yksikasitteisesti maaratty. "Funktiokone” ei
valttamatté ole laskulauseke eikd syotteiden ja tuotteiden tarvitse olla luku-
ja. Joskus niita kutsutaan pisteiksikin, vaikka niilla ei olisi mitaan tekemista
alkeisgeometrian pisteiden kanssa; tuote y on syétteen x kuvapiste ja f kuvaa
x:m y:ksi. Seuraavassa syotteet ja tuotteet ovat reaalilukuja ja funktiot lasku-
toimitusten avulla maariteltyja. Funktion kuvaaja on xy-tason pistejoukko

{(2,f(z)) |z € A}.

Esim. Jos y = g(z) = /7, niin g tekee z:std sen neligjuuren. Muuttuja on
rajattava ei-negatiivisten reaalilukujen joukkoon, silld negatiivisilla luvuilla
ei ole neliojuurta. Esimerkiksi

g(0)=v0=0, g4)=V4=2 ja g(=*) = Vr2 = .
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Harjoituksia
1. Olkoon f(x) =2z + 1.

a) Piirrd funktion f kuvaaja.
b) Milla z:n arvolla f(z) = 117
c) Sievenna f(2 — a).

d) Sievenna f(f(2 — a)).
2. Olkoon g(z) = /.

a) Piirrd funktion g kuvaaja.

b) Milld x:n arvolla g(z) = 117

c) Milld muuttujien a ja b arvoilla yhtalo g(a + b) = g(a) + g(b)
toteutuu?

d) Tutki laskimella miten erotus g(z + 2) — ¢g(z) muuttuu, kun =
kasvaa.

3. Olkoon h(z) =z~

a) Piirrd funktion h kuvaaja.
b) Milld z:n arvolla h(z) = 117
c) Sievenna h(h(z)).
d) Pééttele kuvaajan perusteella mitka luvut ovat kddnteislukuaan
pienempia.
4. Funktio u toteuttaa kaikilla a:n ja b:n arvoilla yhtalon
u(a+0) = u(a) +u(d), ja u(2)=4.
a) Osoita, ettd u(0) = 0.
b) Maarita u(1).
c) Maarita u(—1).
d) Maarita u(n), missd n on kokonaisluku.

*5. Funktio v toteuttaa kaikilla a:n ja b:n arvoilla yhtélon
v(a+b) = v(a)o(b).
a) Osoita, ettd jos v(0) # 0, niin v(0) =1
b) Osoita, etta jos v(0) = 0, niin v(a) = 0 kaikilla a:n arvoilla.
)

c) Osoita, ettd jos v(0) # 0, niin v(a) ja v(—a) ovat toistensa kadn-
teislukuja.
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Funktioiden yhdistamisesta

Funktion syotteena voi myo6s olla toisen funktion tuote. Talloin namé kak-
si funktiota muodostavat yhdistetyn funktion. (Ks. teht. 1. d-kohta ja 3. c-
kohta.)

Esim. 1 Jos f(z) =2z + 1 ja g(z) = /=, niin

g(f(2) = Jfx) =v2r+1 ja flgx)) =2g(x) +1=2VT + 1.

Olkoot f: A — B jag: B — C funktioita. Niiden yhdiste g o f

A f B g C
gof

maééritelladn kuvion merkintoja kiayttéden: Jos z = g(y) ja y = f(x), niin
z=9(y) = g(f(x)) = (g o f)(z).
Merkinté g o f luetaan ”g pallo f”.

Jotkut funktiot voidaan yhdistdd myos itsensé kanssa. Edellisessé esimerkissa
muodostimme funktiot gof ja fog. Taydennamme esimerkkia muodostamalla
lisaksi funktiot fo f ja gog.

Esim. 2 Jos f(z) =2z + 1 ja g(z) = /x, niin
(go flz) = g(f(x)) =/ flz) =V2z+1,
(fog)x) = flg(z)) =2g(z) +1=2Vz +1,

(fof)x) = f(f(x))=2f(x)+1=22zx+1)+1=4x+3,

(go9)(®) = glglx) = /o(x) = /Va.

Pallo-operaation vaihdannaisuus edellyttéisi, ettd g o f ja f o g olisivat sa-
mat kaikissa tapauksissa. Nahty esimerkki osoittaa, ettei nain ole. Jatkossa
nidhdaan tapauksia, joissa ne kuitenkin ovat samat.
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Harjoituksia

6. Muodosta
a) (fog)(z),

b) (g0 f)(@),
kun f(z) =3+ 2z ja g(z) = 2°.

7. Muodosta
a) (fog)(w),

b) (g0 f)(x),
kun f(z) =1+ 2z ja g(x) = 5o —

[

8. Olkoon f(z) =z(1 — ) ja g(x) =1 — z. Osoita, ettd fog = f.

9. a) Miten maaritelliin kolmen funktion yhdiste f o g o h? Onko aina
voimassa fo(goh)=(fog)oh?

b) Identtinen funktioid : R — R ei tee muuttujalle mitdén: id(z) = =
kaikilla z:n arvoilla. Sen rajoittuma ei-tyhjille joukolle A mer-
kitaan idy. Siis idgy : A — A, ida(x) = x. Osoita, ettd jos
f:A— B, niin foidy = fjaidgo f = f.

*10. Merkitaan f; = f, fo= fo f, fs= fo fof,ja yleisesti

fo=fofo...of.
LR

n kpl

Olkoon
1+z

1—2xz

fz) =

a) Muodosta funktiot fo, f3, fi ja f5. Mééritd reaalilukujoukko A,
jossa ndma funktiot ovat méériteltyja. (Jakajan oltava # 0.)

b) Muodosta funktiot fsa, fs3, f54 ja fs5-
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Kaanteisfunktioista

Tehtavassa 9b tutustuimme identtiseen funktioon, joka ei tee muuttujalle
mitdan. Erdat funktiot

f:A—=B ja g:B—> A

kumoavat toistensa vaikutuksen, jolloin niiden yhdiste on identtinen funktio.
Esimerkiksi jos x on ei-negatiivinen,

fla)=2" ja g(z) =V,
(90 @) = g(f(2)) = | f(z) = Va? = x = ida(x)
ja
(fog)(@) = flg(@)) = glx)* = V&' =2 = ida(a),

missd A on ei-negatiivisten reaalilukujen joukko. Téllaisia funktioita sano-
taan toistensa kddnteisfunktioiksi.

A f B

g
Kuvion mukaan, jos yhtélot y = f(x) ja x = g(y) ovat yhtapitavét, niin

(go f)(x) =2 =ida(z) ja (fog)ly) =y =idp(y)

kaikilla A:han kuuluvilla z:n ja B:hen kuuluvilla y:n arvoilla. Niinpa g o f
on identtisen funktion rajoittuma A-joukolle ja f o g on identtisen funktion
rajoittuma B-joukolle:

gof=ida ja fog=idp.

Jos f: A— Bjag: B — A ovat toistensa kaanteisfunktioita, niin yhtélot
y = f(x) ja x = g(y) ovat yhtépitavid, mikd antaa keinon kaénteisfunktion
méarittadmiseksi: on vain ratkaistava = yhtélosta y = f(z).

Esim. 1 Funktion y = f(z) = 1 — 2z kdénteisfunktio on z = g(y) =
silla

11
5 —3Y,

y=1-2x, josjavainjosx:%—%y.
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Esim. 2 Edelld totesimme, ettd jos muuttuja x rajataan ei-negatiivisiin lu-
kuihin, niin funktiot

y=flz)=2 ja z=g(y) =Yy

ovat toistensa kiinteisfunktioita. Nailla muuttujien arvoilla yhtélot y = 22
ja r = ,/y ovat samat, ja niiden kuvaajat yhtyvat koordinaatistossa. Vaikka
kuvaajat yhtyvét, eroavat funktiot f ja g siind, ettd f:n syotteiden joukko on
ei-negatiivinen z-akseli ja g:n syotteiden joukko puolestaan ei-negatiivinen y-
akseli. Funktiot halutaan kuitenkin esittda niin, etta syotteet ovat z-akselilla,
mika edellyttda muuttujien paikkojen vaihtamista g-funktion osalta. Kirjoit-
tamalla se muotoon
y =g(r) =V,

teemme samalla koordinaatistossa geometrisen kuvauksen (z,y) — (y,z),
mikéd merkitsee peilausta suoran y = x suhteen. Talloin f:n kuvaajana oleva

v
N7

origosta alkava paraabelinpuolikas peilautuu suoran y = = suhteen neliojuu-
rifunktion kuvaajaksi. Kuvaajat ovat siis symmetrisia tdmén suoran suhteen.
Tama on yleisesti voimassa: funktion ja sen kdanteisfunktion kuvaajat muo-
dostavat suoran y = x suhteen symmetrisen kuvion.

Myos eraét funktioiden kuvaajia yleisemmaét kdyrat ovat symmetrisia suoran
y = x suhteen. Esimerkiksi, jos origokeskisen r-sateisen ympyran yhtalossa

22 4P =
vaihdetaan x:n ja y:n paikkaa keskendén, niin yhtdlo pysyy samana. (Selvitd
itsellesi Pythagoraan lauseen avulla, miksi tdma yhtélo esittéda origokeski-
sen r-siteisen ympyréin kehépisteitd.) Kéyrilla voi olla muitakin symmetria-
akseleita. Tehtavassa 15 keskitytaan sellaisiin kdyriin, joiden symmetria-akselit
nékyvat helposti kdyrien yhtaloistd kuvioita piirtdmaéatta.
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Harjoituksia

11.

12.

13.

14.

*x15.

Maarita funktion f(z) = 2 + 3z kéénteisfunktio ¢ ja tarkista vastaus
muodostamalla yhdistetyt funktiot f o g ja g o f. Piirrd molempien
funktioiden kuvaajat seké suora y = x samaan koordinaatistoon.

Méarita funktion h(z) = 27! kidnteisfunktio. Piirrd kuvaajat seké suo-
ra y = x samaan koordinaatistoon.

Olkoon
z+1

x—1

g(x) =

Muodosta funktio f o f. Mita voit tuloksen perusteella todeta funktion
kuvaajasta suoran y = x suhteen?

Milla z:n arvoilla funktio y = f(x) = v/1 4+ = on méaritelty? Muodosta
f:n kdanteisfunktio, ja piirrd molempien kuvaajat sekéd suora y = x
samaan koordinaatistoon. Piirtdmisessa voit kdyttaa graafista laskinta
tai Wolfram|Alphaa (http://www.wolframalpha.com) kirjoittamalla
sen hakukenttdan "plot y = sqrt(1 + x)”.

a) Maarita ympyran kaikki symmetria-akselit. Miten yksi niista poik-
keaa kaikista muista?

b) Milla kertoimia a ja b koskevalla ehdolla suora az + by = ¢ on
suoran y = x suhteen symmetrinen? Miké talldin on suorien asema
toisiinsa ndhden?

c) Mitka kéyrista

i) 22 +y* — 2z — 2y =0,

i) (1-2)(1—y) =3,

i) 2% — 3xy + 12 =0,

22+ 2> — 22—y =0,

vi) zt+yt = 1.

)
iii)
iv)

)

v

ovat symmetrisid suoran y = x suhteen? Onko kéyrilla v) ja vi) muita
symmetria-akseleita (z,y)-tasossa? (Kuvaajat, ks. teht. 14.)
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Symmetrisista funktioista

Kahden muuttujan funktion
w(a,b) = a® + b

syotteet ovat xy-tason pisteita ja tuotteet reaalilukuja. Funktion arvo ei muu-
tu, vaikka a ja b vaihtaisivat paikkaa keskenadn. Tallaista funktiota kutsu-
taan symmetriseksi. Funktiolla w on toinenkin erikoinen ominaisuus. Nimit-
tain yhtalo

(a+0b)* = a® + b* + 2ab

voidaan kirjoittaa muotoon
a®+b* = (a+b)* — 2ab,

mista nikyy, ettd a® +b* voidaan laskea, jos a+b ja ab ovat tunnettuja. Luku-
ja a ja b ei siis tarvitse erikseen tuntea. Summaa a + b ja tuloa ab kutsutaan
symmetrisiksi peruslausekkeiksi. Voidaan todistaa, ettd jokainen algebralli-
silla laskutoimituksilla (peruslaskutoimitukset ja juurenotto) rakennettu a:n
ja b:n symmetrinen algebrallinen funktio voidaan muuntaa muotoon, jossa
muuttujat esiintyvéit ainoastaan symmetrisind peruslausekkeina.

Esimerkiksi
1 1 1 1 )
flab) = E“LE = 54'5 = f(ba) ja
1 1 b +b
f(a,b) — ,_|_,:7_|_g_a7

a b ab  ab  ab

joten f on symmetrinen ja ndemme, ettd sen arvo tunnetaan, jos symmetris-
ten peruslausekkeiden arvot ovat tunnettuja. Hieman hankalampi esimerkki-
funktio on g(a,b) = /a + V/b. Se on selvisti symmetrinen, silli

g(a,b) = \/a+\/l;:\/5+\/a:g(bva)7 ja
glap) = Va+vb = (Va+ Vb2 = Va+b+2Vab,

joten myos sen arvon laskeminen palautuu symmetrisiin peruslausekkeisiin.

Funktio 1 9
h(ab) = — + —
<a7 ) a + b

ei ole symmetrinen, silld on olemassa muuttujien a ja b arvoja, joille

1 2 1 2
f_,_g#g_i_f

a a
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Jos a+ b=« ja ab= f, niin a ja b voidaan ratkaista yhtéaloparista

a+b = «
ab = B,

mutta symmetrisen algebrallisen funktion arvon laskemisen kannalta se ei ole
valttamatonta. Muuttujan b eliminointi yhtéloparista johtaa toisen asteen
yhtéloéon a? — aa + B = 0, minké ratkaiseminen opitaan lukiossa.

Harjoituksia
16. Mitka funktioista

a) u(ab) = a’b+ab® +2,
b) uy(a,b) = a*b* + (ab)?,

c) us(ab) = avb+byva,

ovat symmetrisid? Laske sellaisiksi toteamiesi arvot, kun a + b = « ja
ab = (.

17. Maaritd funktion t(a,b) = a® 4+ b* arvo, kun a + b =5 ja ab = 6.
18. Madrita funktion s(a,b) = |a — b| arvo, kun a + b = /7 ja ab = 1.

wn = () + (1)

arvo, kun a +b = 3 ja ab = —2.

19. Maarita funktion

20. Olkoot m ja m positiivisia kokonaislukuja. Onko funktio
q(a,b) = a™b" + a"b"™

symmetrinen?

Useammankin muuttujan funktio voi olla symmetrinen. Seuraavassa rajoitu-
taan kolmen muuttujan funktioihin. Voidaan todistaa, ettd muuttujien a,b,c
symmetriset algebralliset funktiot voidaan muuntaa muotoon, jossa muuttu-
jat esiintyvét ainoastaan symmetrisinéd peruslausekkeina a+b+c, ab+bc+ca
ja abc. Summa ja tulo ovat selvésti symmetrisia, ja kaksittaisten tulojen sum-
man symmetrisyys kasitelldadn harjoitustehtavéina.

{131014 U} 9/14



http://matematiikkalehtisolmu.fi HTEX

Harjoituksia

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Muuttujat a ja b voidaan jéarjestda jonoon kahdella eri tavalla, joten
kahden muuttujan funktion g symmetrisyyden toteamiseksi riittaé, et-
td muodostetaan g(a,b) ja g(b,a). Jos g on kolmen muuttujan a,b,c
funktio, niin mitka funktion arvot on muodostettava mahdollisen sym-
metrisyyden toteamiseksi?

Osoita, etta lauseke ab + bc + ca symmetrinen.

Olkoot a + b+ ¢ =6, abc = 2 ja ab + bc + ca = 9. Laske lausekkeen
1 1 1

sz 2 32, 2
a) a+b+c’ b) a*+b"+c

arvo.
Onko funktio f(a,b,c) = ab* + bc* + ca* symmetrinen?

Kolmen muuttujan a,b,c funktiota g kutsutaan kiertosymmetriseksi, jos
sen arvo pysyy samana, kun muuttujat vaihtavat paikkaa kaavion

a—b—=c—a

mukaisesti.
a) Onko kolmen muuttujan symmetrinen funktio kiertosymmetrinen?

b) Mitké funktion arvot on laskettava kiertosymmetrisyyden toteami-
seksi?

c) Osoita, etta edellisen tehtdvan funktio f on kiertosymmetrinen.
d) Onko funktio

g(a,bc) = avVb+by/e+ eva

i) symmetrinen, ii) kiertosymmetrinen?

e) Onko funktio

b
h(a,b,c) = % + - + 2

i) symmetrinen, ii) kiertosymmetrinen?

Suorakulmaisen sérmion kolmen erisuuntaisen sérmén pituuksien sum-
ma on 9 ja sirmion pinta-ala on 32. Méarita sdrmion avaruuslavistajan
pituus. Voidaanko sédrmion tilavuus laskea annettujen tietojen avulla?
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Ohjeita ja vastauksia

1.

*H.

a) Kuvaaja on suora y = 2x + 1.

b) x =5.
c) 5—2a.
d) 11 — 4a.

a) Ks. kuvio sivulla 6.
b) = = 121.
c) a=0taib=0.

d) Erotus nayttaa pienenevin z:n kasvaessa.

a) Kirjoita Wolfram|Alphan (http://www.wolframalpha.com) ha-
kukenttadn "draw y=1/x".

b) = 4.
c) h(h(z)) = =x.
d) Jos 0 < <1taiz<—1,ninz <1

a) u(0) =u(0+0) =u(0) + u(0) = 2u(0), joten u(0) = 0.
b) u(l) =2

c) u(—1) = -2

d) u(n) =2n

a) v(0) =v(0+0)=v(0)v(0) = v(0)% Koska v(0) # 0, on v(0) = 1.
b) Jos v = (0) = 0, niin kaikilla x € R

v(z) =v(0+2) =v(0)v(zr) =0 v(x)=0.

c) 1=v(0) =v(—a+a)=v(—a)v(a).
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8. Koska f(z) =z(1 —z) jag(x)=1—z, on

(fog)x) = [flg(z))
= g(z)(1 —g(z))
= (1-2)1-01-21)
= (I1—-2)x
= z(1-2) = f(z),

eli fog=f.

9. a) (fogoh)(z)= f(g(h(x))). Liitantalaki fo(goh) = (fog)oh on

selvasti voimassa.

b) 5‘"{ O)idA)(w) = f(ida(z)) = f(z) ja (idp o f)(z) = ids(f(2))) =

*x10. fi=f, fo=fof,jne.

1 I+ 141 1
1-x

1+f2(£L’) - 1—% . r—1
1—folw) 141 z+17

f3(x) = f(fa(z)) =

1+24  a4l4a—1
— — z+1 — _ —id ot

fs(x) = f(fa(z)) = f(x), jne....

Tastd seuraa, ettd fso = fo =id, fs3 = f1, foa = fo ja f55 = fs.
Joukko A = {z € R|z # £1, z # 0}.

_ 1.

11. Kéénteisfunktio on g(z) = 5

Wi

12. Ks. 3. tehtavan vastaus.

13. Koska

fl)+1 P+l w+l4a—1

(fof)(z) = f(f(z)) = flz)—1 - L-_H_l T r+l—z+1

r—1

r = id(x),

on f on itsensd kadnteisfunktio, joten sen kuvaaja on symmetrinen
suoran y = x suhteen.
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14. Kiinteisfunktio on g(z) = 2% — 1.

*15. a) Kaikki halkaisijat ovat symmetria-akseleita. Ympyra on symmet-
rinen myo6s keskipisteen kautta kulkevan normaalinsa suhteen.

b) Ehto toteutuu, jos a = b # 0. Télloin suorat ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

c) Suoran y = z suhteen symmetrisid ovat i), ii), iii), v) ja vi). Kéy-
ralld v) ei ole koordinaattitasolla muita symmetria-akseleita. Kay-
rd vi) on symmetrinen suorien y = +x sekd koordinaattiakselien
suhteen. Myos kayralld iv) on kaksi symmetria-akselia, mutta nii-
den 16ytaminen edellyttda lukion matematiikkaa.

16. Symmetrisia funktioita ovat u; ja us

ui(a,b) = 24 (a+b)ab=2+ ap.

uz(a,b) = avb+byva = \/(aVb+ by/a)?

— Va2b+ ab? + 2abv/ab

= \/ab(a +b) + 2abVab
= aﬂ+26\/5.

17. (a+0)* = a® + 3a*b + 3ab* + * = a® + b® + 3ab(a + b), joten

a’+b = (a+b)°®—3abla+b) =5 —3-6-5 = 35.

18. s(a,b) =|a—b] = |b—a|] = s(b,a), joten s on symmetrinen funktio.

s(a,b) = la—0b = 4/|la—b?
= Va®+b>—2ab
= /(a+0)?—4ab

_ VT d=.3
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19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

Selvésti p(a,b) = p(b,a) ja
a0V at + v
b) = -+ — = .
Laskemalla (a + b)* havaitaan, etté

a*+ vt = (a+0b)* —4(ab)(a+ b)? + 2(ab)?

= 3'—4.(-2)-3*+2-(-2)* = 161.

Jos siis a + b =3 ja ab = —2, niin p(a,b) = %%

Funktio ¢ on symmetrinen, koska kaikilla a,b € R

q(bya) = b"a" +0"a™ = a"b" + a"b™ = q(a,b).

g(a,b,c), g(a,c,b), gb,a,c), gb,c,a), g(c,a,b) ja g(c,b,a).
Kaikki keskinaiset vaihdot a <> b, b <> ¢, ¢ <> a pitavit lausekkeen
samana, joten se on symmetrinen.
Tiedetédan, etta a + b+ ¢ = 6, abc = 2 ja ab+ bc + ca = 9.
1 1 1 ab + bc + ca 9

a) Lty te T T e T2

b) a®+b*+c = (a+b+c)—2(ab+bc+ ca) = 18.

Ei, silld esimerkiksi

fla,c,b) = ac® + cb* +ba* # ab® + bc® + ca® = f(a,b,c).

a) On.

b) g(a,b,c), g(b,c,a) ja g(c,a,b).
c) Selvasti g(a,b,c) = g(b,c,a) = g(c,a,b).
d) ja e) i) Ei. ii) On.

Avaruuslavistdjan pituus on 7, ks. teht. 23. b-kohta. Jos sdrmét ovat a,
b ja ¢, niin oletuksista seuraa, ettd a + b+ c =9 ja ab + bc + ca = 16.
Kaksi kolmesta perussymmetrisesta lausekkeesta siis tunnetaan, mutta
kolmatta eli sarmion tilavuutta esittavaa lauseketta abc ei voi laskea
nédiden kahden avulla. Yhtéloparilla a +b+c =9, ab+ bc+ ca = 16 on
aareton maara positiivisia ratkaisuja.
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