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Analyysin alkulahteilla

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Differentiaalilaskentaa harjoitettiin miltei 200 vuotta
ennen kuin sen perustana olevat reaaliluvut seké funk-
tio ja sen raja-arvo médriteltiin tasmallisesti turvautu-
matta geometriseen havaintoon ja "rajattoman lahesty-
misen” kaltaisiin kuvaileviin ilmaisuihin. Tamé& tapah-
tui 1800-luvulla, ja samalla selkiytyivét funktion jatku-
vuuteen ja derivoituvuuteen liittyneet ongelmat. Sitéa
ennen oli jopa yritetty todistaa, ettd jatkuvat funktiot
olisivat myo6s derivoituvia joitakin yksittaisia kohtia lu-
kuunottamatta. Kasitteiden selkiytymisen myd&ta kek-
sittiin kuitenkin funktioita, jotka ovat kaikkialla jatku-
via, mutta joilla ei ole derivaattaa yhdessékéaén kohdas-
sa. Téllaisten ja muidenkin vastaavien funktioiden ole-
muksen ymmartadminen edellyttda tiettyjen analyysin
peruskasitteiden tasmallistd tuntemista. Reaaliluvuis-
ta kuitenkin riittda koulumatematiikassa annettu intui-
tiivinen kuva. Tieddmme, ettd ne voidaan asettaa vas-
taavuuteen suoran pisteiden kanssa, joten on luontevaa
puhua niiden viélisistéd etdisyyksistd. Tieddmme myds,
etté jokaisella valilld ]a,b[ on viahintdén yksi rationaali-
nen ja irrationaalinen luku. Analyysin tadsmélliseen ké-
sitteistéon voi perehtyd teosten [1], [2] ja [4] avulla. Lu-
kijan mukavuutta ajatellen esitimme kuitenkin tdméan
artikkelin ymmartédmiseksi tarvittavat esitiedot.

Perusasioita

Lukujonon (a,,) raja-arvo on a, jos lukujen a ja a,, vili-
nen etaisyys voidaan tehdé pienemmaksi kuin mika ta-

hansa positiivinen luku valitsemalla n riittdvan suurek-
si, siis jos jokaista positiivista lukua e vastaa positiivi-
nen kokonaisluku n. siten, ettd n > n. = |a—a,| < e.
Jos jonolla on raja-arvo, niin jono suppenee. Muussa
tapauksessa jono hajaantuu. Jos jono on kasvava ja yl-
h&alta rajoitettu, tai vihenevd ja alhaalta rajoitettu,
niin monotonisen jonon suppenemislauseen mukaan se
suppenee.

Olkoon funktio f mééritelty kohdan zy erddssd ym-
paristossa tatd kohtaa mahdollisesti lukuunottamatta.
Funktiolla on kohdassa zy raja-arvo a, jos jokaista po-
sitiivista lukua e vastaa sellainen positiivinen d., etté

O0<|z—mo| <de = |f(z)—al<e.

Jos 16ytyy kohti lukua x¢ suppeneva jono, jota vastaa-
va funktion arvoista muodostuva jono hajaantuu, niin
funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa xy. Jos taas 16y-
tyy kaksi eri jonoa, jotka suppenevat kohti lukua xg,
mutta joita vastaavilla funktion arvoista muodostuvil-
la jonoilla on eri raja-arvot, niin silloinkaan funktiolla
ei ole raja-arvoa kohdassa xg.

Funktio on jatkuva kohdassa xg, jos funktion raja-arvo
kohdassa xg on sama kuin funktion arvo tassi kohdas-
sa. Siis funktio f on jatkuva kohdassa xg, jos jokaista
positiivista lukua € vastaa sellainen positiivinen d., etta

|f (@) = flzo)| <e.

Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa xg, niin se on epé-
jatkuva téassé kohdassa.

0<|z—mo| < =
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Funktio f on jaksollinen ja w # 0 on sen jakso, jos
f(z +w) = f(x) kaikilla € R. Pienintd positiivis-
ta jaksoa, jos sellainen on olemassa, sanotaan funktion
perusjaksoksi. Esimerkiksi sinifunktion perusjakso on
2.

Outoja funktioita

Maééaritelmien toimivuuden koettelemiseksi, ja pelkés-
ta uteliaisuudestakin, on ollut tarpeen kehitelld toinen
toistaan kummallisempia "patologisia” funktioita. Esit-
telemme aluksi harjoitustehtédvind kolme jatkuvuutta
ja derivoituvuutta havainnollistavaa esimerkkia.

1. Osoita, ettd funktio

)= {

on jaksollinen ja epédjatkuva kaikkialla. M&arita
funktion jaksot. Onko silla perusjakso? Saksalainen
matemaatikko Johann Peter Gustav Lejeune Dirich-
let (1805 — 1859) laati tdmé#n esimerkin ilmeises-
ti osoittaakseen, ettd on olemassa muitakin kuin
lausekkeiden avulla méaariteltyja funktioita.

0, kunz € Q,
1, kunz eR\Q,

2. Osoita, ettd funktio

_ 22, kun z € Q,
f(x)_{o, kun z € R\ Q,

on jatkuva ja derivoituva ainoastaan yhdessd koh-
dassa.

3. Funktio f on mééritelty siten, ettd f(z) = 0, kun
x € R\Q, jajosx =p/q, missi p € Z, q € Z
ja syt(p,q) = 1, niin f(x) = 1/q. Osoita, ettd tdméa
funktio on jatkuva irrationaalisissa kohdissa ja epé-
jatkuva muulloin. Onko f derivoituva irrationaali-
sissa kohdissa?

Kuten alussa totesimme, on myo6s funktioita, jotka ovat
kaikkialla jatkuvia mutta eivéit missédédn derivoituvia.
Ensimmaiset sellaiset keksittiin 1800-luvulla, mutta ne
ovat hyvin vaikeita. Mychemmin 1900-luvulla keksittiin
funktioita, joille tdmé& merkillinen ominaisuus on hel-
pompi todistaa. Kasittelemme niista kaksi, ja aloitam-
me hollantilaisen matemaatikon Bartel Leendert van
der Waerdenin (1903 — 1996) vuonna 1930 julkaisemal-
la erittdin kauniilla esimerkill&.

Olkoon {z} luvun z etiisyys lahimmésté kokonaislu-
vusta. Funktio  — {z} on jatkuva ja jaksollinen. Sen
perusjakso on 1 ja [{z} — {y}| < % kaikilla 2,y € R.

Esimerkkifunktiomme on

= {10Fz}
10%

fz) =

k=0

Naytamme aluksi, ettd se on mééritelty kaikilla x:n ar-
voilla. Osasummien

k=0

10k

jono (fy,) on kasvava ja ylhailta rajoitettu, silla yhteen-
laskettavat ovat ei-negatiivisia, ja

{10k} 1K1 1= 1 5
= < — _— — _ = —
f"(x) Z 10k — 2 Z 10k < 2 Z 10k 9

k=0 k=0 k=0

kaikilla x € R. Monotonisen jonon suppenemislauseen
perusteella jono (f,) suppenee kaikilla z:n arvoilla, jo-
ten f on kaikkialla mééaritelty.

Todistamme, ettd f on jatkuva. Olkoot zp € R ja
€ € R, mielivaltaisesti valittuja. Kirjoitamme funktion
muotoon

F(2) = fal@) + o) = 3 LET L $o

10%
k=0 k=n-+1

{10%z}
10k~

Koska [{10%2} — {10*20}| < 1, on mahdollista valita n
niin suureksi, etté

00 k) (10F
@) — raleo) = | 3 Lo {107}

k
k=n+1 10
= {102} — {10%20}|
S Z 10k
k=n-+1
1 & 1
< _ 1 —k — . 1 —n
<3 2 0=
k=n+1
g
107" < =.
< 10 < 5

Osasummat f, ovat jatkuvia, silld ne ovat jatkuvien
funktioiden &érellisié summia. On siis olemassa positii-
vinen d niin, etté

0< |z — 20| < 6. = |ful@) — fulwo)| < g

Jos siis 0 < |z — zg| < d¢, niin

|f(x) = f(zo)| = | fn(x)
|fn x)

g g
< 5 + 5

frn(@o) + 7n(2) — Tn(20)]
Fn(@o)| + |rn(x) — rn(20)]

=¢£.

IN

Téaten f on kaikkialla jatkuva.

Osoitamme, ettd f ei ole derivoituva. Voimme rajoit-
tua vilille [0,1], silld f on jaksollinen ja sen perus-
jakso on 1. Olkoon siis x = 0,a1azas ... valiltd [0,1]
mielivaltaisesti valittu luku. Sovimme, ettéd jos sen de-
simaalikehitelm& on tyyppid 0,2999..., niin muutam-
me sen muotoon 0,3000.... Jos 0,ax+i1a542... < %,
niin {10*z} = 0,ap41a442 ... ja muussa tapauksessa



Solmu 3/2008

{10*z} =1 —0,ak41ak12 - - .. Muodostamme kohti nol-
laa suppenevan jonon (h,,) siten, ettd erotusosaméii-

rista
f(@+ ) — f(z)
hm

muodostuva jono (d,,) hajaantuu. Olkoon h,, =
—107™, jos a,, = 4 tai a,, = 9, ja hy, = 107™ muul-
loin. Jos k > m, niin lukujen 10¥(x + hy,) ja 10%z desi-
maaliosat ovat samat, jolloin {10*(x+h,,)}—{10F2} =
0. Tésta seuraa, etta

f@+hm) — ()

dm =

dm =

hm,
_ i": {10%(z 4 hy)} — {10%2}
- k
= 10% hoy
10K (@ o+ b)) — {10k}
N pos 10% Ay, '

Lukujen h,, valintatavasta johtuen tdssd summassa yh-
teenlaskettavien osoittajissa olevat luvut {10%(z+h,,)}
ja {10%z} ovat molemmat joko tyyppid 0,a54+1Gkt2 - - -,
jolloin

{10%(x + hy)} — {102} £10k—m

10% h,, C10k-m 7

tai tyyppid 1 — 0,ax410k42 - .., jolloin
{10%@ + h)} — {10%2} _ F10M—™
10 h,, o H10k-m

Siis summassa

m—1
{10%(@ + h)} — {1052}
dn =D 10%

k=0
jokainen yhteenlaskettava on joko 1 tai —1. Niinpa kai-
killa m:n arvoilla

dm+1 = dm +1 tai dm+1 = dm — ].7

joten jono (d,,) hajaantuu.
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Kuvassa on van der Waerdenin funktion osasumman
f5m kuvaajasta yksi jakso. Osoitteessa [6] olevasta ku-
vasarjasta voi visuaalisestikin oivaltaa, miksi f ei ole
derivoituva.

Téassé esimerkissd desimaalikehitelmét mahdollistivat
elegantin todistuksen. On kehitetty myds niistd riip-
pumattomia esimerkkeja. Tutkimme Walter Rudinin
teoksessaan [4] esittdméd funktiota pienen esivalmis-
telun jélkeen.

Olkoon ¢(x) = |z|, kun —1 < z < 1. Jatkamme ¢:n
méadrittelyd asettamalla ¢(x + 2) = ¢(x) kaikilla z € R.
Nain ¢ tulee jaksolliseksi ja sen perusjakso on 2. Kai-
killa m € Z on ¢(2m) = 0 ja 0 < ¢(x) < 1 kaikilla
z € R. Kaikilla z:n ja y:n arvoilla on

[0(x) — o(y)| < [z —yl,

ja jos valilld |x,y[ ei ole kokonaislukuja, niin

[0(x) — o(y)| = [ —yl.

Rudinin esimerkkifunktio on

=3 () o)

k=0

Se osoitetaan kaikkialla mééritellyksi ja jatkuvaksi sa-
malla tavalla kuin van der Waerdenin funktiokin. Osoi-
tamme, ettd f ei ole derivoituva. Olkoon z mielivaltai-
nen reaaliluku, m positiivinen kokonaisluku ja

1
Om =£- 47T
2

missé merkki valitaan niin, ettd lukujen 4™z ja 4™ (z+
dm) villissi ei ole kokonaislukua. TAmé on mahdollista,

silld [4™z — 4™ (2 + 6,,)| = 4. Olkoon

o4k (@ 4 8,)) — p(4F2)
Ve = 5 :

Jos k > m, niin 4%§,, on parillinen kokonaisluku, joten
i = 0. Koska lukujen 4™z ja 4™ (x + §,,) vélissé ei ole
kokonaislukua, on

¢ (@ 4 0n) —$dT)| 12
|7m| - = =4
5m |5m|
Jos vihdoin 0 < k£ < m, niin
P(4* (@ +0m)) — p(4*2) | _ 4*[0m| _ i
IVl = 5 = ol =4
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Tésta seuraa, etté

f@+6m) = f(z)

dm
00 3)k m <3>k
=D 7)) w =02 7) ™
k=0 (4 k=0 4
m—1 3 k m—1 3 k
— m m k
=13 +Z(Z> V| =3 —Zl(z) 4]
k=0 k=0
m—1 1
=3" - 3’“=§(3’”+1).
k=0

Nédemme, ettd f:n erotusosamééristd muodostuva jono
hajaantuu, silld m:mn kasvaessa d,, — 0. Siis f ei ole
derivoituva kohdassa .

2,04

1,04

0,5

Kuvassa on Rudinin funktion osasumman f3 kuvaajas-
ta yksi jakso. Katso myds osoitteessa [7] olevaa kuva-
sarjaa.

Netista loytyi (googlaamalla hakusanalla "nowhere dif-
ferentiable function”) John McCarthyn vuonna 1953
esittdmé funktio

fle) =Y 27"g(2" x),
n=1

missé g(z) =1+, kun -2 <z <0jag(z) =1—ux,
kun 0 < z < 2 ja g(x + 4) = g(z) kaikilla z € R. Ru-
dinin funktio on tdm&n muunnelma. Itse asiassa myos
van der Waerdenin funktio on muodostettu samanta-
paisella menetelmélld. Aluksi méaéritellddn jaksollinen
“sahanterdafunktio”, jonka kuvaajaa sitten "rypytetdan”
niin, ettd lopulta sen jokainen piste on kérkipiste, jossa
derivaatta ei ole madritelty. TAmé& prosessi nékyy sel-
vésti sivujen [6] ja [7] kuvasarjoissa. McCarthy pitaa

omaa esimerkkifén ja siihen liittyvia todistusta yksin-
kertaisimpana mahdollisena. Asiasta voi jokainen muo-
dostaa oman késityksensé nettildhdettd [5] tutkimalla.
Tamaén kirjoittaja pitdd van der Waerdenin esimerkkia
esilld olleista yksinkertaisimpana. Sen ymmaértamiseksi
teoksesta [3] el tarvinnut tehd4 t6itd kynalla, kun taas
Rudinin funktiota oli pyoriteltéava paperilla.

Samoihin aikoihin n#iden konkreettisten esimerkkien
keksimisen kanssa mietittiin myos kuinka yleisia tal-
laiset funktiot ovat jatkuvien funktioiden joukossa.
Vuonna 1931 puolalainen matemaatikko Stefan Banach
(1892 — 1945) todisti vlilld [0,1] jatkuvien funktioiden
joukolle tuloksen, jota sen késitteellisyyden takia em-
me voi muotoilla tdhin tdsméallisesti, ks. [8], s. 79. Han
todisti, ettd ne jatkuvat funktiot, joilla on derivaatta
vahintdén yhdessé vélin [0,1] kohdassa, sijaitsevat kaik-
kien vélilla [0,1] jatkuvien funktioiden joukossa saman-
tyyppisesti kuin rationaaliluvut reaalilukujen joukos-
sa. Siis suurin osa jatkuvista funktioista on juuri néita
ei-missdan-derivoituvia funktioita, ja varsinaisia harvi-
naisuuksia ja analyysin kummajaisia ovatkin kaikkialla
derivoituvat alkeisfunktiot!

Kiitdn dosentti Heikki Apiolaa, dosentti Matti Leh-
tista, dosentti Jorma Merikoskea seké dosentti Timo
Tossavaista tdman kirjoituksen viimeistelya auttaneis-
ta kommenteista. Heikki Apiolalle erityinen kiitos ku-
vista seké tatd kirjoitusta varten laadituista nettisivuis-
ta [6] ja [7].
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