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11. PAINOKSEN ALKUSANAT

Tamén oppikirjan kymmenen ensimméistd painosta ovat olleet samanlai-
sia, niin ettd niitd kaikkia on voitu kéyttdd rinnakkain kouluopetuksessa.
Kun nyt on haluttu mukauttaa oppikirja paremmin keskikoulun uusiin op-
piennétyksiin, tdhén yhdenteentoista painokseen on tehty erinéisid muutok-
sia, joista seuraavassa lyhyt selostus.

Huomattavin muutos koskee ensimméisen asteen yhtéloitd. Oppikirjan
selvyytté silmélld pitden ne ovat tdhén asti olleet esitettyind yhtendisesti,
omassa luvussaan. Kun uusissa oppiennétyksissd on maérétty opetettavak-
si yhtél6itd jo kolmannelta luokalta ldhtien, niin I luvun harjoitustehtédvien
joukkoon on lisatty yksinkertaisia ensimmaéisen asteen yht&loitd. Ne on tar-
koitettu ratkaistavaksi nojautumalla vain erotuksen ja osamé#rin méaritel-
miin, jolloin ne osaltaan selventéivét ja tehostavat néitd tirkeitd késitteita.
Varsinaiset yhtédloiden sieventdmismenetelmét on otettu puheeksi vasta II
luvussa, neljannen luokan kurssissa, sen jédlkeen kun on tutustuttu poly-
nomikésitteeseen ja polynomeilla laskemiseen. Ndiden asioiden esittdminen
jo aikaisemmassa vaiheessa voisi ndet mychemmin vaikuttaa sekoittavasti.
Yhtélot, joiden jdsenien nimittédjiné esiintyy muitakin kuin pelkkid numero-
lukuja, on luonnollisesti jatetty kasiteltdvéaksi III luvussa murtolausekkeil-
la laskemisen jélkeen, keskikoulun viimeiselld luokalla. Ensimmaéisen asteen
yhtéaloryhmiit, joissa on enemmén kuin kaksi tuntematonta, toisen asteen
yhtélét ja suurin osa neliGjuurioppia, miké kaikki kuuluu vasta lukion kurs-
siin, on siirretty liitettdviksi oppikirjan toisen osan seuraaviin painoksiin.

Vaikkakaan likiarvoilla laskemisesta ei oppiennétyksissé endd mainita al-
gebran yhteydessé, niitéd késitteleva luku on kuitenkin séilytetty oppikirjas-
sa. Se on vain nyt siirretty kirjan loppuun liitteeksi, niin ettd kukin opettaja
voi suhtautua siihen opetuksessaan sen mukaisesti kuin arvelee oppilaiden-
sa tarvitsevan tdydennysté ja varmistusta ko. kdytadnnon kannalta térkeéssé
asiassa.

Oppiennétykset edellyttavéit piirrettdviksi keskikoulussa yhden ainoan
korkeamman kuin ensimmaéisen asteen kokonaisen rationaalifunktion kuvaa-
jan, nimittdin parabelin y = 2. Téstéd huolimatta sisiltds esimerkkikirja
edelleenkin muunkinlaisten téllaisten funktioiden kuvaajien piirtdmistd kos-
kevia harjoitustehtéivid, koska on tarkedtd, etté oppilaille annetaan tilaisuus
omatoimisestikin piirtda n&itd kdyrid. Sitd paitsi piirtdmisen edellyttdmé
funktion arvojen laskeminen on hyodyllistd positiivisilla ja negatiivisilla lu-
vuilla laskemisen harjoittelua.

Edelld mainittujen muutosten liséksi on paikoitellen ja erityisesti oppi-
kirjan alussa suoritettu erinéisid esityksen yksinkertaistamisia. Suurin osa
esityksestd on kuitenkin jédnyt ennalleen.



Oppikirja perustuu tavanmukaiseen koulussa opittuun laskennon kurssiin,
joten laskeminen kokonais-, murto- ja desimaaliluvuilla oletetaan tunnetuk-
si. Jatkuvaa laskujen kéytannollistd harjoittelua néilld luvuilla joutuu oppi-
las runsaasti suorittamaan harjoitustehtévien yhteydessa.

Myos laskennon teoreettinen puoli tulee periaatteessa suurelta osalta ker-
ratuksi lukukésitteen laajentamisen yhteydessd ja esitettiessd laskutoimi-
tuksia polynomeilla ja murtolausekkeilla. Lisdksi on tietenkin suotavaa, etta
sopivissa paikoissa kisitteiden laajentamisen yhteydessé palautetaan muis-
tiin vastaavia asioita aritmetiikasta. Esimerkiksi kertolaskun vaihdanta-,
liitédntd- ja osittelulain yhteydessd on syytd lyhyesti muistutella, kuinka
nadmé havainnollisesti todistettiin, kun oli kysymyksessa positiiviset koko-
naisluvut (ks. liitettd I s. 146).

Teorian selventdmiseksi on oppikirjassa késitelty runsaasti esimerkkejé.
Varsinaisia oppilaiden suoritettaviksi aiottuja harjoitustehtévié ei ole siro-
teltu pitkin oppikirjaa asianomaisiin teorian kohtiin, vaan ne muodostavat
yhtendisen kokoelman, ”esimerkkikirjan”, joka on liitetty kirjan loppuun.
Naiin on tehty seké oppi- ettéd esimerkkikirjan yhtenéisyytté silmélla pitden.
Esimerkkikirjassa on noudatettu samaa aineenmukaista jaoittelua kuin op-
pikirjassa. Liséksi on asianomaisissa oppikirjan kohdissa ilmaistu sulkeissa
niiden harjoitustehtévien jérjestysnumerot, jotka kulloinkin soveltuvat rat-
kaistaviksi.

Kirjan loppuun on liitetty tehtaviin vastauksia ja lyhyité viitteitd joiden-
kin vaikeiden tehtdvien ratkaisemiseksi. Onhan néet hyodyllisté, ettd oppi-
laalla on tilaisuus jo heti kotitehtdvén ratkaistuaan tarkistaa, onko ratkaisu
oikea, ja kielteisessé tapauksessa itse tutkia, missé virhe on, seké tehdéa uusi
yritys oikean ratkaisun keksimiseksi. Vaikkakin itsekseen opiskelijan kannal-
ta olisi tietysti toivottavaa, ettéd kaikkiin tehtéviin olisi vastaukset, niin kou-
luopetusta ajatellen ei ymmérrettivisté syistd vastausta ole liitetty sellaisiin
tehtaviin, jotka ovat pédssédlaskun luonteisia, yhtéd vahén kuin sellaisiin, jois-
sa tarkistuksen suorittaminen on helppoa ja harjoittelun kannalta suotavaa
(esim. polynomien jako, yksinkertaiset yhtilot ja probleemat).

Helsingissa toukokuulla 1962
K. Viisdla

Tamé kahdestoista painos on samanlainen kuin edellinen. Suomen Stan-
dardisoimislautakunnan suosituksen (A. I. 15) mukaisesti on siirrytty kéyt-
tdméin kulman tangentin lyhennyksené ”tan” entisen "tg” asemesta. Néin
tullaan tekeméén muissakin allekirjoittaneen oppikirjoissa sitd mukaa kuin
niistd ilmestyy uusia painoksia.

Helsingissa joulukuulla 1962
K. Viisdla

VI



SISALLYS

I luku. RATIONAALISET LUVUT

Merkitsemistapoja — Yhtiloita

1. Kirjaimien kK&yttd ... ... 1
2. Sulkumerkkien kaytté6 — Lauseke .......... .. ... .ol 1
3. Tulon merkitseminen ...........c.oiiiiiiiiii i 2
4. YHhtal0 ..o 2

Negatiiviset luvut

5. Negatiivisten lukujen méaritteleminen ............................ 3

6. Vastaluku — Itseisarvo ......... ..o 4

7. Lukusuora ja lukujen suuruussuhteet ............................. 5
Yhteenlasku

8. Summan médritteleminen ............ .. 6

9. Summa lukusuoralla ............. 8

10. Vaihdanta- ja liitdntéalaki ....... ... . o i i 9
Vihennyslasku

11. Erotuksen mééritelmé ja laskeminen ........... ... .. ... ... . ..., 9
Kertolasku

12. Tulon médritteleminen ....... ... ... .. . i 11

13. Kertolaskun peruslait ......... ... . . 12
Jakolasku

14. Osam#irin madritelmé ja laskeminen ........................... 14

VII



15. Summan jakaminen luvulla ....... ... .. .. 15
16. Laajennettu murtolukukésite .............. ... ... ... 15

17. Suhde ja Verranto ............c.ooiiiiii 17

IT luku. POLYNOMIT

Potenssit
18. Potenssin madritelma ........ ... .. 20
19. Tulon ja murtoluvun potenssi .......... ..., 21
20. Potenssien kertominen ja jakaminen ............... ... ... L 21
21. O:s ja negatiivinen potenssi ...........cceiiiiiiiiiiiiiiiiiii.. 23

Polynomien yhteen- ja vihennyslasku

22. Polynomik&site ... 24
23. Polynomien yhteen- ja vdhennyslasku ........................... 25
24. Polynomin aste ... 27

Polynomien kertolasku

25. Monomien kertominen ............. ..ot 27
26. Monomin ja polynomin kertominen ................ ... ... ... 28
27. Polynomien kertominen ............ .. ... i 28
28. Erotuksen ja summan tulo .......... ... ... 28
29. Polynomin nelio .......... .o 29
30. Pascalin kolmio ........ ..o 30

Polynomien jakolasku

31. Monomien jako .......... . 31
32. Polynomin jako monomilla .......... .. ... ... oL 31
33. Polynomien jako ............ i 31

VIII



Ensimmaéiisen asteen yhtilot

34. Yhtalon sieventdminen — Ensimmaéisen asteen yhtélon ratkai-
11 010 H 0 T 0 PP

35. Sekalaisia probleemoja ...........ciiiiii i
36. Prosenttilaskuja .........
37. Korko- ja diskonttolaskuja ........... ..o

38. Arvopaperit (osakkeet ja obligaatiot) ............... ...l

IIT luku. MURTOLAUSEKKEET

Polynomien jaollisuusoppi

39. Peruskasitteita . .....ooiii

Murtolausekkeilla laskeminen

42, SUpistaminenl . ..........oiiiiii
43. Yhteen- ja vdhennyslasku .......... .. ... i
44. Kerto- ja jakolasku ....... ...
45. Rationaalisten lausekkeiden sieventdminen .......................

Ensimméiisen asteen yht#lst (jatkoa)
46. Nimittédjien poistaminen ........... ...,
47. Yhtélopari ja kaksi tuntematonta ............. ... ... ..

48. Probleemoja .. ......iii

IV luku. NELIOJUURET

49, JUUTIKASITE .« oot
50. Irrationaaliset luvut ... ..o

51. Neligjuurien sieventdminen ............. ...,



52. Neligjuuren arvon laskeminen ............. .. .. ... ... .. 60

V luku. FUNKTIOT JA NIIDEN KUVAAJAT

53. Funktiokdsite ......... ..o 63
54. Koordinaatisto ........ ..ot 64
55. Funktion kuvaaja ......... ... 65
B0, Y = K 65
Y VI 7 7 P 67
D8, U = G2 68
D0 Y = N 70
B0, = 71
x
61. Empiirisen funktion kuvaaja ........... ... . L 72
62. Ensimmaéisen asteen yhtéalon kuvaaja ............ ... oL 74
63. Ensimmaéisen asteen yhtéloparin graafinen ratkaiseminen ........ 76
64. Yhtaloparin ratkaisujen lukuméérd ........... ... ... .. Ll 76
HARJOITUSTEHTAVIA ..., 98
VA S T AUK ST A 140
Liite I. KERTOLASKUN PERUSLAIT ........................ 146
Liite II. LIKIARVOLASKUJEN TARKKUUS ................ 147



I luku Rationaaliset luvut

MERKITSEMISTAPOJA — YHTALOITA
1 § Kirjaimien kiytto

Jo laskennossa kiytetéddn joskus kirjaimia lukujen merkkeiné. Niinpé esim.
on tunnettu ”kaava”
_k-p-t
~ 100
josta saadaan lasketuksi korko 7, jonka k markan pddoma tuottaa p %:n mu-
kaan t vuodessa. Kirjaimille k, p ja t voidaan tdhin ”sijoittaa” eri lukuarvoja

1
ja laskea sitten r. Jos esim. sijoitetaan k = 800 mk, p =4 % ja t = v

niin saadaan koroksi
800-4- 1
= — 2 =8mk
100

Toisenlaisena esimerkkiné kirjainten kéytosta esitdmme ”yhtalon”

r

at+b=b+a

joka on voimassa olkoot a ja b mitd lukuja tahansa ja ilmaisee lyhyesti
yvhteenlaskun ”vaihdantalain”, jonka mukaan kahden luvun summan arvo ei
muutu, vaikka yhteenlaskettavien jérjestys vaihdetaan. (1-12)

2 § Sulkumerkkien kiytté — Lauseke

Kun on merkitty suoritettavaksi perikkéin yhteen-, vihennys-, kerto- ja
jakolaskuja, niin on jo laskennossa tehty sellainen sopimus, ettd ensin suo-
ritetaan jarjestyksessédn merkityt kertomiset ja jaot ja sitten yhteen- ja
vihennyslaskut, kuitenkin silld poikkeuksella, ettd mahdollisesti esiintyvien
sulkumerkkien sisélla olevat laskut suoritetaan kaikkein ensimmaéiseksi. Niin-
pé esim. ”lausekkeista”

a+b-a—>

(a+b)-(a—0>)

edellinen merkitsee, ettd ensin on b:ll4 kerrottava a ja sitten saatu tulo
lisdttava a:han ja vihdoin néin saadusta summasta vahennettiava b, kun
taas jalkimmaéainen tarkoitta, ettd a:n ja b:n summalla on kerrottava niiden



erotus. Kaytetddn myos ”sisdkkéisid” sulkumerkkejé, jolloin laskujen suori-
tus on aloitettava sisimmissé suluissa. Jos esim. on merkittéavé, etta 3:lla on
kerrottava luvun z ja summan y + 2 erotus, niin kirjoitetaan

3. —(y+2)]

Asken kiytimme nimitystd "lauseke”. Lausekkeeksi voidaan sanoa jokaista
merkittyd laskutoimitusta. Edella esiintyneiden useiden lausekkeiden lisdksi
mainittakoon esimerkkeind lausekkeista:
a+1, Tt 4693 4 3
x-y

Kahdessa viimeisessé esimerkissé ei tosin ole merkitty suoritettavaksi mitdan
laskua, mutta on tarkoituksenmukaista sisdllyttda téllaisetkin rajatapaukset
lausekekésitteen piiriin, vaikkakin néistd tavallisesti kéytetddn vain yksin-
kertaisesti nimitystd ”luku”. Kun kirjaimet merkitsevét lukuja, niin voidaan
péinvastoin jokaista lauseketta sanoa luvuksi, joka silloin tietysti tarkoittaa
sité lukua, joka saadaan, kun lausekkeessa merkityt laskut ajatellaan suori-
tetuiksi. (13—20)

3 § Tulon merkitseminen

Kun on merkittava kahden tai useamman luvun tulo ja tekijoista korkein-
taan ensimmaéinen on tavallinen ”numeroluku”, niin kertomerkit jétetdén ta-
vallisesti lyhyyden vuoksi pois. Siis esim. abc merkitsee samaa kuin a-b-c ja
5a samaa kuin 5-a. Sitd vastoin ei ole tapana kirjoittaa esim. tulon a-5 ase-
mesta ad ja vield vAhemmén luvallista on merkitéd esim. tulon 6 -5 asemesta
65 tai tulon 6 - % asemesta 6%!

Téssd yhteydessd huomautettakoon, etté jos on merkittéava esim. se kol-
minumeroinen kokonaisluku, jonka perdkkéiset numerot ovat a,b ja ¢, niin
sité ei saa esittdd muodossa abc, vaan luku on kirjoitettava

100a + 10b + ¢
aivan niin kuin voitaisiin kirjoittaa myos esim.

548 =100 -5+ 10 -4+ 8 (21-25)

4 § Yhtils

Sana yhtilo, jota jo edelld kdytimme, on keinotekoisesti muodostettu sa-
nasta ”yhtéldinen” ja tarkoittaa kahden lausekkeen merkittyéd yhtasuuruutta.
Yhtéloon aina kuuluvan yhtasuuruusmerkin vasemmalla puolella olevaa lau-
seketta sanotaan lyhyesti yhtdlon vasemmaksi puoleksi ja oikealla puolella
olevaa lauseketta oikeaksi puoleksi. Sellaisia yht#loitd kuin esim. 2-3 =6 ja



a—+b= b+ a, jotka ovat voimassa riippumatta siité, mité arvoja niissd mah-
dollisesti esiintyville kirjaimille annetaan, sanotaan identtisiksi. Sitd vastoin
esim. x + 4 = 10 on ehdollinen yhtilo, joka on totta eli toteutuu ainoas-
taan, kun x = 6. Té4t4 x:n arvoa sanotaan yhtalon juureksi ja sen hakemista
yhtéalon ratkaisemiseksi.

Esim. 1. Yhtdlén ¢ — 5 = 12 juuri on erotuksen mééritelmén (ks. II §) perusteella
xr =12+ 5 = 17. Samoin paitelldin yleisesti, ettd yhtdlon x — a = b juuri on x = b + a.

Esim. 2. Yhtélon 4z = 28 juuri on osaméirdn madritelmin (ks. 14 §) perusteella
x =28 :4 = 7. Samoin péaételldan yleisesti, ettd yhtalon

axr =5
juuri on
:c:b:aelié
a
Kunesim.a:%jab:%,niinx:%:%:%-%:%

Esim. 3. Kun on ratkaistava yhtédlo 3z 4+ 7 = 20, niin ensin p&ételldén, ettd 3z =
20 — 7 = 13. Tésté seuraa edelleen, ettd x =13 : 3 = 4%.

Sité kirjainta, jonka arvo on yhtélostd haettava, sanotaan tuntematto-
maksi. Tuntematonta merkitdan tavallisesti x:114, kuten olemme edellisissé
esimerkeissdkin tehneet. Tuntemattoman liséksi voi yhtélossé esiintyd myos
tunnetuiksi ajateltuja lukuja esittévid kirjaimia (a ja b esimerkeissi 1 ja 2).
Niille voidaan sitten antaa mité arvoja tahansa. (26—42)

NEGATIIVISET LUVUT

5 § Negatiivisten lukujen méiiritteleminen

Yleisesti puhutaan esim. +3° ja —3° (luettava: plus 3° ja miinus 3°)
lampotilasta silloin, kun on kysymyksessd 3° [amp6 ja 3° pakkanen. Naméa
merkinnét ovat lyhennyksid merkinnéistd 0°+3° ja 0°—3° ja merkitsevit sa-
maa kuin 3° enemmén ja 3° vihemmén kuin 0°. Jos henkild on tehnyt kaksi
kauppaa ja saanut toisessa 50 mk voittoa ja toisessa 50 mk tappiota, niin
voitaisiin vastaavalla tavalla sanoa hénen saaneen voittoa edellisessd kau-
passa +50 mk ja jalkimméisessd —50 mk.! Jos molemmat yhdistetidn, niin
tulee lopputulokseksi 0 mk voittoa. Téatd voitaisiin merkitéd laskumerkein:

(+50) + (=50) =0 tai (—50) + (+50) =0

On osoittautunut erittidin hyodylliseksi yleisestikin ottaa kaytantoon tél-
laiset ”nollaa pienemmét”, —merkilld varustetut luvut, joita sanotaan ne-
gatiivisiksi luvuiksi.? Nollaa suurempia lukuja, joihin laskennossa on tu-
tustuttu, sanotaan taas positiivisiksi luvuiksi ja ne voidaan varustaa

Ttse asiassa kuuleekin joskus puhuttavan, etté kaupassa tuli niin ja niin paljon ”plus-
saa” tai "miinusta”, joista edellinen tarkoittaa voittoa ja jalkimméinen tappiota.

2Jo vanhat intialaiset matemaatikot havaitsivat timin hy6dyn ja ottivat negatiiviset
luvut kaytantoon.



+merkilld. Niinpé siis esim. luvuista +50 ja —50 edellinen on positiivinen ja
tarkoittaa yksinkertaisesti samaa kuin 50 ja jélkimmé&inen on negatiivinen
ja tarkoittaa sellaista lukua, ettéd sen ja edellisen luvun summa = 0, toisin
sanoen, ettd ylld olevat yhtélot ovat voimassa. Kun p:1l4 merkitédén yleenséa
positiivista lukua, niin on siis negatiivisen luvun

Maisritelmé: Negatiivisella luvulla —p tarkoitetaan sellaista lu-
kua, ettd sen ja posititvisen luvun +p eli p summa = 0:

(=p)+ (+p) =0,  (+p)+(-p) =0

Lukujen +p ja —p edessé olevia, niihin kuuluvia merkkejd + ja — sano-
taan lukujen etumerkeiksi eli lyhyesti merkeiksi. Méaéritelméssé esiintyvissé
yhtéloisséd on ndmé luvut pantu selvyyden vuoksi sulkuihin. Edelliset sulku-
merkit voitaisiin kylld jattdd pois, mutta ei jalkimmaisia, koska muutoin tu-
lisi kaksi merkkié, yhteenlaskunmerkki ja etumerkki, valittomésti perdkkéin,
mité ei ole tapana sallia.!

Positiivisista ja negatiivisista kokonais- ja murtoluvuista sekid nollasta
kéytetddn yhteistd nimitysté rationaaliset luvut eli rationaaliluvut. Kaikkien
tallaisten lukujen ddretontéd joukkoa sanotaan rationaaliseksi lukualueeksi.

Huomautamme kertakaikkiaan, ettd kun seuraavassa esityksesséd kéyte-
tdén kirjainta luvun merkking tai puhutaan yleensé luvusta, niin ellei toisin
mainita tai asian yhteydesté toisin kiy ilmi?, kysymyksessi oleva kirjain tai
luku voi olla minkélaatuinen rationaaliluku tahansa. (43—49)

6 § Vastaluku — Itseisarvo

Maéaritelma: Kahta lukua, joiden summa = 0, sanotaan toistensa v a s -
taluvuiksi.

Siis edellisen §:n m#iritelméssé esiintyvit luvut 4+p ja —p ovat toistensa
vastalukuja. Nollan vastaluku on luku itse, silld 0 + 0 = 0.

Jos a on positiivinen luku, niin edellisten mé&ritelmien mukaan luvuista
+a ja —a edellinen tarkoittaa itse lukua a ja jalkimméinen on tdmén vasta-
luku. Jos sitd vastoin a on negatiivinen luku tai 0, niin merkinnéilla +a ja
—a ei ole toistaiseksi mitaéin siséltod. Jotta niilld télloinkin olisi dsken mai-
nittu merkitys, sovitaan, ettd myds silloin, kun a on negatiivinen luku tai
07

1) +a tarkoittaa itse lukua a

1Jos luvun +p etumerkki jétettéisiin pois, miké tietysti on luvallista, niin silloin voi-
taisiin kysymyksessé olevat yhtélot kirjoittaa lyhyesti:

-p+p=0, p+(-p) =0

2Esim. sanonnasta ”olkoon yhteenlaskettavien luku n” kiiy ilmi, ettéi n merkitsee téssé
tapauksessa positiivista kokonaislukua tai rajatapauksessa nollaa.



2) —a tarkoittaa luvun a vastalukua

Siis joka tapauksessa +a ja —a ovat toistensa vastalukuja:

(—a) + (+a) =0, (+a)+ (—a)=0

Esim. 1. Jos a = —2,niin +a on itse luku —2 ja —a on luvun —2 vastaluku ja siis +2.
Toisin sanoen +(—2) = —2 ja —(—2) = +2.
Esim. 2. Jos a = 0, niin +a on itse luku 0 ja —a on luvun vastaluku, joka edellisen

mukaan on my6s 0. Toisin sanoen +0 =0 ja —0 = 0.
Luvun a itseisarvo, jota merkitdin: |a|, mééritelliin seuraavasti:

1) |a| = a, jos a on positiivinen tai 0

2) |a| = —a jos a on negatiivinen

Esim. 1) Jos a = 43, niin |a| = |+3| =43 =3

2) Jos a = =3, niin |a| = |-3|=—-(-3)=4+3=3

Siis lukujen +3 ja —3 itseisarvo on 3 eli (+3).Samoin yleisesti: kun p on positii-
vinen luku, niin |[+p| = |—p| = p. Jos sitd vastoin ei tiedetd, onko p positiivinen vai
negatiivinen, niin voidaan kylld kirjoittaa |+p| = |—p| = |p|, mutta talléin |p|:std ei saa
jattaa pois itseisarvon merkkejé, pystyviivoja.

Jokaisen nollasta eridvin luvun ja sen vastaluvun itseisarvo on sama p o -
sitiivinen luku. 0:n itseisarvo = 0. (50—64)

7 § Lukusuora ja lukujen suuruussuhteet

Lukuja esitetéddn havainnollisesti suoran pisteind seuraavasti. Piirretain
suora — tavallisesti vaakasuoraan — ja valitaan silld jokin piste, jonka kat-
sotaan vastaavan lukua 0. Kun sitten on vield valittu jokin pituusyksikko,
sovitaan, ettd kutakin positiivista lukua +p vastaa se suoran piste, joka on
0-pisteesté oikealle etédisyydelld p siité, ja negatiivista lukua —p se piste, joka
on O-pisteestd vasemmalle etdisyydelld p siitd. Téll4 tavalla tulee jokaista po-
sitiivista ja negatiivista lukua seké nollaa vastaamaan tdysin mairitty pis-
te kysymyksessd olevalla suoralla, jota nimitetdéin lukusuoraksi. Lukusuora
on siis ikdédn kuin didrettoméan pitka lampomittarin asteikko. Kuv. 1 esittai
lukusuoraa, jolle on niytteeksi merkitty muutamien lukujen vastinpisteet.
Huomattakoon erikoisesti:

1) luvun itseisarvo = luvun vastinpisteen etdisyys 0-pisteesti
2) vastalukujen vastinpisteet ovat yhtd kaukana 0-pisteestd, sen eri puolil-
la.

Kuv. 1



Pystysuorassa lampomittarissa vastaa korkeammalla olevaa asteikon koh-
taa suurempi lampotila kuin alempana olevaa. Vastaavasti asetetaan vaaka-
suoraan lukusuoraan nihden

Maéritelma: Kahdesta luvusta sanotaan sitid suuremmaksi, jonka vas-
tinpiste lukusuoralla on toisen oikealla puolella.

Alla on lueteltuna joukko perikkéisid kokonaislukuja suuruusjérjestykses-
sé, pienimméstd suurimpaan:

o =5, —4,-3,—-2,—1,0,+1, +2,+3,+4, +5, ...

Asettamamme mééritelmé on sopusoinnussa ei ainoastaan entisen késityk-
semme kanssa positiivisten lukujen suuruussuhteista vaan myo6s sen ajatus-
tavan kanssa, jota noudatimme negatiivisia lukuja kdytdntoon ottaessamme.
Niinpé ovat positiiviset luvut nollaa suurempia (> 0) ja negatiiviset luvut
nollaa pienempid (< 0), jota sanontaa jo ennakolta kdytimme 5 §:ssé.

Jos lukua suurennetaan ja sen vastinpistettd lukusuoralla siis siirretdén
oikealle, niin luvun vastaluvun vastinpiste ylla tehdyn huomautuksen 2) mu-
kaan siirtyy ilmeisesti joka tapauksessa vasemmalle ja vastaluku siis piene-
nee. Voidaan niin ollen kirjoittaa

Lause: Jos lukua suurennetaan, niin sen vastaluku pienenee. Toisin sa-
noen, jos a > b, niin —a < —b.

Huomautamme lopuksi, ettd kahdesta negatiivisesta luvusta suuremmalla
on pienempi itseisarvo kuin pienemmdlld. (65—73)

YHTEENLASKU

8 § Summan méiiritteleminen

Laskennossa on selvitetty, mité tarkoitetaan kahden positiivisen luvun
summalla ja miten se muodostetaan. Tehtdvamme on nyt keksid tarkoituk-
senmukainen summan mééritelmé siinéd tapauksessa, ettd toinen tai kumpi-
kin yhteenlaskettavista on negatiivinen. Tarkastelemme tésséd mielessé seu-
raavaa esimerkkié.

Jos henkilo saa jostakin kaupasta voittoa 5 mk eli +5 mk ja toisesta
3 mk eli 43 mk, niin voitto on yhteensd 8 mk eli +8 mk. Tat4 voidaan
laskutoimituksin merkité:

(+5) + (+3) = +8

jossa ei laskennon kannalta ole mitédén uutta, lukuun ottamatta etumerkkejé.
Jos hén sitd vastoin olisi saanut edellisesté kaupasta tappiota 5 mk ja
jalkimmaisesté niin ikdén tappiota 3 mk ja siis yhteensé tappiota 8 mk, niin



voitaisiin tdmé lausua niinkin, ettd hén sai voittoa edellisestd kaupasta —5
mk ja jalkimmaéisestd —3 mk ja yhteensd —8 mk eli laskutoimituksena

(=5) 4+ (—=3) = -8

Jos taas henkil6 olisi saanut toisesta kaupasta voittoa 5 mk ja toisesta
tappiota 3 mk eli siis voittoa —3 mk, niin lopputulos olisi 2 markan voitto
eli

(+5) + (=3) = +2

Jos vihdoin olisi kysymyksessd 5 markan tappio ja 3 markan voitto, niin
olisi lopullinen voitto
(=5) + (+3) =-2

markkaa, toisin sanoen 2 markan tappio.

Késitteleméssdmme esimerkissd on siis voimassa seuraava sdantod, joka
on havaittu tarkoituksenmukaisimmaksi asettaa yleisestikin kahden luvun
summan méairitelméaksi.

Maéritelma: Kaohden samanmerkkisen luvun summa = niiden itseisar-
vojen summa varustettuna lukujen yhteiselld merkilld.*

Kahden erimerkkisen luvun summa = niiden itseisarvojen erotus varus-
tettuna itseisarvoltaan suuremman luvun merkilld.?

Jos p ja g ovat positiivisia lukuja ja p > ¢, niin edellisen mééaritelméan
mukaan on siis

(+p) + (+9) =+ +q)
(=p) +(=¢)=—-(p+q)
(+p)+ (=) =+ —q)
(—p)+(+9)=—-(—q)

Niisté kaavoista nédkyy vilittomésti:

Lause: Jos yhteenlaskettavien merkit muutetaan, niin summan merkki
muuttuu. Toisin sanoen: summan vastaluku = yhteenlaskettavien vastaluku-
jen summa.

Tdmé lause on voimassa silloinkin, kun yhteenlaskettavia on useampia
kuin kaksi (ks. harj.teht. 96). Siis esimerkiksi

—(a+b+c)=(—a)+ (=b)+ (—¢)

olkoot a, b ja ¢ mitd positiivisia tai negatiivisia lukuja tahansa.  (74-89)

!Jos toinen yhteenlaskettavista on 0, niin summa on yhtdsuuri kuin toinen yhteen-
laskettava, silld 0:n perusominaisuus, jonka mukaan jokainen luku jaa muuttumatta, jos
sithen lisdtddn 0, ulotetaan luonnollisesti késittamédn senkin tapauksen, ettéd ko. luku on
negatiivinen.

2Jos itseisarvot ovat yhtésuuret, niin ko. erimerkkiset luvut ovat toistensa vastalukuja
ja niiden summa = 0 jo 6 §:ssé asetetun vastaluvun mé#dritelméan mukaan.



9 § Summa lukusuoralla

Lukusuoralla voidaan havainnollisesti lisdtd lukuun toinen siten, ettd en-
sin mainitun luvun vastinpisteesté siirrytéén jalkimméisen luvun itseisarvon
pituinen matka oikealle, jos tdmé luku on positiivinen, ja vasemmalle, jos se
on negatiivinen.

Kuv. 2

Niin tullaan summan vastinpisteeseen. Kuviossa 2 on tdten muodostettu
edellisessé §:ssé esilld olleet nelja summaa. Kulloinkin suoritettu siirtyminen
on merkitty kaarevan nuolen avulla.

T&lla keinolla voidaan lukusuoralla suorittaa useammankin luvun yhteen-
lasku. Kuviossa 3 on muodostettu summa

(+5)+ (=3) + (=7) + (+4) + (-6) = -7

Téssé on ldhdetty liikkeelle O-pisteesté, siis ikdédn kuin ensimméinen yhteen-
laskettava olisi 0. On siirrytty perikkéin yhteenlaskettavien itseisarvojen pi-
tuiset matkat, siirtymissuunnan ollessa oikealle, kun asianomainen yhteen-
laskettava on positiivinen, ja vasemmalle, kun se on negatiivinen. Néin on
lopuksi tultu summan vastinpisteeseen —7.

4 5
| _’.7 | \ ) LT~ (u) ! e | | |
T T T T T T T T 1 T |\|_/l T T T
6 7 3
Kuv. 3

Jos jotakin positiivista yhteenlaskettavaa suurennetaan, niin tét4 yhteen-
laskettavaa vastaava oikealle siirtymismatka suurenee, joten koko summan
vastinpiste siirtyy entisestéién oikealle ja siis summa suurenee. Samoin tapah-
tuu, jos jotakin negatiivista yhteenlaskettavaa suurennetaan. T&lléin néet 7
§:n loppuhuomautuksen mukaisesti tdmén itseisarvo pienenee ja siis myos
vastaava vasemmalle siirtymismatka pienenee, josta taas aiheutuu koko sum-
man vastinpisteen oikealle siirtyminen. Siis on edelleenkin voimassa vanhas-
taan tunnettu

Lause: Jos jotakin yhteenlaskettavaa suurennetaan, niin summakin suu-
renee. (90-92)



10 § Vaihdanta- ja liitantilaki
Laskennosta tutut ovat yhteenlaskun perusominaisuudet:
vaihdantalaki: a+b=b+a
liitdntédlaki: a+ (b+c¢) = (a+b) +c¢
seké néisté laeista johtuva

Lause: Kahden tai useamman luvun summalle saadaan sama arvo, las-
ketaanpa luvut yhteen missd jarjestyksessd tahansa ja vaikka ryhmittdinkin.

Ettd tdmé lause ja siis myos sen erikoistapaukset vaihdanta- ja liitdntéilaki
ovat voimassa silloinkin, kun yhteenlaskettavien joukossa on negatiivisia lu-
kuja, selvidéd havainnollisesti, jos ajattelemme positiivisten lukujen merkit-
sevin voittoja ja negatiivisten tappioita. Onhan n#et yhdentekevai, missé
jarjestyksessi tietyt voitot ja tappiot (= negatiiviset voitot) yhdistetdén.
Myos kdy tama lause ilmeiseksi, kun ajatellaan yhteenlasku suoritetuksi lu-
kusuoralla (vrt. teht. 92). (93-98)

VAHENNYSLASKU

11 § Erotuksen méiritelméi ja laskeminen
FErotus maéritelldén kuten laskennossakin:

Masritelméa: Kahden luvun erotuksella tarkoitetaan sellaista lukua, ettd
kun siihen lisitdidn jalkimmdinen luku (vihentdjd), niin saadaan summaksi
edellinen (vihennettivi).

Taméan maaritelméan mukaan on siis aina
(a—b)+b=a
Toiselta puolen, jos viitetdin, ettd a —b = x, niin pitdd ndyttaa, ettd x4+b =
a.
Esim. 1. (-3) — (=5) = +2, silli (+2) + (=5) = —3.

Erotus voidaan muodostaa, so. vihennyslasku toimittaa noudattamalla
saantoa:

Lause 1: Luvusta voidaan vihentdd toinen siten, ettd vdhennettdvddn
lisdtddan vahentdjin vastaluku.

Téamé lause on yhtdlon avulla ilmaistuna:

a—b=a+(-b)



Todistaaksemme tdmén yhtdlon meidédn on naytettivé, ettéd vaitetyn ero-
tuksen arvon a+(—b) ja vahentéjin b summa on vihennettiavé a. Itse asiassa:
yhteenlaskun liitédntélain mukaan on

[a+ (=b)] +b=a+[(—b) + b

joka = a, silld viimeisten hakusulkujen siséllé oleva kahden vastaluvun sum-
ma = 0.

Esim. 2. a) (+3) — (+5) = (+3) + (=5) = -2
b) (+3) — (=5) = (+3) + (+5) =48
¢) (=3) = (+5) = (=3)+(-5) =8
d) (=3) — (=5) = (=3) + (+5) = +2 (99-122)

Edellisen lauseen suuri merkitys on siiné, ettd sen avulla voidaan véihen-
nyslasku aina muuttaa yhteenlaskuksi. Ja tdmé& on ollut mahdollista vain
negatiivisten lukujen kéiytant6on oton kautta. Taten on myo6s tullut mahdol-
liseksi véhentédd pienemmaésta luvusta suurempi, joka laskennossa on mah-
dotonta.

Koska edellisen lauseen mukaan

a—b=(+a)+ (-b)
b—a=(+b)+ (—a

ja oikealle puolelle merkityistd summista toisen yhteenlaskettavat saadaan
muuttamalla toisen yhteenlaskettavien merkit, niin summat ja siis my6s a—b
ja b — a ovat toistensa vastalukuja (8 §, lause):

Lause 2: a — b ja b — a ovat toistensa vastalukuja, toisin sanoen, kun
vdhennettivd ja vdhentdji vaithtavat paitkkaansa, niin saadaan entisen ero-
tuksen vastaluku

Tarkastelemme nyt, kuinka vidhennettdvén ja vahentéjéin suuruuden muu-
tokset vaikuttavat erotuksen suuruuteen. Sitd varten muutamme lauseen 1
mukaisesti erotuksen summaksi:

a—b=a+(-b)

Jos vihennettévai a suurennetaan, niin oikealla puolella oleva summa ja siis
myds erotus a — b suurenee (9 §, lause). Jos taas vihentdjad b suurennetaan,
niin sen vastaluku —b pienenee (7 §, lause), joten oikealla puolella oleva
summa ja niin ollen my6s a — b télloin pienenee. Néin on havaittu edelleen
paikkansa pitaviksi laskennosta tunnettu

Lause 3: Jos vihennettdvid suurennetaan, niin erotus suurenee. Jos taas
vdhentdjid suurennetaan, niin erotus pienence.

Jos merkitaan
a—b==x

10



niin on

b+x=a
Ajatellaan nyt vasemmalla puolella oleva summa muodostettavaksi lukusuo-
ralla (9 §). Jos a on suurempi kuin b, toisin sanoen a:n vastinpiste lukusuo-
ralla b:n vastinpisteen oikealla puolella, niin z on positiivinen ja ilmaisee,
kuinka pitkd matka on b:n vastinpisteesti siirryttéivé oikealle, jotta tultai-
siin a:n vastinpisteeseen. Siis x eli @ — b on néiden pisteiden vélin suuruinen:

Lause 4: Kun suuremmasta luvusta vihennetddan pienempi, niin erotus
= lukujen vastinpisteiden vdli lukusuoralla.

Esim. a) 9 —5=4=1lukujen 9 ja 5 vastinpisteiden vali
b) 2_(_6): 24+6=8= 9 27 _g ) 3
C) -3 - (_8) =—34+8=5= ” —3 7 _8 9 9
(123-130)
KERTOLASKU

12 § Tulon méiritteleminen

Laajennamme nyt kahden luvun tulon késitteen niihin tapauksiin, joissa
ainakin toinen tekijd on negatiivinen.

Laskennossa méaritelldédn kokonaisluvulla kertominen yhteenlaskuun no-
jautuen seuraavasti: luku kerrottuna kokonaisluvulla = summa, jossa on ker-
tojan ilmaisema mddrd kerrottavan suuruisia yhteenlaskettavia. On luonnol-
lista, ettd ulotamme tdméin méairitelmén siihenkin tapaukseen, jossa kerrot-
tava on negatiivinen. Tdmaéan mukaisesti on esim.

)N =EN+ED+HED+H (1) =-(407)

ja yleisesti, kun a on jokin positiivinen kokonaisluku ja —b mielivaltainen
negatiivinen luku:

(+a)(~b) = —(ab)
T&hén tulokseen paidstdin myos yhtéilosta
(+a)(+b) = +(ab)
noudattamalla seuraavaa sdantoé, joka on osoittautunut tarkoituksenmukai-

seksi tulokésitteen laajentamisen perustaksi:

Jos kahden mielivaltaisen luvun tulon jommankumman tekijain merkki
muutetaan, niin tulon merkki muuttuu ja itseisarvo jid muuttumatta.

Viimeksi kirjoitettu yhtilo on voimassa, olkoot a ja b millaisia positiivi-
sia lukuja tahansa. Téstd yhtélostd padstddn mainittua séddntod kayttéden

11



seuraavaan neljadn yhtaloon:

(+a)(+b) = +(ab)
(+a)(—=b) = —(ab)
(—a)(+b) = —(ab)
(—a)(=b) = +(ab)

Koska positiivisten lukujen tulo ab on mééritelty laskennossa, saatuihin
yhtéléihin sisdltyy tulon méadritelmén laajennus niihin tapauksiin, joissa ai-
nakin toinen tekijd on negatiivinen. Ottaen huomioon, ettd ab on kunkin
yhtélon vasemmalla puolella olevien tekijédin itseisarvojen tulo, yhtaléiden
perusteella voidaan esittda

Maéritelmé: Kohden luvun tulo = tekijdin itseisarvojen tulo varustet-
tuna + merkilld, jos tekijit ovat samanmerkkiset, ja — merkilld, jos ne ovat
erimerkkiset.

Esim. a) (+2)(+3) =46 b) (+2)(-3) = —6

c) (—2)(+3)=-6 d) (-2)(-3) =+6

Tulo = 0, jos toinen tekijd = 0. Témén médritelmén ulotamme luonnol-
lisesti sithenkin tapaukseen, etté toinen tekijé on negatiivinen.!

Koska siis (—a)b = —(ab), niin kumpaakin néistd lausekkeista voidaan
merkitéd ilman sulkumerkkejé lyhyesti —ab, jolloin —merkki voidaan katsoa
kuuluvaksi joko ensimméiseen tekijaén tai koko tuloon.

Kahden luvun tulon mééaritelméstd seuraa valittomaésti useamman luvun
tulon muodostamista koskeva

Lause 1: Lukujen tulo = niiden itseisarvojen tulo varustettuna +merkil-
ld, jos negatiivisten tekijdin luku on parillinen, ja —merkilld, jos se on pa-
riton.

Tasté seuraa taas

Lause 2: Jos tulon yhden tekijin merkki muutetaan, niin tulon merkki
muuttuu. (131-141)

13 § Kertolaskun peruslait

Laskennosta ovat tutut kertolaskun peruslait (ks. liitettd I s. 146):

vaihdantalaki: ab = ba
liitantélaki: a(be) = (ab)c

osittelulaki: a(b+c) = ab+ ac

"Huomattakoon muuten, etts edelld olevat nelji méirittelevisd yhtilod ovat ilmeisesti
voimassa silloinkin, kun toinen tai kumpikin luvuista a ja b on negatiivinen tai 0.

12



Samoin on laskennosta tuttu seuraava lause, joka voidaan johtaa vaihdanta-
ja liiténtaleista:

Lause 1: Kahden tai useamman luvun tulolle saadaan sama arvo, ker-
rotaanpa luvut missd jarjestyksessd tahansa ja vaikka ryhmittdinkin.

Voidaan osoittaa, ettd ylld mainitut lait ovat voimassa silloinkin, kun
lukujen a , b ja ¢ joukossa on yksi tai useampi negatiivinen luku.!

Koska vaihdanta- ja liitédntélaki ovat lauseen 1 erikoistapauksia, niin nii-
den todistamiseksi riittdd, kun ndytetdin oikeaksi tdmé lause. Nain onkin
vksinkertaisesti siitd syystd, ettd tekijdin jérjestystd muutettaessa ja te-
kijoitd ryhmitettdessé niiden itseisarvojen tulo jid muuttumatta ja samoin
negatiivisten tekijain lukumé#éré, joten ed. §:n lauseen 1 mukaan koko tulon
arvo pysyy ennallaan.

Osittelulain yleispétevyyden todistuksen sivuutamme, mutta sen sijaan
naytdmme tdhén lakiin nojautuen oikeiksi erditd sen yleistyksia.

Lause 2: Luvulla voidaan kertoa summa siten, ettd tdlld luvulla kerrotaan
jokainen yhteenlaskettava ja saadut tulot lasketaan yhteen.

Jos kysymyksessé olevassa summassa on esim. kolme yhteenlaskettavaa
b, ¢ ja d ja kertoja on a, niin saadaan kayttden hyvéksi osittelulakia kaksi
kertaa:

alb+c+d)=a[(b+c)+d =alb+c)+ad=ab+ ac+ ad
Lause 3: Summalla voidaan kertoa luku siten, ettd jokaisella yhteenlas-

kettavalla kerrotaan timd luku ja saadut tulot lasketaan yhteen.
Nojautumalla kaksi kertaa vaihdantalakiin (alussa ja lopussa) ja vililld
kerran edelliseen lauseeseen saadaan néet:

(a+b+c)d=dla+b+c)=da+db+dc=ad+bd+ cd

Kahdesta viimeksi esitetystéd lauseesta seuraa vieldkin yleisempi

Lause 4: Summoalla voidaan kertoa summa siten, ettd jokaisella kerto-
jan yhteenlaskettavalla kerrotaan jokainen kerrottavan yhteenlaskettava ja
saadut tulot lasketaan yhteen.

Jos nidet on suoritettava esim. kertominen

(a+b+c)(d+e+ f)

IToiselta puolen voidaan todistaa, etté on pakko suorittaa tulokisitteen laajennus ylli
esitetyn méidritelman mukaisesti, jos halutaan, etta ko. peruslait pysyvit voimassa ja ettéd
kahden luvun tulo = 0, kun ainakin toinen tekiji = 0. Tdmén todistaminen suoritettiin
tdménkin oppikirjan kymmenessé ensimméisessé painoksessa.
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niin pitdmaélld kertojaa summana ja kerrottavaa yhtend lukuna saadaan
lauseen 3 mukaan tulo ensiksikin muotoon

ald+e+ f)+bd+e+ f)+c(d+e+ f)

Kun edelleen tdmén summan kuhunkin yhteenlaskettavaan sovelletaan lause
2, tulee siité

(ad 4+ ae + af) + (bd + be + bf) + (cd + ce + cf)

Poistamalla tésté vield sulkumerkit, miké ilman muuta voidaan tehd4 (10 §,
lause), saadaan tulo todistettavana olevan lauseemme viitéksen muotoon.
(142-143)

JAKOLASKU

14 § Osaméiirin miiritelmi ja laskeminen
Osaméadrd médritelldsin kuten laskennossakin:

Masritelmé: Kahden luvun osamddrdlld tarkoitetaan sellaista lukua,
ettd kun se kerrotaan jalkimmdiselld luvulla (jakajalla), niin saadaan tuloksi
edellinen (jaettava).!

Taman maaritelmian mukaan on siis aina

=a

Toiselta puolen , jos viitetdian, ettd — = x, niin pitdd nayttad, ettd bxr = a.

>l <Ie

Esim. _—S = +3, silld (—2)(+3) = —6.

Kun b # 0, niin tulon ja osamé&irdn mééritelmiin nojautuen voimme
padtelld oikeaksi yleiset kaavat:

e _ a4 —a_ a4 4a_ _a —a
+b b b b b b +b

a
b
Todistaaksemme néytteeksi esim. kolmannen néistd meidédn on siis néy-

a
tettiva, ettd jakajan —b ja véiitetyn osaméirdn arvon -3 tulo = jaettava

B (5) = o5) e

'Kertolaskun vaihdantalain perusteella voidaan sanonnan ”ettd kun se kerrotaan
jalkimmaiselld luvulla” asemesta sanoa ”ettd kun silld kerrotaan jalkimmaéinen luku”. Jos
on kysymys laatulukujen jakolaskusta, niin on kéytettdva edellistd sanontaa silloin, kun
jaettava on laatuluku ja jakaja nimittdméton luku (”ositusjako”), ja jilkimméistd sanon-
taa silloin, kun jaettava ja jakaja ovat samaa laatua olevia laatulukuja (”siséltojako”).
Vrt. kisitettd "suhde” (17 §).

+a. Niain onkin:
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Olettamalla, ettd a ja b ovat positiivisia, ylld olevat yhtédlot siséltavét
seuraavan saannon osamaarian muodostamiseksi:

Lause 1: Kahden luvun osamddrd = jaettavan ja jokajan itseisarvojen
osamddrd varustettuna +merkilld, jos jaettava ja jakaja ovat samanmerkki-
set, ja —merkilld, jos ne ovat erimerkkiset.

-8 +8 _ —_8 .
iR e A i

Edellisesti lauseesta seuraa valittomésti

+8
Esim. — =44 b
sim. a) ) + )

Lause 2: Jos jaettavan tai jakajan merkki muutetaan, niin osamddrdin
merkki muuttuu.

Jos sekd jaettavan ettd jakajan merkki muutetaan, nitn osamddrd jdd
muuttumatta.

Osamaéaaran maaritelmasti seuraa erikoisesti:

a) 9:0,]'05a7ré0
a
b)

= jokainen luku

c) — ei ole mikddn luku, jos a # 0 (144-162)

ol olo

15 § Summan jakaminen luvulla

Lause: Summa voidaan jokaa luvulla siten, ettd jokainen yhteenlasket-
tava jaetaan talld luvulla ja saadut osamddrdt lasketaan yhteen.

Osoittaaksemme, etté siis esim.

b+c+d b ¢ d
- = 44—
a a a a

meidédn on niytettiva, ettd jakajan a ja oikealla puolella olevan lausekkeen
— viéitetyn osamédrian arvon — tulo on jaettava b+ ¢+ d. Nojautumalla 13
§:n lauseeseen 2 ja osamédridn madritelméin saadaankin:

a-<é+f+§>:a'é+a-g+a-§:b+c+d (163)
a a a a a a

16 § Laajennettu murtolukukisite

a
Jos a ja b merkitsevit positiivisia kokonaislukuja, niin murtoluku — tar-

koittaa laskennon mukaisesti samaa kuin a kpl 1:n b:s osia. Jos sitd vastoin a
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tai b tal molemmat ovat negatiivisia kokonaislukuja tai positiivisia tai nega-
tiivisia murtolukuja, niin mainittu murtoluvun mééiritelma ei enédéd kelpaa.
Sentdhden asetetaan yleispiteva

a a
Maaritelma: Murtoluvulla 7 tarkoitetaan osamddrdd 7

Tamé& madritelmé ei ole ristiriidassa murtoluvun entisen mééritelméan
kanssa, silld tiedetddnhén laskennosta, etté esim. murtoluku % on my0s sama
kuin lukujen 2 ja 3 osaméérd. Kun a ja b eivit ole positiivisia kokonaisluku-
ja, niin ei murtolukua 4 lausuta "a b:s osaa”, vaan a alla b tai a per b tai a

jaettuna b:11& kuten jakolaskussa.
Koska jokainen luku x voidaan panna murtoluvun muotoon:

= -
1

niin puhuttaessa murtoluvuista voidaan siihen sisdllyttad myos luvut, joilla
ei ole suoranaisesti murtoluvun muotoa.

Voidaan néyttdd, ettd laajennetulla murtolukukésitteelld voidaan laskea
kidyttamalla tdsmélleen samoja sadntéja kuin laskennossa.

Murtolukujen supistamista ja laventamista koskeva sdintod
voidaan esittéi yksinkertaisesti yht#lolla!

ka_a
kb b

Téamé tulee todistetuksi, kun néytetéddn, ettd lukujen ka ja kb osaméirda =

(164-178)

—. Nain onkin osaméirin mééritelmén perusteella, silld

b

(kb)-gzk<b-g>:ka

b b
Kun edellisen §:n kaavassa vaihdetaan vasen ja oikea puoli kesken&én,
saadaan samannimisten murtolukujen yhteenlaskusddnto yhtédlon

avulla esitettyna:
b ¢ d b+c+d
a a a  a
Erinimisid murtolukuja yhteenlaskettaessa ne ensin sopivasti laventamalla
tehddédn samannimisiksi.
Samannimisten murtolukujen vihennyslaskuséddnto
b ¢ b-c

2= (179-185)
a a a

todetaan oikeaksi muuttamalla vihennyslasku yhteenlaskuksi (11 §, lause
1):

2_2 (-9 bo—e_bt(z9 _b-c

a a a a a a a

IT4sss §:ssé yhtaloiden avulla esitettévit sdsnnot on lausuttava myos sanallisesti.
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Kertosddnto
a c ac
b d bd
todistetaan nayttadmalla, ettd lukujen ac ja bd osaméird = vasemmalla puo-
lella oleva lauseke. Nain onkin osaméirin médritelméan mukaan, silla

- (5-5) = (0 0-5) <o

Kun edelliseen kaavaan sijoitetaan erikoisesti b = 1, saadaan

c ac
a-— = —
d d
Kahta lukua, joiden tulo = 1, sanotaan toistensa kddnteisluvuiksi eli in-
verssiluvuiksi. Koska
c d _cd 1
d ¢ de
niin luvut ¢ ja % ovat toistensa kéadnteislukuja. Erikoisesti on siis luvun
c = 7 kéénteisluku %
Jakosddnto
a c a
b'd b
todistetaan kertomalla oikealla puolella oleva lauseke (viitetty osaméérin
arvo) jakajalla ja toteamalla, ettd tuloksi saadaan jaettava:

¢ (a dy_a (c d) _a
d b ¢/ b d ¢ b

Kun edelliseen kaavaan sijoitetaan erikoisesti d = 1, saadaan

d
c

d.c=2 (186-205)
b ° be

17 § Suhde ja verranto

Maéritelma: Kahden luvun suhteella tarkoitetaan sellaista lukua,
ettd kun silld kerrotaan jalkimmdinen luku, niin saadaan tuloksi edellinen.

Kahden luvun suhde on siis yhtésuuri kuin niiden osamééré, ja suhdetta
merkitdinkin samalla tavalla kuin osamééiris. Ainoa ero on siini, etté nimi-
tystd "suhde” kiytetddn aina sisédltojaon merkityksesséd, minké vuoksi suh-
teen médritelméin sanonnassa ei ole sellaista valintavapautta kuin osaméaran
(vrt. alimuist. s. 14).

Jos luvun a suhde lukuun b on x, niin merkitdén siis

%:xelia:b:x
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Maéaritelmén mukaan on télloin b = a. Luku a on suhteen edellinen jisen
ja b jalkimmdinen jdsen. Kéytettiessé edellistd merkitsemistapaa suhde voi-
daan késittdd myos murtoluvuksi, jonka osoittajana on edellinen jésen ja
nimittdjané jalkimméinen jésen.

Esim. 1. Luvun —18 suhde lukuun 12 on ]—;8 = —% = —% = —1%.
Esim. 2. Miké on suhteen jialkimmaéinen jésen, jos edellinen on 1% ja suhde = —1%7

Jos merkitadn jalkimmaéistd jasentéd x:114, niin suhteen mééritelmén perusteella pitdd
olla voimassa yhtalon

(-18)-2 =13

Osamadran madritelmén perusteella tdméan yhtélon juuri on

o=13: () =- G D =- (9 =3 =13

Siis suhteen jialkimméinen jdsen on —1%.

Suhdekisitetta kaytetdin erityisesti laatulukujen yhteydessé. Kahden laa-
tuluvun suhde = niiden mittalukujen suhde, edellyttden ettd on kéytetty
samaa mittayksikkoa.

Esim. 3. Mikid on 6 m:n suhde 120 cm:iin?

6m: 120 cmm =600 cm : 120 cm = 600 : 120 =5

Verranto on kahden suhteen merkitty yhtdsuuruus:

Luvut a, b, ¢ ja d ovat jirjestyksessdén verrannon ensimmdinen, toinen,
kolmas ja meljis jisen. a ja d ovat verrannon ddrimmdiset jasenet ja b ja
c taas sen keskimmdiset jisenet. Lukuja a ja b sanotaan wverrannollisiksi
lukuihin ¢ ja d.

Jos verrannon molemmat puolet kerrotaan toisen ja neljinnen jédsenen
tulolla bd, niin saadaan
ad = be

Jos tdmén yhtélon molemmat puolet jaetaan tulolla bd, niin saadaan jélleen
edelld oleva verranto, jonka ddrimmaisind jdseniné ovat siis yhtélon vasem-
man puolen tekijit ja keskimméisind oikean puolen tekijat. Voidaan niin
ollen kirjoittaa

Lause 1: Verrannon ddrimmdisten jasenten tulo = keskimmdisten jdsen-
ten tulo.

Jos on kaksi yhtisuurta kahden luvun tuloa, niin luvuista voidaan muo-
dostaa verranto, jonka ddrimmdisind jasenind ovat toisen ja keskimmdising
toisen tulon tekijdt.
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Ylla olevasta yhtélostd, joka johdettiin esitetystd verrannosta, seuraa
kéantéden edellisen lauseen jalkimmaéisen osan mukaan ei vain mainittu ver-
ranto vaan yhtd hyvin verrannot

a b . d ¢
d b a
Kun néitd verrataan alkuperiiseen verrantoon, niin havaitaan oikeaksi ver-
rannon vuorottamista koskeva

Lause 2: Verrannossa saa keskimmdiset jisenet vaihtaa keskenddin ja
samoin ddarimmdiset.

Jos verrannon jisenistd tunnetaan kolme, niin neljis saadaan aina laske-
tuksi lauseen 1 edellisté osaa kiyttien.!

Esim. Miki on verrannon g = 2 Ykolmannen jisenen x arvo?
Lauseen 1 mukaan on 4z = 5(—6) = —30 , joten = = _TBO = —% =71
(206—218)

Werranto-oppiin tutustutaan perusteellisemmin geometriassa, jossa silli on téirked
kaytanto.
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II luku Polynomit

POTENSSIT

18 § Potenssin méairitelméi

Jos n lukua, joista jokainen = a, kerrotaan keskenéén, saadaan luvun
a n:s potenssi ja sitd merkitddn a” (luetaan myos: "a korotettuna n:nteen
potenssiin”tai lyhyesti ”a n:nteen”). Siis

n kpl
n

A"=Ga-a
Esim. a)2°=2-2.2=38 b) (—=5)® = (=5)(—5) = 25
() =53=1 D =D =64

Lukua a sanotaan kannaeksi eli kantaluvuksi tai myos korotettavaksi ja
n:aa eksponentiksi.

Luvun ensimmaéisellé potenssilla tarkoitetaan lukua itsedén: a* = a. Lu-
vun toista potenssia sanotaan myds luvun nelioksi ja kolmatta potenssia
taas sen kuutioksi.

Jos jokin muu kuin pelkki kirjain tai etumerkitén kokonais- tai desimaa-
liluku on merkittavi potenssiin korotettavaksi, se pannaan selvyyden vuoksi
sulkuihin.

1

Esim. a) (a—|—b)2 b) (3a)4 c) (—6)3 d) (2)2

12 §:n lauseesta 1 seuraa valittomésti

Lause 1: Negatiivisen luvun parillinen potenssi on positiivinen ja pariton
potenssi negatitvinen.

Koska positiivisen luvun potenssi on aina positiivinen, niin téstd lauseesta
seuraa edelleen

Lause 2: Jos muutetaan kantaluvun merkki, niin parillinen potenssi jdd
muuttumatta ja pariton muuttuu vastaluvukseen.

Koska parillinen luku voidaan aina esittdd muodossa 2n ja pariton muo-
dossa 2n + 1, jossa n merkitsee kokonaislukua, niin edellisen lauseen sisalto
voidaan esittdéd kahden yhtalon avulla:
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19 § Tulon ja murtoluvun potenssi
Koska

n kpl n kpl n kpl
(ab)" = (ab)(ab) --- (ab) = (a-a---a) (b-b---b) = a"b"

niin
(ab)™ = a"b"
eli sanallisesti lausuttunas:

Lause 1: Tulo voidaan korottaa potenssiin siten, ettd tekijit erikseen
korotetaan ko. potenssiin.

T&amé lause on ilmeisesti voimassa useammankin tekijan tulon potenssiin

néhden.
Esim. a) (2z)® = 2%2% = 82 D) (—4zy2)? = 162%y?2?

Koska murtolukujen kertosddannén mukaan

niin

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 2: Murtoluku voidaan korottaa potenssiin siten, ettd osoittaja ja
nimattdja erikseen korotetaan ko. potenssiin.
(241-247)

20 § Potenssien kertominen ja jakaminen

Koska
m kpl n kpl
a"-a"=(a-a---a)(a-a---a)=a™t"
m~+n kpl
niin
(I) a™-a" =amt"

eli sanallisesti lausuttunas:

Lause 1: Samankantaiset potenssit voidaan kertoa keskenddn siten, ettd
eksponentit lasketaan yhteen ja summa pannaan yhteisen kantaluvun ekspo-
nentiksi.
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Téamékin lause on ilmeisesti voimassa useampaankin tekijain nahden.
Esim. a) z?-2%=2" b)k- k' k> =k" (248-252)

Edelliseen lauseeseen nojaten saadaan edelleen:

n kpl n kpl
(am)n — am . (I;:' . am — am—l—m—l—---—l—m — anm — amn
joten
(II) (am)n = g™mn

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 2: Potenssi voidaan korottaa potenssiin siten, ettd eksponentit
kerrotaan keskenddn ja tulo pannaan alkuperdisen kantaluvun eksponentiksi.

Esim. a) (z°)° = 2'°  b) (2a%%)? = 2%(a2)*(b%)° = 8a°b°
Téamé lause voidaan yleistdd. Niinpé on
@™y = am
Koska (™)™ = a™ ja (a™)™ = o™ ja niiden yhtéloiden oikeat puolet
ovat yhtdsuuret, niin
(I1I) (™)™ = (a")™
eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 3: Potenssin potenssissa saa eksponentit vaihtaa keskenddn.
(253-260)

Jos m > n ja a # 0, niin saadaan supistamalla n kertaa tekijalla a:

m kpl m—n kpl
m m—N— N
a a-a---a a.a---a m—n
_— = = = Qa
a” a-a---q 1
—_—
n kpl
Siis
a™
(V) = gmn
an

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 4: Samankantaiset potenssit voidaan jakaa keskenddn siten, ettd
jaettavan eksponentista vihennetddin jakajan eksponentti ja erotus pannaan
yhteisen kantaluvun eksponentiksi.

b9 ($3)2 B ZC6

Esim.a) — b) ==z (261-265)

bt 312 5
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21 § O:s ja negatiivinen potenssi

Kaava (IV) ja vastaava lause 4 pitdvit paikkansa vain silloin, kun jaetta-
van eksponentti m on suurempi kuin jakajan eksponentti n. Jos ndet m = n,
niin m —n = 0, ja jos m < n, niin m —n < 0, eiké talloin kaavan oikeal-
la puolella ole mitéddn merkitysté. Laajennamme nyt potenssikésitetta niin,
ettd néissékin tapauksissa kaava (IV) on voimassa.

Jos ensiksikin m = n, niin

Z -1
an

kun taas kaavasta (IV) saataisiin
am
aTL

Jotta kaavamme talloinkin olisi voimassa, mééaritelldan:
=1

eli sanallisesti lausuttuna:
Madaritelmé: Jokaisen nollasta eridvdn luvun 0:s potenssi = 1.

Jos taas m < n ja siis n > m, niin supistamalla kaavan (IV) vasemmalla
puolella olevaa murtolukua a™:114 saadaan

a™ 1

an an—m

Kun merkitdén n —m = p (siis p > 0), niin on siis

a™ 1
am  aP
Koska m —n = —p (11 §, lause 2), niin kaava (IV) saisi téllin muodon
ar _
an

Jotta kaava nytkin olisi voimassa, méaaritelldén:

a P = —
aP

eli sanallisesti lausuttuna:

Madritelma: Luvun negatiivisilla potenssilla tarkoitetaan vastaavan po-
sititvisen potenssin kddnteislukua.

Maéaritteleva yhtdlo voidaan kirjoittaa myds muotoon

- ()
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(19 8§, lause 2), joten luvun negatiivinen potenssi = kdidnteisluvun vastaava
posititvinen potenssi.

0
Esim. 1. a) (z +2)° = 1, edellyttien etti  # —2 b) <§> =1

1 3\ ! 5\'" 5
. -3 2 —(2) =2
Esim. 2. a) 107° = 0= 0,001 b) <5) <3) 3

Voidaan todistaa, ettd §§:n 18-20 lauseet ovat voimassa silloinkin, kun
jokin tai jotkin esiintyvistd eksponenteista ovat nollia tai negatiivisia.
Esim. 20 §:n lause 1 niytetdéin oikeaksi siind tapauksessa, ettd toinen eksponentti on

positiivinen (m) ja toinen negatiivinen (—n), seuraavasti:

m —n m 1 a™ m—n m+(—n)
a”a""=ad" — = =a =a (266-277)

am™ am™

POLYNOMIEN YHTEEN- JA VAHENNYSLASKU
22 § Polynomikisite

Kun 11 §:ssé esitetyssd vihennyslaskun suorittamista koskevassa kaavassa
vasen ja oikea puoli vaihdetaan keskenéén, saadaan

a+(=b)=a-"b
Toiselta puolen on luonnollisesti
a+ (+b)=a+b

Naistéd yhtéloistda nikyy, ettd jos lukuun on lisdttdva toinen, niin voidaan
sitd merkitd lyhyesti siten, ettd kirjoitetaan edellisen perdin vélittoméasti
jalkimmainen etumerkkeineen. Vastaavasti voidaan menetell4 silloinkin, kun
on merkittdva suoritettavaksi useampien lukujen yhteenlasku. Niinpé esim.

(—a)+ (=b) + (+¢) +(—=d) = —a—b+c—d

Oikealla puolella oleva lauseke merkitsee oikeastaan, ettd —a:sta on vihen-
nettiva b, jadnnokseen lisédttédva c ja saadusta summasta vihennettdva d,
mutta se voidaan tulkita myds — ja niin tavallisesti tehdddnkin — luku-
jen —a, —b, +c ja —d summaksi. Talloin lausekkeessa esiintyvid merkkej&a
pidetddn yhteenlaskettavien etumerkkeiné ja yhteenlaskumerkit on jétetty
pois. Voidaan siis kirjoittaa

Lause: Kun on merkittdvd kahden tai useamman luvun summa, niin
votdaan yhteenlaskumerkit jattad pois ja kirjoittaa vain luvut etumerkkeineen
perdkkdin.

Edellisessa lauseessa esitetylld tavalla merkittyd summaa sanotaan poly-
nomiksi ja sen yhteenlaskettavia polynomin jaseniksi eli termeiksi. Erikoi-
sesti sanotaan kolmijdsenistd polynomia trinomiksi, kaksijdsenista binomiksi
ja yksijésenistd monomiksi'.

'Monomi ei kyllikiizin ole mikiéin summa, mutta on osoittautunut tarkoituksenmukai-
seksi laskea sekin rajatapauksena polynomien joukkoon.
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Esim. 1. Lauseketta 2 — 5 — 3 + 8 — 4 voidaan pitdéd lukujen 2, —5, —3, +8 ja —4
summana, joten sen arvo = —2.

Esim. 2. 2% — 2z + 3 on trinomi, joka on jéseniensd z?, —2z ja 43 summa.

1 .
a+b a+b‘]a_c'

Puhutaan my6s jonkin kirjaimen, esim. z:n polynomista eli polynomista
x:n suhteen. Téllaisen polynomin jédsenet ovat x:n ei-negatiivisia, so. po-
sitiivisia ja O:nsia potensseja kerrottuina tietyilld luvuilla tai yleensd x:84
sisdltamattomilla lausekkeilla, joita sanotaan jésenien ja myds polynomin
kertoimiksi eli koeffisienteiksi. Vastaavasti puhutaan myos polynomeista
kahden tai useamman kirjaimen tai yleensé lausekkeen suhteen.

Esim. 3. —— — ¢ on binomi, jonka jdsenet ovat

Esim. 1. Trinomi z? — 2z + 3 on x:m polynomi, jonka kertoimet ovat 1, —2 ja +3.
Kertoimien mésrismisté varten ajatellaan trinomi kirjoitetuksi muotoon 1z? — 2z + 3z°.

Esim. 2. %:c3 — z2y? — 3zy® + y* on zn ja y:mn polynomi, jonka kertoimet ovat %7 -1,
—3jal.

3

. . . 1 . . . . 1
Esim. 3. Binomi ab?c — =¢? on polynomi b:n ja ¢:n suhteen, kertoimina a ja —=. Se
a a

on my6s pelkén c:n polynomi, jonka kertoimina ovat ab® ja —=. Sitd vastoin se ei ole a:mn
a

polynomi.
a \° a a
Esim. 4. 2 <m> i + 3 on lausekkeen A polynomi, jonka kertoimet ovat
2, —1 ja +3.

Kahta polynomin jésenté, jotka eroavat toisistaan korkeintaan kertoimien-
sa puolesta, sanotaan samanmuotoisiksi.

Esim. a:n ja z:n polynomissa x — 2x — ax + 3ax ovat kaksi ensimmaéistd jasenté
samanmuotoisia ja samoin kaksi viimeistd. Jos sitd vastoin polynomi késitetdédn pelkéan
z:n polynomiksi, niin kaikki jdsenet ovat samanmuotoisia, silla eroavathan t&lloin jasenet

toisistaan vain kertoimiensa 1, —2, —a ja +3a puolesta.

Kaikkein yksinkertaisin ja samalla térkein polynomimuoto on yhden tai
useamman kirjaimen polynomi, jonka kertoimet ovat numerolukuja. Ja on
huomattava, ettd hyvin usein kaytetdinkin polynomikésitetta téllaisessa ah-
taammassa merkityksessa. Téllaisiin polynomeihin mekin seuraavassa péaé-
asiassa rajoitumme, vaikka §§:ssd 23-33 esitettévit lauseet ovat voimassa
yleiseenkin polynomikésitteeseen néhden. (278—288)

23 § Polynomien yhteen- ja vihennyslasku

Samanmuotoisten jéisenten yhteenlasku eli yhdistédminen voidaan suorit-
taa kdyttadmalla hyviksi 13 §:n lausetta 3 kddnteisessd muodossa.

Esim. 1. 4o 4+ 72 + 3z = (4 4+ 7+ 3)z = 14z

Esim. 2. -5z + 3z — 2z = (-5+ 3 —2)z = —4z

Esim. 3. ay® — 2ay® + 3ay® — ay® = (1 — 24 3 — 1)ay® = lay® = ay®

Esim. 4. Jos binomia ax + b+ pidetéddn pelkén z:n polynomina, niin sen jédsenet ovat

samanmuotoisia ja yhdistdmélld ne saadaan summaksi z:n polynomi (monomi) (a + b)z.
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Lause 1: Polynomin samanmuotoiset jisenet voidaan yhdistdd yhdeksi
ndiden muotoiseksi jiseneksi panemalla sen kertoimeksi mainittujen jasens-
en kertoimien summa. (289—295)

Jos polynomin jésenet eivit ole kaikki samanmuotoisia, niin ottamalla
huomioon, ettd polynomi on jédseniensd summa, sen jéasenet voidaan ryh-
mitelld niin, ettd kuhunkin ryhméén tulee vain samanmuotoisia jisenii, ja
yhdistaé sitten kunkin ryhmén jisenet (10 §, lause).

Esim. 1. —y+z45y—z—2y—3z

=—z4+(-y+5y—2y)+(2—32) = —x + 2y — 2z
Esim. 2.  4a+6a® —2a — 2 —4a® — 3a + 5a® — 1

= (—4a® 4 5a%) 4 6a* + (4a — 2a — 3a) + (=2 —1)

=a®+6a>—a—3

Esim. 3. Kun kirjaimien 7, s ja  polynomin

re —3sx — 14 2sx +2r+2
samanmuotoiset jisenet yhdistetddn, saadaan

re—sxr+2r+1

Jos polynomia pidetdén pelkén xz:n polynomina, niin ovat téssd kaksi ensimmaéistd ja
kaksi viimeistd jasentéd vield keskendédn samanmuotoisia, ja yhdistdmélla ne saadaan x:n
polynomi

(r—s)z+2r+1)

jonka kertoimet ovat r — s ja 2r + 1.

Yleensd on tapana jérjestdd lopputuloksessa polynomin jésenet aakkos-
jarjestykseen, kuten esimerkissa 1, tai jonkin kirjaimen alenevien potenssien
mukaan, kuten esimerkissé 2. My6s voidaan jédsenet jarjestdd ylenevien po-
tenssien mukaan, kuten esimerkissé 2, jos jdsenet kirjoitetaan péainvastaiseen
jérjestykseen. (296-309)

10 §:n lauseen perusteella voidaan kirjoittaa seuraava polynomien y h-
teenlaskusédéanto:

Lause 2: Polynomit lasketaan yhteen siten, ettd kirjoitetaan niiden jdise-
net etumerkkeineen perdkkdin ja yhdistetddn sitten samanmuotoiset jisenet.

Esim. (2a%b — 4ab?) + (3a® — 4a®b) 4 (—a® — a?b)
= 2a2b — 4ab® + 3a® — 4a®b — a® — a®b = 2a® — 3a%b — 4ab? (310—316)

Edelleen seuraa 8 §:n lauseesta valittomésti

Lause 3: Polynomin vastaluku eli "vastapolynomi”saadaan muuttamalla
polynomin merkit.

Esim. —(2% — 222 + 52 — 1) = —2® + 227 — 5z + 1

Téstd lauseesta ja 11 §:n lauseesta 1 seuraa polynomien vadhennys-
laskusédaanto:

Lause 4: Polynomista vihennetddn toinen siten, ettd jalkimmdisen mer-
kit muutetaan ja saatu polynomsi lisdtddn edelliseen.

26



Esim. (8z—3y)-(Bzx—-2y+1)=(8x—-3y)+ (-3z+2y—1)
—8r—3y—3c+2—1=5hr—y—1 (317-322)
Yhdistdmélld lauseet 2—4 saadaan seuraava kdytdnnollinen sulku-
merkkien poistamissdanto:

Lause 5: Jos sulkumerkkien edessi on —merkki, niin se ja sulkumerkit
voidaan poistaa, jos samalla muutetaan suluissa olevan polynomin merkit.
Muussa tapauksessa voidaan sulkumerkit poistaa ilman muuta.

Esim. 1. —(—z — 2y + 52) =2 4+ 2y — 5z

Esim. 2.  (3a® — 2b) + (—a +b) — (3a® — 4a + 2b)

=3a®>—2b—a+b—3a>+4a—2b=3a—3b

Jos on "siséikkéisiad” sulkumerkkejé, niin ne poistetaan peridkkiin alkaen
esim. sisimmista.

Esim. a® —{2a®> =1 — [-3a — (4a* — 2)]}

2 {2a% —1— [-3a — 4a® + 2]}
=a®—{2a® — 1+ 3a + 4a*> — 2}

a® —2a* +1—3a —4a* +2 = —5a> —3a+3 (323-337)

24 § Polynomin aste

Monomin asteella eli asteluvulla joidenkin kirjaimien suhteen tarkoitetaan
néiden kirjaimien eksponenttien summaa ko. monomissa.

Esim. 2az3y? on kuudetta astetta kaikkien siini esiintyvien kirjaimien suhteen, viidetts
astetta x:n ja y:n suhteen ja kolmatta astetta pelkdn x:n suhteen. MyGs voidaan sanoa,
ettd ko. monomi on nollatta astetta z:n suhteen, silld voidaanhan sen perdin ajatella
liitetyksi tekiji 2° = 1.

Polynomin aste eli asteluku taas on sama kuin sen ”korkeinta” astetta
olevan jédsenen aste, sen jilkeen kun polynomin samanmuotoiset jésenet on
yhdistetty.

Esim. 323y + 2%y® — 2y* on viidettd astetta z:n ja y:m suhteen ja kolmatta astetta

pelkén z:n suhteen.

Jos polynomin kaikki jisenet ovat samanasteisia joidenkin kirjaimien suh-
teen, niin polynomia sanotaan homogeeniseksi eli tasa-asteiseksi ndiden kir-
jaimien suhteen.

Esim. a®b — 5ab® + 2b® on kolmannen asteen homogeeninen polynomi (a:n ja b:n suh-

teen). (338—-340)

POLYNOMIEN KERTOLASKU

25 § Monomien kertominen

Monomit kerrotaan keskenééin ryhmittamallé tekijat (13 §, lause 1) siten,
ettd kerrotaan ensin keskené#n kertoimet ja samoin samankantaiset potens-
sit (20 §, lause 1).
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Esim. 1. (3a%bc®)(—2a"c?)(— ade)
- 3-(—2)-( Dl{a%a*a)(bb?)(*c*d) = 6aTb'c’d
Esim. 2. (32" 'y) (=227 'y") = [3- (=2)] (™2™ ) (yy")
= —6x (m+1)+(m—1) 1+7L: — 6z 2m 1+n (3417356)

26 § Monomin ja polynomin kertominen

Monomilla kerrotaan polynomi jésenittédin, so. monomilla kerrotaan jo-
kainen polynomin jésen ja saadut tulot lasketaan yhteen (13 §, lause 2).

Esim. 1. 22%(2® — 32 4 5) = 22" — 62 4 1022

Esim. 2. —2a%b(a® — 4a®b + 2ab*) = —2a°b + 8a*b* — 4a°V*

Esim. 3. 2z(z — y) — 3y(2x — 3y) = 22% — 2zy — 62y + 9y? = 22% — Sxy + 9>

Téissé esimerkissd on annettua lauseketta pidetty tulojen 2z(z—y) ja —3y(2z—3y) sum-
mana ja suoritettu ensin ndmé kertolaskut. Sitten on saadut polynomit laskettu yhteen,
so. niiden jdsenet on kirjoitettu peridkkain etumerkkeineen ja yhdistetty lopuksi saman-

muotoiset jésenet.

Jos polynomilla on kerrottava monomi, niin vaihdantalain mukaan voi-
daan monomilla kertoa polynomi. Kertominen voidaan suorittaa myds si-
ten, ettd jokaisella polynomin jésenelld kerrotaan monomi ja saadut tulot
lasketaan yhteen (13 §, lause 3). (357-371)

27 § Polynomien kertominen

Polynomilla kerrotaan polynomi jésenittédin, so. jokaisella kertojan jése-
nelld kerrotaan jokainen kerrottavan jésen ja saadut tulot lasketaan yhteen
(13 §, lause 4). Samanmuotoiset jidsenet yhdistetddn.

Esim. 1.  (2a® — 3ab?)(—a?b + 6b%)

= —2a°b + 12a°b® + 3a°b® — 18ad®
= —2a°b + 15a°b® — 18ab®

Esim. 2. (3242 —2%)(2® —4—2x —52°). Tissi voitaisiin menetelld niin kuin edellisessi
esimerkissd, mutta silmélld pitden lopussa toimitettavaa samanmuotoisten jésenten yh-
distdmistéd on kdytinnollisté jirjestdd laskut seuraavasti (kertoja ja kerrottava jirjestetdin
ensin z:n alenevien potenssien mukaan):

—5x4+ 22—2x—4
—:c2—|— 3x +2
55— x4+ 223 —|—4:c2
—152%+ 3% —622—12z
—1023 +22°— 42-8
52°—162%— 522 —16z—8

Tulos on siis 52° — 162* — 52> — 16z — 8. (372—378)

28 § Erotuksen ja summan tulo

Laskemalla todetaan oikeaksi kaava

(a —b)(a+b)=a®—1?
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joka voidaan lausua sanallisesti

Lause: Kahden luvun erotuksen ja summan tulo = ndiden lukujen ne-
lividen erotus.

Esim. 1. (z%y — 5y°)(2%y + 5y°) = (22y)? — (5y°)? = 2*y* — 25y

Esim. 2. (—n—1)(-n+1)=(-n)* - 12=n% -1 (388—398)

29 § Polynomin nelié

Suorittamalla kertominen
(a+b)%=(a+b)(a+D)

saadaan tulos!:
(1) (a+b)2 = a? + 2ab + b?
Sanallisesti voidaan tamé lausua seuraavasti:

Lause 1: Binomin nelié = sen jdsenien nelididen ja kaksinkertaisen
tulon summa.

Esim. 1. (2® 4 3)? = (2®)® + 223 - 3 + 37

=% 462° +9
Esim. 2. (a — b)? = a® + 2a(—b) + (—b)?
= a® — 2ab+ b? (399—425)

Viimeisessi esimerkissi néhtiin, ettd kun kaavaan (I) sijoitetaan b:n pai-

kalle —b, niin saadaan kaava

(1I1) (a—b)2 = a2 — 2ab + b?

Edellinen lause voidaan yleistéd. Olkoon esim. muodostettava trinomin
nelio:
(a+b+c)>=(a+b+c)a+b+c)

Kertomalla ensin ensimméiset jésenet keskenéén, sitten toiset ja vihdoin
kolmannet saadaan niiden tulojen summaksi a®4b%+c?. Kun témién jilkeen
kerrotaan kertojan ensimmaiselld jasenelld kerrottavan toinen jédsen ja sitten
kertojan toisella jédsenelld kerrottavan ensimméinen jésen, saadaan néiden
tulojen summaksi ab + ab = 2ab. Kun niin jatketaan edelleen, saadaan
lopuksi

(a+b+c)? =a® + b + 2 + 2ab + 2ac + 2bc

Talla tavalla menettelemélla havaitaan, ettd on voimassa edellisen lauseen
yleistys:

Lause 2: Polynomin nelié = sen jisenien nelioiden ja kaksinkertaisten
kaksittaistulojen summa.

Waroitus: (ab)? = a?b?, mutta (a +b)? ei ole = a® +b?!
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Esim. 3. (z — 1)* = [(z — 1)?)?
(x? — 2z 4 1)?
ot da® +1 — 42 + 227 — 4z

a2t — 42 + 622 —4r + 1

On kuitenkin huomattava, ettd tdméa tehtava voidaan ratkaista yksinkertaisemmin seu-

raavassa §:ssi esitettdvalld keinolla.

(426-431)

30 § Pascalin kolmio

Laskemme nyt perdkkéiin binomin a + b potensseja:

(a+b)t =a +b
a +b
a’+ ab
+ ab +b2

(a+b)? = a®+2ab +b?
a +b
ad42a%b+ ab?
a?b+2ab*+b3
(a+b)? = a®+3a?b+3ab*+b?
a +b
a*+3a3b+3a%b%+ ab?
a’b+3a?b?+3ab>4-b*
(a+b)* = a*+4a3b+6a2b>+4ab>+b*

Tésté laskusta kdy ilmeiseksi

Lause: Kun (a+b)" “kehitetidn” polynomiksi, saadaan n:nnen asteen ho-
mogeeninen polynomi, jonka kertoimet, kun polynomsi jarjestetidn a:n alene-
vien potenssien mukaan, muodostavat ns. Pascalin kolmion n:nnen
TIVIN:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1

Téamé "kolmio”, jota voidaan jatkaa alaspdin kuinka pitkélle tahansa,
muodostetaan siten, ettd kahden vierekkéisen luvun summa kirjoitetaan aina
niiden keskivélin alapuolelle ja kunkin rivin péaihin pannaan luku 1.

(432—447)
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POLYNOMIEN JAKOLASKU

31 Monomien jako

Monomi jaetaan monomilla késittelemélld merkittyéd osaméérad murtolu-
kuna (16 §) ja supistamalla sitten tétd mahdollisuuksien mukaan.
8a?x® dax?
2az* 1
Tiéssi on supistettu 2:1la, a:lla ja z*:114 (20 §, lause 4). Nimittéjiksi on saatu 1, joka on
sitten voitu jattaa pois.

Esim. 2. —12a°b%¢ = —20°¢ = —ga302

18a2b3 3 3

Tissé on supistettu 6:1la, a:1la ja b3:lla, jolloin nimittéjiksi on tullut 3. Kun sitten vield
osoittajan kerroin —2 on jaettu nimitt&jalla 3, niin lopputulokseksi on saatu monomi,

jonka kertoimena on —%.

3a®b?c? _ 3a?

2ab5c2d  2b3d

Téssé on supistettu a:lla, b:lla ja c:lla. Tulokseksi saatiin nyt murtolauseke. Kayttaméalla

negatiivisia eksponentteja (21 §) tulos voitaisiin kirjoittaa myds muotoon %azb%d*l. Niin

ei kuitenkaan tavallisesti tehdé.

zy(z + y)°
r+y

Esim. 1. = dax?

Esim. 3.

Esim. 4. = 2y(x +y)?

Téssd on supistettu (z+y):114, jota on pidetty yhtens lukuna, vaikka se muodoltaan onkin
binomi. (448—461)
32 § Polynomin jako monomilla

Polynomi voidaan jakaa monomilla jédsenittdin, so. jokainen polynomin
jésen jaetaan monomilla ja osamédrit lasketaan yhteen (15 §, lause).

4,3 o3 2,3
Esim. 1. bz7y §m2y+3:c Y :3x2y2—$+%y2
T2y
J— 2 —
Esim. 2. (a l)a—’_(i(a D) =(a-1)+a=2a—-1
2, 2 2
Esim. 3. < +o :a+b—
a a

Viimeisessé esimerkissd jii osamééran toisen jdsenen nimittdjaén kirjain. Tallaisessa ta-
pauksessa jako jatetddn yleensd suorittamatta ja késitellddin alkuperdistd merkittya osa-
méiiriasa murtolukuna. (462—472)

33 § Polynomien jako

Polynomi jaetaan polynomilla samantapaisesti kuin kokonaisluku koko-
naisluvulla. Seuraavien esimerkkien avulla selvitetddn lahemmin, kuinka ja-
ko suoritetaan.

Esim. 1. (10a3b + ab® + 6a* — 7a%b?) : (4ab + 24> — b?)

Lasku muodostuu seuraavaksi:
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6a* 4+ 10a3b — 7a2b2 + ab® | 2a2+4ab—b?
T 6a* T 12a%b + 3a%b? 3a%—ab
— 2a3b —4a%v? + ab?
+ 2a%b+4a%b? F ab?
0

Ensin on jaettava ja jakaja jirjestetty saman kirjaimen (a) alenevien po-
tenssien mukaan (olisi voitu jérjestdd myos ylenevien potenssien mukaan).
Sitten on jaettavan ensimmiinen jisen (6a*) jaettu jakajan ensimmdiselli
jisenelld (2a?) ja niin on saatu osamiirin ensimméinen jisen (3a?). Télld
on kerrottu jakaja ja tulo vihennetty jaettavasta (siis vihentdjan merkit on
muutettu ja ndin saatu polynomi lisitty vihennettdviédn). Téten on saatu
ensimmaéinen jakojidnnds, joka on alempaa astetta (a:n suhteen) kuin jaet-
tava. Taméin jilkeen on jakojidinnoksen ensimméinen jisen (—2a3b) jaettu
jakajan ensimmiiselld jisenells (2a2) ja saatu siten osaméirin toinen jisen
(—ab). Télld on taas kerrottu jakaja ja tulo sitten véhennetty mainitusta
jakojadnnoksesté. Néin saatu toinen jakojadnnos = 0.

Etta saatu osamédrs on todellakin oikea, todetaan seuraavasti. Itse asiassa
laskun kuluessa on jaettavasta tullut viahennetyksi

3a%(2a% + 4ab — b?) ja — ab(2a® + 4ab — b?)

eli yhteensd n#diden summa, joka kéyttdmilld hyviksi 13 §:n lausetta 3
kadnteisessia muodossa voidaan saattaa muotoon

(3a% — ab)(2a® + 4ab — b*)
Koska saatu jadnnos = 0, niin
6a* + 10a®b — 7a’b* + ab® = (3a® — ab)(2a* + 4ab — b?)

Osaméirin méidritelmin mukaan on siis 3a%—ab todellakin haettu osamiiri.
Esim. 2.(z* — 323 —22 — 1) : (22 + 1)

Jaettavasta, joka on neljinnen asteen polynomi z:n suhteen, puuttuu
ensimméisen asteen jédsen. Selvyyden vuoksi on syytd jéattda tyhja paikka
tallaisen puuttuvan jisenen paikalle, kun jaettava kirjoitetaan jakoa varten.

xt—3x3— 22 —1] 2241
Fot F 22 x2—3x—2
—3x3-22% -1
+323 +3z
—222 4321
+222 42

3x+1
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Viimeksi saatu jakojddnnos on jo alempaa astetta kuin jakaja. Jos jakoa
vield jatkettaisiin, olisi seuraava osaméirdn jisen 3z~ 1. Ja jatkettaisiinpa
jakoa sitten kuinka kauan tahansa, ei koskaan saataisi jakojadnnoGsté, joka
= 0. Tavallisesti pysdhdytéaénkin silloin, kun on saatu jakojdéannos, joka on
alempaa astetta kuin jakaja. Esimerkissamme on t&lloin ilmeisesti

(=323 -2 - 1) — (2?2 =32 -2)(2*+1) =3z +1

eli
2t =33 P - 1= -3z -2)(@®*+ 1)+ 3z +1)

joka sisédltda kokonaislukujen jakolaskusta tutun sddnnon:
jaettava = “osamddrd” X jakaja + jakojddnnds

Sana ”osaméédrd” on pantu lainausmerkkeihin siité syysté, etté ei ole kysy-
myksessd osamééird sanan varsinaisessa merkityksesséd. Tamé saadaan, kun
viimeksi kirjoitetun yht#lén molemmat puolet jaetaan jakajalla z2 + 1:

4 3 2
—3z° —x°—1 3 1
:E 3: :E :3:2—33:+2+7$+

2 +1 241

Siis tdydellinen osamédrid saadaan, kun dskenmainittuun vaillinaiseen osa-
médradn lisdtddn jakojainnoksen ja jakajan osamidrid (vrt. esim. 1—; = 4%
eli 4+ 2).

Jos jakoa suoritettaessa saadaan jakojddnnos 0, niin on tapana sanoa,
ettd jako menee tasan. Esimerkissd 1 jako meni tasan, kun taas esimerkissé
2 jako ei mennyt tasan. (473—-489)

ENSIMMAISEN ASTEEN YHTALOT

Yhtilon sieventiminen
34 § Ensimmaéiisen asteen yhtilon ratkaiseminen

Jo 4 §:ssi oli alustavasti esilld yhtdlot ja monin paikoin I luvussa oli
yhtéloiden ratkaisemista koskevia harjoitustehtévid. Ratkaisemisessa nojau-
duttiin erotuksen, osaméirin ja suhteen mééritelmiin. Kun nyt on tutus-
tuttu polynomeilla laskemiseen, voidaan ryhtyd perusteellisemmin késitte-
lemé&én yhtaldiden ratkaisemista.

Kahta (ehdollista) yhtélod sanotaan yhtdpitiviksi, jos niilli on samat
juuret. Kun yhtélod ryhdytédn ratkaisemaan, sitd ensin sievennetddn, so.
yvhtélostéd johdetaan yhé yksinkertaisempia ja yksinkertaisempia alkuperii-
sen kanssa yhtédpitdvida yhtédloitd. Yhtédlon sieventdminen perustuu seuraa-
vaan lauseeseen, jonka oikeus on ilmeinen.

Lause 1: Alkuperdisen yhtdlon kanssa yhtdpitivd yhtdlo saadaan
1) jos yhtdilon molempiin puoliin lisdtidn tai niistd vihennetidn sama
luku,
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2) jos yhtdild, so. yhtilon molemmat puolet, kerrotaan tai jaetaan samalla
lwvulla (# 0).

Esim. 1. 202 +4x — 3 =5+ 222

Tissi esiintyy molemmilla puolilla sama jisen 2z2. Se poistuu yht#losté,
kun molempiin puoliin lisitdin —2z2. Tallsin saadaan

dr—3 =5

Kun tdmén yhtdlon molempiin puoliin lisdtdan +3, hividd —3 vasemmalta
puolelta ja oikealle puolelle ilmestyy sen vastaluku +3:

dr=5+3

eli
dr =8

Jakamalla tdmé& yhtélo 4:114 tullaan yhtéloon
=2

joka siis on yhtédpitava alkuperdisen yhtédlon kanssa ja ilmaisee suoraan, etté
yhtélén ainoa juuri on 2.

Tarkistaaksemme, onko ratkaisu oikein suoritettu, sijoitamme alkuperéi-
seen yhtdloon z:n paikalle saadun juuren 2. Suorittamalla laskut havaitaan,
ettd yhtdlo muuttuu talloin identtiseksi 13 = 13, joten yhtdlo todellakin
toteutuu.

Esimerkkissimme ed. lauseen kohdan 1) mukaisesti suoritetut kaksi en-
simmaéistd sievennystoimitusta voidaan pukea seuraavaan kidyténnolliseen
muotoon:

Lause 2: Alkuperdisen yhtdlon kanssa yhtdpitivd yhtdlo saadaan

a) jos yhtdlén molemmilla puolilla esiintyvi sama jisen poistetaan,

b) jos jisen siirretddin toiselta puolelta toiselle ja samalla muutetaan sen
merkki.

. _7 11—
Esim. 2. T+ 1=

Ensimméinen sievennystoimenpide téssd yhtélossd on nimittdjien pois-
taminen. Sitd varten kerrotaan yhtélon molemmat puolet jésenittédin ni-
mittédjien pienimmaélld yhteiselld jaettavalla 12:1la:

12(z—7)

_12(1-2)
—5  tl2=—5—

Kun ensimmaéisessé ja viimeisessé jdsenesséd suoritetaan supistaminen, saa-
daan
20 -7 +12=3(1—x)
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Poistamalla sulkumerkit, so. suorittamalla merkityt kertolaskut, saadaan
tasta edelleen
20 — 14+ 12 =3 -3z

Kun kaikki x:n sisdltdvit jasenet siirretddan vasemmalle ja muut oikealle
puolelle (lause 2 b), tullaan yht&lo6n

204+ 3x =3+ 14 — 12
Yhdistamalld samanmuotoiset jasenet saadaan
5T =9

Kun vield yhtdlé jaetaan x:n kertoimella 5:114, pdadytain alkuperédisen yh-
talon kanssa yhtédpitavaan yhtaloon

r=1

joten yhtélo onkin ratkaistu.

Kun tarkistuksen vuoksi saatu juuri 1 sijoitetaan alkuperéiseen yhtaloon,
muuttuu se identtiseksi 0 = 0, joten yhtalo todellakin toteutuu.

Viimeksi késitellyssé esimerkissa tulivat kysymykseen kaikki tavalliset sie-
ventdmistoimitukset:

1) Nimittdgien poistaminen (yhtdlo kerrotaan nimittéjien pyj:lla).

2) Sulkumerkkien poistaminen (suoritetaan merkityt laskut).

3) Jasenten siirtiminen (tuntemattoman sisiltdvét jisenet vasemmalle ja
muut oikealle puolelle).

4) Samanmuotoisten jasenten yhdistaminen.

Néin sieventdmailld saadaan yhtdld normaalimuotoon. Sen vasemmalla
puolella olevan polynomin astetta tuntemattoman suhteen sanotaan yhtélon
asteeksi eli asteluvuksi. Kaikki tdhén asti ratkaistut yhtéalot ovat olleet en-
simméistd astetta. Esim. 22 = 4 on toisen asteen yht&lo. Silld on kaksi juur-
ta: x = 2 ja x = —2. Toistaiseksi rajoitumme késitteleméén yksinomaan
ensimmaéisen asteen yhtalGité.

Ensimmdisen asteen yhtilén normaalimuoto on

ax=>b

jossa a ja b merkitsevit tunnettuja lukuja, joista a # 0. Kun tdméa yhtalod
jaetaan a:lla, saadaan esille yhtdlon juuri

X = —
a

T&hén tulokseen pédstadn edellisestd yhtéalostd myOs suoraan osamadrin
maédritelmén perusteella. Tulos osoittaa, ettd ensimmdisen asteen yhtdlolld
on aina yksi juuri.
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Jos ylla esitetyssd normaalimuotoisessa yht#losséd x:n kerroin a = 0, joten
yvhtélo on
0=5b

niin se ei ole endd ensimmaéisti astetta vaan nollatta. Jos télléin b # 0, niin
viimeksi kirjoitettu yhtdlo ja siis my6s sen kanssa yhtépitavéa alkuperédinen
yht&lé on mahdottomuus, eikéd yht#lolla niin ollen ole yhtdén juurta. Jos sitd
vastoin b = 0, niin on kysymyksesséd identtinen yhtélo 0 = 0, joten kaikki
luvut ovat tdmén ja siis myos alkuperéisen yhtélon juuria.

Esim. 3. 5(z? +1) — (2 —2)? = (2 + 1)?
Téstéd saadaan ensin poistamalla sulkumerkit
52> 4+5—a° +4r —4=42" + 4z + 1

Kun sitten molemmilla puolilla esiintyva sama jésen 4z poistetaan ja x:n sisdltavat jasenet
siirretddn vasemmalle puolelle ja muut oikealle puolelle, saadaan

5r° —x® — 4z =1-5+4
Yhdistamalld tdssd samanmuotoiset jésenet tullaan identtiseen yhtaloon
0=0
Alkuperéinenkin yht&lo on siis identtinen, joten kaikki luvut ovat sen juuria.
Esim. 4.z —a = w
Nimittdjéan poistamiseksi yhtalo kerrotaan 2:lla ja samalla poistetaan sulkumerkit:
2r —2a=ax+a
Téamaén jalkeen siirretddn x:n sisdltédvat jasenet vasemmalle ja muut oikealle puolelle:
2z —axr = a+ 2a

Kun nyt yhdistetddan samanmuotoiset jédsenet, niin on huomattava, ettd vasenta puolta
pidetééin pelkdn z:n polynomina (ks. 22 §), joten saadaan (23 §, lause 1)

(2—a)x=3a
Témén ja siis myos alkuperéisen yhtdlon juuri on

3a
T 2-—a

Kun a:lle annetaan mielivaltainen arvo, niin tédstd saadaan vastaavan yhtélon juuri. Jos
esimerkiksi @ = 1, niin yht&loén juuri on

3-1
= — =3
YT 9
kun taas vastaava yhtilo on
r+1
r—1=
2
Poikkeuksen muodostaa kuitenkin arvo a = 2. Talloin néet saadaan
_ 32 6
T 2-20
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joka ei ole mikaén luku. Tadma tulos on selitettdvissa seuraavasti. Itse yhtdlo on talloin
r—2=x+1

Kun sama jésen = poistetaan molemmilta puolilta ja —2 siirretdén oikealle puolelle, tullaan
mahdottomaan yhtéloén 0 = 3, joten yhtalolld ei todellakaan ole mitdén juurta.

Esim. 5. [4x + 7| = |z — 2|

Kahden luvun itseisarvot ovat yhtésuuret, kun luvut ovat joko yhtésuuria tai toistensa
vastalukuja. Siis annettu yht&lo toteutuu, kun jompikumpi seuraavasta kahdesta yhtélostéa
on voimassa:

dr4+T7T=x—2
dr+7=—(x—2)

Edellisen yhtdlon juuri on x = —3 ja ja jalkimméisen x = —1. Namé& molemmat ovat niin
ollen annetunkin yhtélén juuret.
Jos tarkistuksen vuoksi saadut juuret sijoitetaan alkuperéiseen yhtdloon, saadaan ident-
tiset yhtalot
|-5| =|-5]eli5=5ja|[+3| =|-3| eli 3 =3

Ratkaisu on siis oikea. (490—545)

35 § Sekalaisia probleemoja

Monenlaisia tehtavii — probleemoja — voidaan ratkaista kayttdmélla
apuna yhtéloita. Milld tavalla tdmé tapahtuu, selvida seuraavassa késitelta-
visté esimerkeisté.

Esim. 1. Pullo ja korkki maksavat yhteenséd 25 p. Pullo maksaa 20 p enemmén kuin
korkki. Paljonko maksaa korkki?

Tahan vanhaan leikkisdan kysymykseen saa tavallisesti vastauksen 5 p! Tutkimme, onko
vastaus oikea, ratkaisemalla probleeman yhtélon avulla.

Olkoon kysytty korkin hinta x p. Pullon hinta on silloin x 4+ 20 p. Ja koska pullon ja
korkin hinta yhteensad = 25 p, niin

(z+20)+2=25
Niin on muodostettu yhtélo, josta ratkaisemalla saadaan z:n arvo. Saamme ensin
2z =5

joten x = 2% p- Ja niinhdn onkin, kun asiaa tarkemmin ajattelee. Pullo maksaa néet
talloin 2% +20 = 22% p ja pullo ja korkki siis yhteensa 22% + 2% = 25 p, kuten pitdakin.

Esim. 2. Henkil6 ldhti kdvelem&in maantietd nopeudella 6 km/t, ja 2 tuntia my6-
hemmin lihti samasta paikasta samaa tietd pitkin polkupyoériilija ajaen 15 km/t. Kuinka
kaukana ja kuinka pitkén ajan perdstd pyoriilija tavoitti jalkamiehen?

Pyoriilija tavoittakoon jalkamiehen x tunnin kuluttua. Hdn on tdssd ajassa ajanut
x - 15 = 15z km. Koska jalkamies on ollut matkalla 2 t kauemmin eli x + 2 t, hénen
kulkemansa matka on (z + 2) - 6 = 6(z + 2) km. Koska kumpikin on kulkenut saman
matkan, niin on voimassa yht&lo

15z = 6(x + 2)

Tata yhtalod ratkaistaessa saadaan peridkkéin yhtalot:

15z = 62 + 12
9r = 12
12 4_q

rT=35=3=
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Siis pyorailija sai jalkamiehen kiinni 1% teli 1t 20 min kuluttua. Hén oli téssd ajassa
ajanut 1% -15 = % -5 = 20 km. Siis pyoréilija tavoitti jalkamiehen 20 km pé#ssi ajettuaan
1t 20 min.

Esim. 3. Luku 56 on jaettava kahteen osaan, jotka suhtautuvat toisiinsa kuten 3 : 5.
Ratkaisemme tdmaén tehtdvan kahdella eri tavalla:
1) Merkitdén edellisté osaa x:114, jolloin jilkimméinen osa = 56 — x. Pit#d siis olla
voimassa verrannon
z 3

56 —x 5
Téstd yhtdlostd voidaan poistaa nimittéjat nojaamalla 17 §:n lauseeseen 1:

5x = 3(56 — x)

Ratkaisemalla tdmé yhtélo saadaan @ = 21. Koska 56 — 21 = 35, niin haettavat osat ovat
siis 21 ja 35.

Jos tarkistukseksi muodostetaan 21 : 35, niin supistamalla téta suhdetta 7:114 havaitaan,
ettd todellakin suhde = 3 : 5.

2) Sellaisia lukuja, jotka suhtautuvat toisiinsa kuten 3 : 5, ovat 3z ja 5z, olkoon x
mikd luku tahansa. Nyt on madrattéava x:lle sellainen arvo, ettéd osien summa = 56. Néin
saadaan yht&lo

3z + bx = 56

T#std saadaan ratkaisemalla x = 7. Siis haettavat osat ovat 3-7 =21 ja 5-7 = 35.

Esim. 4. Luku k on jaettava kolmeen osaan, jotka suhtautuvat toisiinsa kuten a : b : c.

Tamé tehtdva voidaan ratkaista kayttamailla edellisen tehtdvin jalkimmaéistad ratkaise-
miskeinoa.

Sellaisia lukuja, jotka suhtautuvat toisiinsa kuten a : b : ¢ ovat az,bx ja cx, olkoon x
miké luku tahansa. Nyt on méarattiava x:lle sellainen arvo, etté osien summa = k. Néin
saadaan yht&lo

ax +br+cx =k

Kun vasemmalla puolella olevan z:n polynomin jédsenet yhdistetdén, saadaan
(a+b+c)x=k

josta edelleen

_ k
a+b+c
Kysytyt k:n osat saadaan kertomalla tdmé vuorotellen a:lla, b:114 ja c:lla. Ne ovat siis
ak bk ck

a+b+c a+b+c a+b+c
Jos tarkistuksen vuoksi muodostetaan naiden lukujen suhteet ja supistetaan yhteiselld

k
tekijélla ———— niin saadaan todellakin a : b : c. Lukujen summaksi taas saadaan
a

+b+c

ak+bk+ck (a+b+c)k
a+b+c = a+b+c

kuten pitadkin.

Probleemaa ratkaistaessa yhtdlon avulla tulevat siis kysymykseen seuraa-
vat toimitukset:

1) Tuntemattoman (z) valinta (tuntemattomaksi on useimmiten muka-
vinta valita itse kysytty seikka, ei kuitenkaan aina (vrt. esim. 3 ja 4)).
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2) Yhtilén muodostaminen (tuntemattoman ja tunnettujen lukujen avul-
la lasketaan probleemassa mainittuja seikkoja hyviksi kidyttden jokin asia
kahdella eri tavalla ja kirjoitetaan tulokset yhtidsuuriksi).

3) Yhtdlon ratkaiseminen

4) Tarkistus (yleensd on syyta tarkistaa, tdyttddko saatu tulos problee-
massa asetetut ehdot, voidakseen varmistautua, ettd yht#lo on oikein muo-
dostettu ja sen ratkaisu oikein suoritettu). (546—585)

36 § Prosenttilaskuja

Jos b on p % a:sta, toisin sanoen 1%) a:sta, niin

_ ba
~ 100

Kun tésséd kaavassa esiintyvistd kolmesta kirjaimesta kaksi tunnetaan, niin
kolmas voidaan laskea. Prosenttiarvo b saadaan suoraan kaavasta. Prosent-
tiluvun p ja perusarvon a laskemiseksi ratkaistaan yht&lo nédiden kirjaimien
suhteen. Nimittdjien poistamiseksi yhtélo kerrotaan 100:1la:

100b = pa

Tasté saadaankin sitten kaavat

100b 100b
_= a—

a p

p

Esim. 1. Kauppias antoi ostajalle 5 %:n alennuksen tavaran hinnasta. Mik4 oli alen-
tamaton hinta, jos ostaja maksoi tavarasta 11 mk 78 p?

Olkoon alentamaton hinta z p. Alennus on silloin % p- Néin saamme yhtalon

bx
22 178
7 100

Tamaén yhtdlon juuri x = 1240. Siis alentamaton hinta oli 12 mk 40 p.

Tehtédva voidaan ratkaista seuraavallakin tavalla kdyttdmélld hyvéksi edelld johdettua
a:n kaavaa. Koska alennus oli 5 %, niin alennettu hinta b (= 1178 p) on 95 % alentamat-
tomasta hinnasta a. Mainitun kaavan mukaan saadaan suoraan

,_ 1oo-1178
T

Esim. 2. Kuinka paljon on vetti lisdttiva 16 kg:aan 12 % suolaliuosta, jotta liuos
muuttuisi 10 %:ksi?

Olkoon lisattava vesimédrd x kg. Liuosta tulee tdlloin olemaan 16 + x kg. Téssé on siis

W kg. Koska alkuperiisessi liuoksessa oli suolaa 12 % eli 1216

kg ja suolamééré on pysynyt muuttumattomana, niin on voimassa yhtilo

=1240

suolaa 10 % eli

1016 + )  12-16
100 100

Ratkaisemalla saadaan x = % = 3,2. Siis lisdttdva vesimédrd on 3,2 kg.
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Esim. 3. Erdéné vuonna nousi kahvin hinta p %. Kuinka monta prosenttia on perheen
vihennettdva kahvin kulutusta, jotta kahvimenot pysyisivit ennallaan?

Oletetaan, ettd kahvikilon hinta on ollut @ mk ja ettd perheen vuotuinen kahvin kulutus
on ollut b kg. T&lloin ovat perheen vuotuiset kahvimenot olleet ba mk.

Kun sitten kahvin hinta nousee p %, niin uusi

(100 + p)

kilohinta = a4 mk
100

Jos perhe vihent#i kahvin kulutustaan z %, niin vuotuinen

(100 — z)b

kahvin kulutus =
ahvin kulutus 100

kg

Talléin ovat perheen vuotuiset kahvimenot

(100 — )b (100 + p)a
100 00k

Jotta kahvimenot pysyisivit ennallaan, tulee siis olla voimassa yhtalon

(100 — )b (100 +p)a
100 100 N
Kun tama yhtalo jaetaan b:1l4 ja a:lla, saadaan
100—z 100+p _
100 100

ba

Ratkaisemalla saadaan tasta
100p

~ 100 +p

joka on siis kysytty prosenttiluku.

a:n ja b:n suuruudet eivét niin ollen vaikuta mitddn tulokseen, mika onkin ymmaérretta-
véd ja mink4 tehtdvéan sanamuotokin edellyttédd. Jos tdmaé olisi otettu huomioon jo tehta-
vaa ratkaisemaan ryhdyttdessé, niin olisi padsty hiukan yksinkertaisempaan laskuun seu-
raavasti.

Oletetaan, ettd kahvin kilohinta on ollut 100 mk ja vuotuinen kulutus 100 kg ja niin
ollen vuotuiset kahvimenot

100 - 100 mk = 10000 mk

Kun sitten kahvin hinta nousee p % ja kulutusta vihennetédéin x %, niin uusi kilohinta
= 100 + p mk ja vuotuinen kulutus = 100 — « kg ja niin ollen vuotuiset kahvimenot

(100 — z)(100 + p) mk
Jotta kahvimenot pysysivit ennallaan, tulee siis olla voimassa yhtélon

(100 — )(100 + p) = 10000

Ratkaisemalla saadaan téistd yht#losts sama tulos kuin edelld. (586-610)

37 § Korko- ja diskonttolaskuja

Jos r on korko, jonka k mk:n pddoma tuottaa p %:n mukaan ¢ v:ssa, niin
on tunnetusti
_ kpt

(0 BT

Jos K on kasvanut pddoma, so. pidoma, joksi k mk kasvaa p %:n mukaan ¢
v:ssa, niin on edelleen
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kpt
IT K=k+—
(1 + 100

Kummassakin kaavassa esiintyy neljéd kirjainta. Jos kolme néistd tunne-
taan, niin neljas saadaan ratkaisemalla yht&lo sen suhteen.
Esim. Henkil6 maksoi huhtik. 8 p:né takaisin 1000 mk:n suuruisen lyhytaikaisen lai-

nansa ja sille 6 %:n mukaan korkoa 12 mk 20 p. Milloin laina oli otettu?
T

Olkoon lainausaika x paivad = 360 vuotta.! Kaavan (I) mukaan saadaan yht&lo
12,20 = 1000-6-=
100 - 360

Kun tdmé yht4lo ratkaistaan, saadaan x = 73,2. Siis lainausaika oli 73 pédivada = 2 kk 13

péivii, joten laina oli otettu tammik. 25 p:né. (611-618)

Oletetaan, ettd A on jadnyt B:lle velkaa K mk (esim. ostamistaan ta-
varoista) ja on sovittu siitd, ettd suoritus on tapahtuva ¢ v:n (tavallisesti
vuoden murto-osa) kuluttua ilman korkoa. Jos A sitten kuitenkin ha-
luaa suorittaa velkansa heti, niin hénen ei tarvitse suorittaa velkaansa K
mk taydellisené, vaan tietty alennettu summa k mk, silld saahan B télloin
saamistaan rahoista kysymyksesséd olevan ¢ v:n aikana tuloja esim. koron
muodossa. K:ta sanotaan velan tulevaksi arvoksi, k:ta velan nykyarvoksi ja
alennusta K — k diskontoksi. Viimeksimainitun laskemiseksi on olemassa
kaksi hiukan eri tuloksiin johtavaa tapaa.

1) Virallinen diskontto. Jos lasketaan rahoille korkoa p, niin teoreettisesti
ajatellen on k médrdttavi niin suureksi, ettd se p %:mn mukaan kasvaa t
v:ssa K mk:ksi. Toisin sanoen k lasketaan yhtélostéa (IT) ratkaisemalla se k:n
suhteen. Niin saatavaa diskonttoa K — k sanotaan wviralliseksi diskontoksi.
Kun yhtils (II) kirjoitetaan muotoon

_ kpt

K_k=—
(a) 100

niin nidhdéin, ettd wvirallinen diskontto = wvelan nykyarvon k korko p %:m
mukaan ¢ v:ssa.

2) Kauppadiskontto. Koska edellinen menettelytapa on hankala — pitia-
hén siind k:n méarddmiseksi ratkaista yhtélo — niin kaytannollisessé litke-
elaméssa lasketaan diskontto yksinkertaisemmalla keinolla, joka johtaa mel-
kein samaan lopputulokseen. Itse asiasa kaavaan (a) pannaan oikealle puo-
lelle k:n paikalle K ja lasketaan siis diskontto K — k, jota nyt sanotaan
kauppadiskontoksi, kaavasta

Kpt
K-k=—
(b) 100

Siis kauppadiskontto = velan tulevan arvon K korko p %:m mukaan ¢ v:ssa.
Koska K > Fk, niin yhtéloiden (a) ja (b) oikeista puolista nékyy, ettd
kauppadiskontto on aina hieman suurempi kuin virallinen diskontto. Mutta

'Koronlaskussa oletetaan joka kuukaudessa olevan 30 piivdid ja siis vuodessa 360
péivéa.
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erotus on kuitenkin joka tapauksessa niin pieni verrattuna kysymyksessé
oleviin summiin k ja K, etté silld ei ole mitéddn kaytannollistd merkitysta.

Kummassakin yhtéloistd (a) ja (b) esiintyy neljd kirjainta. Kun kolme
néistd tunnetaan, niin neljds saadaan ratkaisemalla asianomainen yhtalo
tdmén kirjaimen suhteen.

Esim. A. Aalto on ostanut B. Berneriltd tavaraa 2400 mk:n arvosta, ja on sovittu siit4,
ettd hinta suoritetaan 3 kk:n kuluttua ilman korkoa. Paljonko on Aallon suoritettava, jos
h#in maksaa tavaran heti ja korkoa lasketaan 6 %:n mukaan?

1) Virallisen diskonton mukaan. Sijoittamalla yht&léon (a) K = 2400, p =6 ja t =
saadaan yhtilo
k-6-3
100 - 12
Ratkaisemalla tdmé saadaan k = 2364,53 mk. Tdémé summa on siis Aallon heti suoritet-
tava. T4lloin on
virallinen diskontto = 2400 mk — 2 364,53 mk = 35,47 mk

2) Kauppadiskonton mukaan. Kaavan (b) mukaan on

. 2400-6-3
kauppadiskontto = 2400 — k = 0012 - 36 mk

joten k = 2400 mk — 36 mk = 2364 mk.

Kauppadiskontto on siis 53 p suurempi kuin virallinen diskontto.

2400 —k =

Kéytinnossa menetelldén tavallisesti niin, ettd B asettaa A:n maksetta-
vaksi ¢ v:n kuluttua (ilman korkoa) erityiselle lomakkeelle kirjoitetun velka-
kirjan ns. vekselin, jonka A hyviksyy vekselin poikki kirjoittamallaan nimi-
kirjoituksellaan. Jos nyt B haluaa rahat heti (ilman ettd A haluaa mak-
saa), niin hidn myy vekselin esim. johonkin pankkiin, jolloin pankki an-
taa hénelle siitd vekselin nykyarvon eli ns. diskontatun arvon k, kun taas
pankki m#drdajan, t v:n, kuluttua saa A:lta vekselin tulevan eli nimellis-

Kuv. 4

arvon K. Vekselilaskuissa lasketaan diskontto kaup-
padiskonton mukaan jakiytetddn siis kaavaa (b).
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Esim. 1. Edellisessé esimerkissd puheena olleen kauppahinnan suoritus voidaan jirjes-
tdd kuviossa 4 esitetylld vekselilld. Jos Berner haluaa saada rahat heti, myy hén vekselin
esim. pankkiin ja saa siis sieltd diskontatun arvon 2364 mk, edellyttden ettd diskontto-
prosentti on 6. 3 kk:n kuluttua on sitten Aallon maksettava pankkiin vekselin nimellisarvo
2400 mk.

Esim. 2. Helmik. 17 p:nd myytiin pankkiin (”diskontattiin”) 5000 mk:n suuruinen
vekseli, joka lankesi maksettavaksi toukok. 5 p:ni, ja saatiin siitd 4 929 mk 58 p. Mika oli
diskonttoprosentti?

Merkitdéan kysyttya diskonttoprosenttia x:114. Aika helmik. 17 p:stéd toukok. 5 p:ddn on
78 p:dd. Kaavaan (b) sijoittamalla saadaan yht&lo

5000 - x - 78
5000 — 4929,58 = 100360
josta laskuja suorittamalla saadaan ensin
65z
70,42 = e
ja sitten ratkaisemalla
_ 670,42 — 65
65 ’
Siis diskonttoprosenti oli 6,5. (619-629)

38 § Arvopaperit (osakkeet ja obligaatiot)

Kun perustetaan osakeyhtio, kootaan osakepddoma, jonka turvin yhtio
aloittaa toimintansa, ”laskemalla liikkeelle”, so. myymaélld mééréatyn hintai-
sia arvopapereita, osakkeita, joiden ostajat tulevat yhtion omistajiksi, osak-
kaiksi. Osakas voi myydé osakkeitaan toisille. Riippuen ennen kaikkea yhtion
tuottaman voiton suuruudesta osakkeen myyntihinta eli kurssi voi paljon-
kin poiketa alkuperiisesté osakkeeseen merkitystd hinnasta, nimellisarvosta.
Yhtion vuosivoitosta jaetaan osakkeenomistajille osinkoja, joiden suuruus on
yvhtickokouksen méardama prosentti osakkeen nimellisarvosta.

(630—633)

Kun valtio, kunta tai suuri yhtié haluaa suuren lainan, jota se ei voi saada
yvhdesté paikasta, se laskee liikkeelle suuren joukon obligaatioita, jotka ovat
samalle summalle (obligaation nimellisarvo) kirjoitettuja velkakirjoja, joi-
den omistajille obligaatiolainan ottaja maksaa obligaatiossa méératyn pro-
sentin mukaista nimellisarvosta laskettua vuotuista korkoa. Obli-
gaatioita voidaan myydé toiselle, ja kurssi ilmaisee télloin, montako pro-
senttia myyntihinta on obligaation nimellisarvost a.

Esim. A oli ostanut 30 kpl 8 % obligaatioita kurssiin 105 ja maksanut niistd yhteenséi
7875 mk. Kysytdan:

a) Miké oli obligaatioiden nimellisarvo?

b) Paljonko A sai obligaatioista vuosittain korkoa?

¢) Montako % A sai obligaatioihin sijoittamilleen rahoille vuotuista korkoa (oletetaan,
ettd ensimmaéinen obligaation koron maksu tapahtuu vuoden kuluttua oston jélkeen)?
Yhden obligaation ostohinta oli 7875 : 30 = 262,5 mk. Toiselta puolen, jos obligaation
nimellisarvo on x mk, niin ostohinta oli 105 % tésté. Siis
1052

—2T =262
00~ 20%5
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Ratkaisemalla tdmé yhtélo saadaan obligaation nimellisarvoksi z = 250 mk.
Obligaatiosta maksettiin vuosittain korkoa 8 % nimellisarvosta eli

250 -8
100

30 obligaation korko oli siis 30 - 20 = 600 mk.
Jos A sai obligaatioihin sijoittamilleen rahoille vuotuista korkoa x %, niin on voimassa
yhtalo

=20 mk

100
Ratkaisemalla saadaan téstd yhden desimaalin tarkkuudella z = 7,6, joka siis on kysytty
prosenttiluku.

Vastaus: a) 250 mk b) 600 mk ¢) 7,6 %.
(634-637)
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111 luku Murtolausekkeet

POLYNOMIEN JAOLLISUUSOPPI

39 § Peruskisitteitia

Kuten muistetaan, oli laskennossa murtoluvuilla laskettaessa kokonais-
lukujen jaollisuusopilla térked sija. Samoin on meiddn vastaavasti pereh-
dyttavi polynomien jaollisuusoppiin, ennen kuin ryhdymme selvitteleméin
laskujen suorittamista murtolausekkeilla, joiden osoittaja ja nimittédja ovat
polynomeja.

Jos jaettaessa polynomi toisella jako menee tasan, niin sanotaan, ettd
edellinen polynomi on jaollinen jalkimmaéiselld eli jalkimmé&inen polynomi
on edellisen tekijé.! Ensin mainittu polynomi voidaan tilléin esittiis tdméin
tekijan ja jaossa osaméériksi saadun polynomin tulona. Jokainen polynomi
on ilmeisesti jaollinen +1:114, itselldéin ja vastapolynomillaan. Jos polynomi
tdmaéan lisaksi ei ole jaollinen millidn muulla polynomilla, sitd sanotaan jaot-
tomaksi. Painvastaisessa tapauksessa polynomia sanotaan jaolliseksi. Sen
jaotonta tekijid (# +1) sanotaan alkutekijiksi. Kun polynomi on esitetty

Esim. 1. z + y + z,a% + b2, m ja 3 ovat jaottomia polynomeja.
Esim. 2. Polynomi ab + ac on jaollinen a:lla. Onhan n#et

ab + ac

=b+c
so. jako menee tasan. Osaméairian maaritelmén mukaan on siis
ab+ ac=a(b+c)
Koska oikealla puolella olevat tekijat ovat jaottomia, niin polynomi on néin jaettu alku-
tekijoihinsé.
40 § Polynomien jako alkutekijéihin

On kylld olemassa yleisid menetelmid tdmén tehtdvian ratkaisemiseksi,
mutta niilld on niiden hankaluuden takia p#fasiassa vain teoreettinen mer-
kitys. Kéytiannossa esiintyvissé tapauksissa yleensa selvitadnkin seuraavassa
esitettéavid erikoismenetelmis kayttéden.

'Kun jaollisuusopissa puhumme polynomista, niin tarkoitamme aina joidenkin kirjai-
mien polynomia, jonka kertoimet ovat kokonaislukuja (vrt. 22 §).
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na ensin tarkastettava, onko polynomin jisenilld yhteinen tekiji (# +£1).
Jos téllainen on, niin se erotetaan tekijiksi ja toiseksi tekijéksi kirjoitetaan
tietenkin se polynomi, joka saadaan jakamalla annettu polynomi mainitulla
yhteisella tekijélla. Edellisessé §:ssé késiteltiinkin jo yksi tdllainen esimerkki
(esim. 2).

Esim. 1. 42® — 82242 + 62%y2. Kun polynomin jésenien yhteinen tekija 222y erotetaan,
saadaan 2:c2y(21: — 4y 4 3zy). Niin on polynomi jaettu alkutekijoihinsd, jotka ovat siis 2,
z, z, y ja 2z — 4y + 3zy.

Esim. 2. a(a + b) + 2(a + b)?>. Kun tdmin binomin jisenien yhteinen tekiji a + b
erotetaan, saadaan

(a+b)[a +2(a +b)] = (a + b)(3a + 2b)
Binomin alkutekijét ovat siis a + b ja 3a + 2b. (638*647)

Kun 29 §:n kaavoissa (I) ja (II) vasemmat ja oikeat puolet vaihdetaan
keskenéén, saadaan

a? +2ab +b? = (a + b)?
a® — 2ab+b* = (a — b)?

Néiden sisalto voidaan lausua sanallisesti seuraavasti:

Lause 1: Jos trinomi on kahden luvun nelididen summa lisdttynd (vi-
hennettynd) samojen lukujen kaksinkertaisella tulolla, niin trinomi = mai-
nittujen lukujen summan (erotuksen) nelio.

Tété lausetta eli edelld olevia kaavoja hyvéksi kdyttden voidaan trinomi

Esim. 3. z* + 42y + 4y° = (2> +2 -2 - 2y + (29)% = (2 + 29)?

Esim. 4. 3k* — 6k + 3k%. Téssd on jésenilld yhteinen tekija 3k2, joka tdytyy ensin
erottaa. Niin saadaan 3k*(k* — 2k +1). Viimeiseen tekijiéin voidaan nyt soveltaa edellinen
lause, joten saadaan lopullisesti 3k%(k — 1)2.

Esim. 5. 2ab—a? —b%. Téméin trinomin vastatrinomi on edellisen lauseen edellyttimés
muotoa, jonka vuoksi menetelldédn seuraavasti:

2ab — a® — 0> = —(—2ab + a® + b°) = —(a — b)? (648-660)

Kun 28 §:ssé esitetyssi kaavassa vasen ja oikea puoli vaihdetaan kes-
ken#in, saadaan
a? — b =(a—b)(a+b)

Sanoin voidaan taméan kaavan sisilto lausua seuraavasti:

Lause 2: Jos binomi on kahden luvun nelididen erotus, niin binomi =
ndiden lukujen erotuksen ja summan tulo.

Téatd lausetta hyviksi kdyttden voidaan binomi usein jakaa tekijoihin.
Esim. 6. 92° — 1 = (3z)> — 12 = (32 — 1)(3z + 1)

Esim. 7. 2az° — 8a%2? = 2a2?(2* — 4a?)

— 202%[(a?)? — (2a)?]

= 2az*(2* — 2a)(z? + 2a)
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Edelliseen lauseeseen nojaten voidaan aina hajoittaa kahden tekijan tu-
loksi muotoa a™ — b™ oleva binomi, kun n on parillinen luku. Jos eri-
koisesti n on luvun 2 potenssi, siis 2, 4, 8, 16 jne., niin binomi voidaan tété

Esim. 8. o’ — b" = (a?)? — (%)% = (a® — b?)(a® + b?)
a® — b* on titen jaettu alkutekijéihin. On niet huomattava, etts kaikki muotoa a™ + b™
olevat binomit ovat jaottomia, kun n on luvun 2 potenssi.

Esim. 9. a® — % = (a®)? — (b%)% = (a® — b%)(a® +b*)
Molemmat saadun tulon tekijit ovat vield jaollisia, kuten seuraavassa ndemme (esim. 12).

(661—674)
Harjoitustehtédvan 386 mukaan on
a® —b® = (a—b)(a® + ab+ b?)
a® — b = (a —b)(a* + a®b + a®b* + ab® + b*)

Tarkastelemalla néissd jalkimméisen tekijdn muotoa saamme aiheen otak-
sua, ettd yleisesti on

(I a"—b"=(a—b)(a" ' +a"2b+a" 3>+ fab" 2 L")

Tama kaava samoin kuin sen dsken mainitut erikoistapaukset todistetaan oi-
keaksi yksinkertaisimmin suorittamalla oikealla puolella merkitty kertolasku
ja toteamalla, ettéd tuloksi saadaan vasemmalla puolella oleva binomi:

an—1+an—2b+an—3b2+. . '+abn—2+bn—1

a—b

a"+a" th4a" 202+ . 4ab !
—a" 1 p—a"2p2— . —ab

a™ —b"

Todistetun kaavan perusteella voidaan kirjoittaa
Lause 3: a™ — b" on jaollinen (a —b):lld aina.

Jos non pariton luku ja edelliseen kaavaan sijoitetaan b:n paikalle
—b, saadaan kaava (ks. 18 §, lause 1):

(I) a”+b"=(a+b)(a" ! —a" 20+ a3 — . —ab" 2+ b7

Kaavan oikealla puolella toisena tekijané olevan polynomin merkit ovat vuo-
rotellen + ja —. Tamén kaavan perusteella voidaan kirjoittaa

Lause 4: a™ +b" on jaollinen (a + b):lld, jos n on pariton luku.

Jos n on pariton alkuluku, niin kaavat (I) ja (II) esittdvit binomeja

suorittamatta. Jos sitd vastoin n on pariton yhdistetty luku, so. jaollinen,
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tallaisissa tapauksissa jatdmme késitteleméatta.

Ko. kaavojen muistaminen on kylldkin hyddyllista, mutta ei vilttamé&ton-
td. Voidaanhan néet toinen tekijéi kulloinkin esilld olevassa tapauksessa muo-
dostaa jakamalla binomi a™ —b" tai a"+b" vastaavasti (a—b):114 tai (a+b):114,
jolloin osaméiiriksi saadaan tuo tekija (vrt. harj.teht. 480—482).

Esim. 10. 2° + 8 =2+ 22 = (z + 2)(2? —2-2+2)) = (z + 2)(z* — 22+ 4)

Esim. 11. 2% —z =2(2° - 15) = 2(z — D) (@ + 2% + 2> + 2+ 1)

Esim. 12. Esimerkissé 9 saatiin lausetta 2 hyvéksi kdyttden

CLG _bG _ (a3—b3)(a3—|—b3)

a® —1° = (a —b)(a +b)(a® + ab+ b*)(a® — ab + b°) (675—686)

Joskus voidaan menetelld siten, ettd polynomin jisenet ensin sopivasti

sovelletaan jokin edelld puheena olleista keinoista.

Esim. 13. 2 + 2+ 2+ 1= (2® +2) + (x +1) = 2*(x + 1) + (z + 1). Témén sum-
man molemmilla yhteenlaskettavilla on yhteinen tekijd = + 1. Kun se erotetaan tekijaksi,
saadaan (z + 1)(z® + 1).

Esim. 14. a®> — > — 2 + 2bc = a®> — (V> + 2 — 2bc) = a® — (b—¢)?
—la—(-c)la+(b—0)]=(a—b+c)atb—o)

Esim. 15. a® — b*> + ac + bc = (a® — b*) + (ac + bc) = (a — b)(a + b) + c(a + b)
—(a+b)a-b+o) (687-697)

41 § Pienin yhteinen jaettava

Polynomien pienintd yhteistd jaettavaa (pyj.) ei voida méiritelld samalla
tavalla kuin laskennossa tehtiin kokonaislukuihin ndhden, koska polynomeja
ei voida verrata toisiinsa suuruuden puolesta. Sen sijaan mééritelldin seu-
raavasti — néin olisi voitu laskennossakin tehda

Madritelma: Polynomien pyj. on polynomi, joka voidaan jakaa tasan
ko. polynomeilla ja jolla on mahdollisimman vihdn alkutekijoitd.

Polynomien pyj. haetaan samalla tavalla kuin kokonaislukujen. Siis poly-
nomit jaetaan alkutekijoihinséd ja muodostetaan sitten tulo, jonka tekijoiksi
otetaan kutakin alkutekijdé niin monta kuin sité esiintyy siind polynomissa,
jossa sitd on eniten.
2b3

Esim. 1. Haettava monomien 12a3b ja 8ab3c pyj.

12a%b = 22 - 3a®b
8a?b3c = 23a2b3¢

pyj. = 2% - 3a*b®c = 24a°b3¢
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Esim. 2. Haettava polynomien z* — 22, —2® + 222 — z ja 32° — 322 pyj.

2t -2 =222 - 1) =2z - 1)(z+1)
—23 42 —x = —x(2? — 20+ 1) = —x(x — 1)?
32° — 3% = 32%(2® — 1) = 3% (x — V)(z® + 2 + 1)
pyj. = 322 (z — D*(z + 1) (z® + 2+ 1) (698—718)

MURTOLAUSEKKEILLA LASKEMINEN
42 § Supistaminen

Murtolauseketta supistetaan (ks. 16 §) osoittajan ja nimitt&jin yhteiselld
tekijalla,! mikd merkitsee sitd, ettd osoittaja ja nimittdjd jaetaan talld
tekijalld, toisin sanoen tdmé tekiji poistetaan osoittajasta ja nimittdjasta.
Yleenséd on tarpeellista ennen supistamista jakaa osoittaja ja nimittédja al-
kutekijoihin, ellei niin ole jo valmiiksi tehty.

. 6a’b’c®  3b3

Esim. 1. 2aPbZ ~ da

Tissé on supistettu osoittajan ja nimittéjin yhteisilld tekijoilla 2, a2, b ja ¢2.

. ar — ay a(z —vy) a . .. .
Esim. 2. = = . Supistettu on siis (z — y):1l4.
Py @oyety) aty s (@ =)

Supistaminen ja yleensd murtolausekkeiden sieventdmisen ja niilla laske-
misen yhteydesséd joudutaan usein kayttdméidn hyviksi seuraavaa lausetta,
joka on viliton seuraus 14 §:n lauseesta 2:

Lause: Murtolausekkeen arvo jid muuttumatta,

1) jos muutetaan osoittajan t a i nimittijin merkki ja samalla myds itse
murtolausekkeen merkki,

2) jos muutetaan s ek i osoittajan ettd nimittdjin merkki.

—2?—x+1 . 224z —1
2 B 2
On huomattava, ettd koska téssd osoittaja on polynomi, niin sen merkin muuttaminen
tapahtui siten, ettd muutettiin polynomin kaikkien jisenien merkit.

. ala—b)  ala—b) a
Esim. 2. b(b—a) 7—b(a—b) =—3

Téssé on ennen supistamista pantu nimittdjissi tekijin b — a paikalle sen vastaluku

Esim. 1. —

a — b, jolloin nimittdjan merkki on muuttunut, ja tdmén takia on murtolausekkeen eteen

pantu —merkki. (719-735)

. ab . . .
Waroitus: Esim. murtolauseketta ei saa ”"supistaa” a:lla eikd c:ll4, silla

ac
ndmé ovat kylldkin nimittdjan tekijoit &, mutta eivit osoittajan. a on vain osoittajan
vhteenlaskettavan tekijid ja c on osoittajan yhteenlaskettava
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43 § Yhteen- ja vihennyslasku

Murtolausekkeiden yhteenlasku suoritetaan kuten murtolukujen (ks. 16
§). Jos yhteenlaskettavat murtolausekkeet ovat erinimisid, niin ne tehddén
ensin samannimisiksi. Yhteiseksi nimittdjiksi valitaan nimittdjien pyj., ja
kukin murtolauseke lavennetaan sitten silld osaméarallé, joka saadaan, kun
yvhteinen nimittéja jaetaan murtolausekkeen omalla nimittajalla. Taman jal-
keen osoittajat lasketaan yhteen ja summa pannaan osoittajaksi seké yhtei-
nen nimittdjé nimittdjaksi. Lopuksi ndin saatu murtolauseke supistetaan —
mikéli mahdollista.

Jos on kysymyksessd murtolausekkeiden vidhennyslasku tai yleensd po-
lynomi, jonka jédsenet ovat murtolausekkeita, joiden etumerkkien joukossa
esiintyy myo6s —merkkejé, niin sitten kun murtolausekkeet on tehty samanni-
misiksi, ” —merkit siirretdéan murtolausekkeiden edesté osoittajiin”, so. muu-
tetaan —merkilld varustettujen murtolausekkeiden ja niiden osoittajien mer-
kit (ed§7 lause). Tamén jéilkeen suoritetaan osoittajien yhteenlasku.

. a b a®> vV ab a®—b +ab

Esim. 1'5_E+1:E_E+E:T

Tavallisesti kirjoitetaan kolmas lauseke heti ensimmaéisen jéljestd, so. suoritetaan sa-
malla kertaa samannimisiksi teko, —merkkien siirto ja osoittajien yhteenlasku (vrt. seur.
esimerkkeji).

Esim. 2. 3t—4a 20—a 1 _ 2(3x — 4a) —3(2z — a) — 4a

6a2 4a? 3a 12a2
_6x—8a—6x+3a—4a —9a __i
- 12a2 T 12a2 4a
Esim.3.3m_1 2r —1 3r—1 _ 2¢ —1

22—1 22—z (z—1(z+1) =x(z-1)
23z —1)—(z+1)(2x—1) 32°—z—-22°+2—2r+1
z(x—1)(x+1) z(x—1)(x+1)
z? -2z 41 (z —1)? z—1 x—1

Txz—-D(x+1)  z@-1)(x+1) z@+1) 22+z (736-762)

44 § Kerto- ja jakolasku

Kuten 16 §:ssé néytettiin, murtolausekkeiden kertominen ja jakaminen
suoritetaan niin kuin laskennon murtolukuopissa, siis kertolaskussa osoitta-
jat kerrotaan kesken#édn ja nimittéjiat keskenédén ja jakolaskussa jaettava ja
jakajan k#énteisluku kerrotaan keskendin. On muistettava ennen kertomis-
ten suorittamista supistaa — mikéli mahdollista.

Bsim, 1, Jo° ab _ 4a’-ab _ 2d°
T b2 6c b2c-6c 3bc?
2y 2 (z+y)-2y-2® 2wy

Esim. 2. = = N
sim (z+y) z x2—-9y2 zz—y)(zt+y) zT-—y
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ab—b 1—a®> bla—1) 6ab

Esim. 3. 322 Gab = T a0 Ta)
_ b(l—a) 6ab 200 2
T 3a2-(1—-a)1+a) a(l+a)  a+a? (763-779)

45 § Rationaalisten lausekkeiden sieventédminen

Jokaista lauseketta, joka saadaan toimittamalla numeroluvuilla ja kirjai-
milla yhteen-, vihennys, kerto- ja jakolaskuja, sanotaan (n#iden kirjaimien)
rationaaliseksi lausekkeeksi. Edelld esitettyja laskumenetelmia kayttden voi-
daan téllainen lauseke aina saattaa kysymyksessé olevien kirjaimien polyno-
min muotoon tai kahden polynomin osaméirian muotoon. Lausekkeen saat-
tamista téllaiseen tai johonkin muuhun yksinkertaiseen muotoon sanotaan
lausekkeen sieventdmiseksi. Joskus voidaan katsoa makuasiaksi, mité lausek-
keen yksinkertaisimmista muodoista on pidettdva ”sievimpéana”.

Esim. 1. Jos rationaalista lauseketta sievennettiiessi on saatu tulokseksi (z 4 1)* eli
x® + 32% 4 3z + 1, niin edellisté pidetiin sievempini, se kun ensiksikin on lyhyempi ja
toiseksi siitd nikyy lausekkeen erikoisominaisuus, kuutiomuoto. Vastaavista syisté, joskaan
ei endd yhté painavasti, pidetdin lauseketta (x — 1)2 sievempénd kuin trinomia 2 — 2z 4+ 1.

Esim. 2. Makuasia on, kumpaako lausekkeista

x+1jal+l
T

pidetdén sievempéné.

Esim. 3. Kun rationaalista lauseketta

a+b a b
a—b_4(1_a—|—b) <1+a—b>

sievennetdin toimittamalla merkityt laskut asianmukaisessa jirjestyksesséd, saadaan pe-
rakkain:

a—|—b_4 a+b—a a—b+bd
a—b a+b a—b
a+b 4ab (a+b)* — 4ab

a—b (a+b(a—b) (a+b)(a—0b)
a2+2ab+b2—4ab_ a? — 2ab + b?

(a+0b)(a—0) (a+b)(a—0)
(a —b)? a—b

T latb)a—b) a+b (780-800)

ENSIMMAISEN ASTEEN YHTALOT (jatkoa)
46 § Nimittijien poistaminen

Kiésittelemme nyt nimittdjien poistamista yhtalostd, kun nimittdjinéd
esiintyy tuntemattoman ja tunnettujen kirjaimien polynomeja. Nimittajat
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poistetaan télloin periaatteessa samalla tavalla kuin nimittédjien ollessa nu-
merolukuja (34 §, esim. 2): kerrotaan yhtdlé nimittéjien pyj:lla, jolloin ni-
mittajat supistuvat pois.

3 Sr — 7 7

_ ELE—
2r +4 1:2—4+21:

Esim. 1.

3 B St — 7 _’_1_0
2z +2) (z—-2)(z+2) 2z

Nimittéjien pyj. = 2z(z — 2)(x + 2). Kerrotaan t&lld yhtilo jisenittidin ja suoritetaan
samalla murtolausekkeiden supistamiset:

3x(x—2) —2x(bx —7)+T7(x—2)(x+2)=0
Kun poistetaan sulkumerkit, saadaan ensin
32% — 62 — 102”4 14z + 72> —28 =0

ja sitten edelleen yhdistdmalld samanmuotoiset jésenet ja siirtdmélla tunnettu jasen oi-
kealle puolelle:

8r = 28
Siis 98 .

Yhtdlon juuri on niin ollen x = 3%.
Jos tarkistuksen vuoksi saatu juuri sijoitetaan yhtéloon, havaitaan, ettd se toteutuu.
z+1 x—-1 3z+1

Esim. 2. — =
st rz—1 xz+1 2 -1

Kun yht&lo kerrotaan nimittéjien pyj:lla (x — 1)(z + 1), niin nimitt&djit supistuvat pois:
(x+1)° —(x—1)>=3c+1
Suorittamalla vasemmalla puolella laskut saadaan
dr =3z +1

Témaéan yhtélon juuri on z = 1.

Kun saatu z:n arvo sijoitetaan alkuperiiseen yht#loon, havaitaan, ettd yht&lo ei to-
teudukaan. Sen ensimmaéisen ja viimeisen jdsenen nimittajit tulevat ndet = 0 eikd nailla
jésenilld ole mitaén arvoa.

Tallainen tapaus, jossa yhtélolld ei ole juurta, tulee siis kysymykseen silloin, kun saa-
dulla zm arvolla jokin yhtilén nimittdjs = 0.' Toisenlainen tapaus, jossa myoskéin
yhtalolld ei ole juurta, esiintyy silloin, kun yht&l6d sievennettiessa siitd héavida tunte-
maton ja paddytddn mahdottomaan yht#loon: kaksi erisuurta lukua ovat yhtdsuuria (ks.
harj.teht. 504 ja 526 seki 34 §, esim. 4). (801-837)

!T4ll6in on myds nimittéjien pyj. = 0, joten nimitt#jis poistettaessa yhtils tulee kerro-
tuksi 0:1la. N&in on selitettéivissa se, ettéd ko. laatuinen x:n arvo voi toteuttaa loppuyhtélon,
vaikka ei toteutakaan alkuperdistd yhtaloa.
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47 § Yhtilopari ja kaksi tuntematonta

Jos tarkastellaan ensimmaéisen asteen yht#lod, jossa on kaksi tuntematonta
T ja y, esim.

3r—2y =26

niin havaitaan, etté silld on d#drettémén monta juuriparia. Itse asiassa, jos
yhtéaloon sijoitetaan esim. x:lle miké arvo tahansa, niin ratkaisemalla saatu
yhtéld y:n suhteen saadaan aina y méératyksi niin, ettd yhtalo toteutuu.
Jos sitéd vastoin vaaditaan, ettd samojen tuntemattomien arvojen on to-
teutettava edellisen liséiksi jokin toinenkin ensimmaéisen asteen yhtélo, esim.

dr+2y =1

niin saadaan yleensé tuntemattomille tdysin méardtyt arvot. Talloin on ky-
symyksessé yhtdlopari

(1)

3r —2y =6
dr +2y =1

Tamén yhtéloparin ratkaiseminen tapahtuu siten, ettd ensin eliminoidaan
toinen tuntematon, milld tarkoitetaan sité, ettd yhtaloistd johdetaan sellai-
nen uusi yhtélo, josta puuttuu mainittu tuntematon. Esimerkissimme saa-
daan y eliminoiduksi yksinkertaisesti siten, ettd yhtédloiden vasemmat puo-
let lasketaan yhteen ja samoin oikeat eli, kuten lyhyesti sanotaan, yhtdlot
lasketaan yhteen. Saadaanhan néin:

Tx =17

Téamé yhtélo ja kumpi tahansa alkuperéisestéd yhtéloistd, esim. edellinen,
muodostavat yhtéloparin

(2)

joka on yhtdpitdva alkuperdisen yhtéloparin (1) kanssa, so. molemmilla
yvhtéalopareilla on samat juuret. N&illd yhtédlopareilla on néet ensiksikin en-
simméiset yhtilot samat. Edelleen yhtéloparin (2) jalkimméinen yhtéls, jo-
ka on yhtéloiden (1) summa, toteutuu, jos yhtélot (1) ovat voimassa. Ja
samoin yhtéloparin (1) jalkimméinen yhtilo toteutuu, jos yhtélopari (2)
on voimassa, silld mainittu yhtélo saadaan vdhentdmalld yhtdloparin (2)
jalkimmaisestd yhtalostd edellinen.

Yhtélopari (2) on nyt helppo ratkaista. Jilkimméisestd yhtdlostd, jossa
on vain yksi tuntematon, saadaan x = 1. Kun tdmaé sijoitetaan edelliseen
yhtéloon, saadaan yhtilo

3r—2y =26
Tx =17

3—2y==6
ja téstd edelleen ratkaisemalla y = —1%. Siis yhtéloparin (2) ja niin ollen
yhtilsparin (1) ainoa ratkaisu on z = 1,y = —13.
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5 + 6y =17
T + 4y = 12

Esim. 2.

Yhtalopari (1) oli sikéli erikoinen, ettd y:n kertoimet olivat yht#loissa
toistensa vastalukuja. Témén erikoisuuden takia saatiin y eliminoiduksi las-
kemalla yhtdlot yhteen. Jotta nytkin voisimme menetell& samoin, kerromme
annetut yhtilot sellaisilla luvuilla, ettd uudessa yhtéloparissa y:n kertoimet
tulevat toistensa vastaluvuiksi. Néin tapahtuu, kun esim. edellinen yht&lo
kerrotaan —2:lla ja jalkimméinen 3:lla. T&ll6in saadaan yhtélopari

—10z — 12y = —14
21z + 12y = 36

joka ilmeisesti on yhtépitivi alkuperdisen parin kanssa.! Kun nyt nimé
yhtélot lasketaan yhteen, saadaan

11z = 22

josta seuraa x = 2. Sijoitetaan tdméa z:n paikalle alkuperiisen yhtéloparin
ensimmadiseen yht#loon, joka on yhtéapitdva uuden yhtédloparin ensimméisen
yhtélon kanssa. Néin saadaan yhtilo

10+6y="7
josta ratkaisemalla tulee y = —%. Siis alkuperéisen yhtdloparin ratkaisu on
1
rT=2y=—35.
Viimeksi késitellyn yhtdloparin ratkaiseminen voidaan jérjestaéd kéytédnnollisesti seu-
raavasti.
bx 4+ 6y =17 -2
T+ 4y =12 3
—10x — 12y = —14
21z + 12y = 36
11z =22
T = % =2
5-24+6y =17
6y = =3
_ _3_ _1
Yy=-8="2

Alkuperéisen yhtéloparin perddn on merkitty pystyviivan taakse ne luvut, joilla yhtalot

on kerrottu y:n eliminoimista varten.

Edelld selitettyd eliminoimismenetelméd sanotaan yhteenlaskukeinoksi.
Vilistd on mukavaa kiyttda ns. sijoituskeinoa, jolla tarkoitetaan sité, etté

Ne luvut, joilla alkupergiset yhtélét on kerrottava, ovat ne osaméirit, jotka saadaan,
kun y:n kertoimien pyj. jaetaan kertoimilla. Kun lisdksi ndin maarattyjen kertojien etu-
merkit valitaan sopivasti, tulee tdten uuteen yhtalopariin y:n kertoimiksi mainittu pyj. ja
sen vastaluku. Menettely muistuttaa siis suuresti murtolukujen tekemistd samannimisiksi.
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toinen yhtélo ratkaistaan toisen tuntemattoman suhteen ja saatu arvo si-
joitetaan tdmaéan tuntemattoman paikalle toiseen yhtdloon. Niin saadaan
yhtélo, jossa on vain yksi tuntematon. Tamé keino on suositeltava erikoises-
ti silloin, kun toinen yhtéloé on jo valmiiksi ratkaistu toisen tuntemattoman
suhteen.

Esim. 3. { S 42y =12

y=2zx—1

Kun jalkimmaéisen yhtdlon ilmaisema y:n arvo sijoitetaan y:n paikalle edelliseen yht&loon,
saadaan
3x+2(2zx—1)=12

josta edelleen ratkaisemalla tulee = 2. Kun tadma4 sitten sijoitetaan toiseen annetuista

yht#losté, saadaan y = 3. Siis juuripari on z = 2,y = 3. (838-861)
r oy
T ¥ _q
Esim. 4. a b
T_Y¥Y_4
b a

Ensin poistetaan nimittajét kertomalla kumpikin yhtélo tulolla ab. Sitten eliminoidaan

y. Lasku muodostuu seuraavaksi.
bxr —ay = ab —b |—a
(A) axr —by = ab

2

—b%z + aby = —ab?
a’x — aby = a?b

(a®— b))z = a’b— ab?

_a’b—ab® ab(a —b) ab

a2 —b  (a—b)(a+b) a+b
Kun saatu z:n arvo sijoitettaisiin johonkin edellisistd yht&loistéd, saataisiin siitd rat-
kaisemalla y:n arvo. Tatd menettelytapaa kéytettiinkin edellisissé esimerkeissd. Nyt on
kenties mukavampaa méarata y:n arvo vastaavalla tavalla kuin &dsken z, siis eliminoimalla
x yhtéloparista (A). Yhtéiloparin viereen, toisen pystyviivan taakse, on merkitty ne luvut,
joilla yht&lot eliminoimista varten kerrotaan. Lasku muodostuu seuraavaksi.

—abz + a*y = —a®b
abx — by = ab?

(a* —b*)y = —a’b + ab®

_—a’b+ab®  —abla—b) _ab
T oaz2—-b2  (a—0b)a+b)  a+b
Yhtéloparin ratkaisu on siis ¢ = ab Y= __ab (862*869)
a+b’ a+b

48 § Probleemoja

Kun probleemoja ratkaistaessa kéytetédan kahta tuntematonta, tulee muo-
dostaa kaksi yhtdlod, jotka tuntemattomat toteuttavat. Tama yhtalopari on
sitten ratkaistava.

Esim. 1. Miki on se kaksinumeroinen luku, jolla on sellainen ominaisuus, ettd kun se

jaetaan 6:lla, saadaan sen numeroiden summa, ja kun siitd vihennetédin 9, saadaan luku,
jolla on samat numerot, mutta péinvastaisessa jarjstyksessi?
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Olkoon kymmenien numero z ja ykkdosien y. Siis itse luku on 10z +y. Saadaan yhtélopari

10
1:6+y —r4y

10z +y—9=10y +«x

Namé yhtalot saadaan sieventdmélld muotoon

4r -5y =0
r— y=1
Kun jalkimmaéainen yht&lo kerrotaan —5:114 ja lisdtdéan edelliseen yhtéaloon, eliminoituu y ja
saadaan —x = —5, joten z = 5. Kun tdmé arvo sitten sijoitetaan jalkimmaéiseen yhtaloon
(vksinkertaisempi kuin edellinen), saadaan siitd ratkaisemalla y = 4. Siis kysytty luku on
54.

Esim. 2. Mairattava luvut A ja B siten, ettd seuraava yhtilé on identtinen:

A n B _A+B+ 1
(z-1)(z+2)  (-D@-2 22-1 (z+1)(z2—4)

Kerrotaan ensin yht#ld nimittédjien pyj:lla (z — 1)(z + 1)(z — 2)(z + 2):
Alz+1)(z—=2)+ Bz +1)(z+2)=(A+B)(z—-2)(z +2) + (z — 1)
Suorittamalla kertomisia saadaan téstéd edelleen
Al@® -z —-2)+B@*+3z+2)=(A+B) (x> -4 +z—1

Kun vield poistetaan sulut ja siirretdén jésenet vasemmalle puolelle sekéd yhdistetddn x:n
suhteen samanmuotoiset jasenet, tullaan yht&loon

(~A+3B—-1)z+(2A4+6B+1) =0

Téama ja siis my6s alkuperdinen yhtdlo on identtinen silloin, kun vasemmalla puolella
kumpikin sulkulauseke = 0:
—A+3B—-1=0
{ 2A4+6B+1=0

(870-890)

-
Sl

Tastd yhtdloparista saadaan ratkaisemalla A = —%, B =
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IV luku NeliGjuuret

49 § Juurikisite

Msaritelma: Ya ("n:s juuri a:sta”) tarkoittaa lukua, jonka n:s potenssi
on a.

n on nimeltdin juuren indeksi ja a juurrettava. Toista juurta sanotaan ta-
vallisesti nelidjuureksi ja kolmatta juurta kuutiojuureksi. NeliGjuuren indeksi
jatetdan merkitsemétté.

Juuren madritelman mukaan on siis aina

(Vo) =a

Toisin sanoen {/a on yhtilon

juuri.
Esim. 1. a) ¥/8 =2, silli 2° =8

b) /=8 = -2, silld (—2)® = -8

a) V4 =42 ja 2, silla (£2)% = 4

b) v/—4 ei ole mikéin luku, silld luvun nelié on aina > 0

Esim. 3. v/0=0, silld 0° =0

Esim. 2.

Rajoitumme tésséd luvussa késitteleméén vain neliGjuuria, joilla onkin
kiytinnossi suurin merkitys. Esimerkkeji 2 ja 3 ajatellen! voimme pédtelld,
etta

1) positiivisen luvun nelidjuurella on kaksi arvoa, jotka ovat toistensa vas-
talukuja,

2) negatiivisen luvun nelidjuurella ei ole yhtddin arvoa,

3) nollan neliGjuuri on nolla.

Niin on asianlaita ilmeisesti muihinkin parillisiin juuriin nihden. Parit-
tomilla juurilla taas on aina yksi arvo (vrt. esim. 1).

Vaikkakin siis esim. /4 oikeastaan tarkoittaa seké +2 ettd —2, niin taval-
lisesti késitetddn sen merkitsevin edellistd, kun taas jalkimmaéistd merkitadn
—+/4:114. Jos halutaan korostaa, ettdi molemmat arvot ovat kysymyksessé,
merkitidin +v/4. (891-908)

Vrt. myds seur. §:d4.
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50 § Irrationaaliset luvut

Kun ajatellaan, miki on luvun v/2 arvo, niin ensiksikin on selvis, etté se
el ole mikd#in kokonaisluku. Mutta se ei voi olla my6skdédn murtoluku. Jos

niet olisi
Va==L
q

jossa oikealla puolella oleva murtoluku oletetaan jo supistetuksi ja ¢ > 1,
niin olisi neligjuuren mé#ritelmén mukaan tdmén murtoluvun neliv = 2 ja
siis

Téamé on kuitenkin mahdotonta, koska vasemmalla puolella on supistumaton
murtoluku, joka ei ole kokonaisluku.

Vaikkakaan siis v/2 ei ole kokonais- eikd murtoluku, 1ydetéidn sille niin
tarkkoja "likiarvoja”kuin halutaan esim. desimaalilukujen joukosta seuraa-
valla tavalla.

Koska ensiksikin 12 = 1 < 2 ja 22 = 4 > 2, niin on

1<vV2<2

Jaamme nyt lukusuoralla lukujen 1 ja 2 vélin 10:een yhtdsuureen osaan (kuv.
5) ja tutkimme, missi niist# osista v/2 on. Sit# varten muodostetaan

Kuv. 5

jakopisteiden vastinlukujen neliot ja verrataan niitd lukuun 2. Havaitaan,
ettid 1,42 = 1,96 < 2, mutta 1,5% = 2,25 > 2. Siis

14<vV2<15

Jakamalla taas vastaavasti lukujen 1,4 ja 1,5 véli 10:een yhtdsuureen osaan
huomataan kokeilemalla, etté 1,412 = 1,9881 < 2, mutta 1,422 = 2,0164 > 2,
joten

1,41 < V2 < 1,42

Kun néin jatketaan edelleen, saadaan perdakkéin

1,414 < /2 < 1,415
1,4142 < /2 < 1,4143

Saatujen ”epéyhtéildiden” vasemmalla puolella olevia lukuja, jotka ovat
< /2, sanotaan v2:n alalikiarvoiksi ja oikealla puolella olevia, jotka ovat
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> /2, sen ylilikiarvoiksi. Jokaisen téllaisen likiarvon virhe on pienempi kuin
viimeistd numeroa vastaava yksikka.

Kun edelld esitettyd menettelyd ajatellaan jatketuksi rajattomasti, jou-
dutaan pasttymittomain desimaalilukuun, joka esittid v/2:

V2 =14142. ..

Téamé desimaaliluku on jaksoton, silld jaksolliset paattymattomét desimaa-
liluvut voidaan muuttaa murtoluvuiksi, jollainen v/2 ei ole.

Positiivisia ja negatiivisia kokonais- ja murtolukuja ja nollaa olemme ni-
mitténeet rationaalisiksi eli rationaaliluvuiksi (5 §). Lukuja, joita kuten /2
voidaan esittdd padttyméattomien, jaksottomien desimaalilukujen avulla, sa-
notaan irrationaalisiksi eli irrationaaliluvuiksi. Rationaali- ja irrationaali-
lukujen yhteinen nimitys on reaaliluku.' Kaikkien reaalilukujen #dretonts
joukkoa sanotaan reaaliseksi lukualueeksi.

Samalla tavalla kuin edelli osoitettiin v/2:sta voidaan niyttii, ettd jokai-
sen kokonaisluvun neliéjuuri on irrationaalinen, ellei luku ole jonkin koko-
naisluvun nelié. Mutta irrationaalilukuja on muitakin kuin juuret. Niinpé
on sellainen esim. ympyrén kehén ja halkaisijan suhde m = 3,14159...

Jo silloin, kun késittelimme vain rationaalilukuja, totesimme, etté jokaista
lukua vastaa mdadrdtty piste lukusuoralla (7 §). Vasta nyt, kun irrationaali-
luvut on otettu kdytintdéon, voimme sanoa, ettd kddntden jokaista pistettd
lukusuoralla vastaa mdadrdtty luku.

Koska irrationaaliluvut voidaan ilmaista kuinka tarkoilla rationaalisilla
likiarvoilla tahansa, niin voidaan péételld, ettd kaikki ne laskulait, jotka
olemme aikaisemmin havainneet oikeiksi rationaalilukuihin n#éhden, ilmei-
sesti pitdvat paikkansa myos, kun on kysymyksessé laskutoimitusten suorit-
taminen yleensé reaaliluvuilla. (909-911)

51 § NeliGjuurien sieventiminen

Usein voidaan nelijuuri saattaa yksinkertaisempaan muotoon nojaamalla

kaavaan
Va2b = aVb

joka voidaan sanoin tulkita seuraavasti:

Lause: Nelidjuuren alta voidaan tekiji siirtdd neliojuuren eteen, jos siitd
samalla otetaan nelidjuuri.

Neligjuuren edestd voidaan tekijd siirtid neliGjuuren alle, jos se samalla
korotetaan nelioon.

!Oppikirjan II osassa laajennetaan vield lukukisitetts ottamalla kidytantoon ns. ima-
ginaariset luvut. Téllaisiin johdutaan, kun késitetddn luvuiksi myos negatiivisten lukujen
neliGjuuret. Niinp& on ”imaginaarinen yksikko” ¢ = +/—1.
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Todistaaksemme kaavan oikeaksi meidén tarvitsee neliGjuuren mééritel-
méan mukaan vain nédyttéd, ettd kaavan oikeana puolena olevan luvun nelio
= vasemmalla puolella oleva juurrettava. Néin onkin:

(aVD)? = a®(Vb)? = a®b
Esim. 1. v/32 =16 -2 = 412

Esim. 2. n,/% :1/n2-% = /mn

Esim. 3. Kun nelion sivu = s, niin kuinka suuri on lavistdja (7
Suorakulmaisesta kolmiosta, jonka hypotenuusana on nelion ldvistdjd ja kateetteina
nelion kaksi sivua, saadaan Pythagoraan lauseen avulla

P=s+s :232,

joten neliGjuuren médritelmian mukaan

l=V2s?
Edellisen lauseen perusteella voidaan kirjoittaa
1=sV2

Jos on laskettava sellaisen murtoluvun arvo, jonka nimitt&jéand on irra-
tionaalinen neliGjuuri, niin laskun helpottamiseksi on edullista ”poistaa ne-
ligjuuri nimittéjastd” laventamalla murtoluku talld neliGjuurella.

Esim. 4. Laskettava nelion sivun pituus s, kun nelion lavistdja = 1 m. Esimerkissa 3
saadun tuloksen perusteella on

I S
V2 V2 14142

Sen sijaan, ettd suorittaisimme tdmén ikdvan jaon, poistamme nelidjuuren nimittajasta
laventamalla murtolukua v/2:1la:

1 V2 V2 14142

V2 (V22 2 2

Néin tuli lasku perin yksinkertaiseksi, ja tulokseksi saatiin neljin desimaalin tarkkuudella

5 =0,7071 m. (912-925)

=0,7071 ...

52 § Neligjuuren arvon laskeminen

Ed. §:n lauseen mukaan on
V100a = 10v/a

Koska luvun kertominen 10:114 ja 100:lla tapahtuu siten, ettd desimaalipilk-
kua siirretdén vastaavasti yksi ja kaksi numeroa oikealle, niin tésté yhtéalosta
voidaan paattai:

Jos juurrettavan desimaalipilkkua siirretddn kaksi numeroa oikealle,
niin neliGjuuren arvo muuttuu vain siind suhteessa, etté sen desimaalipilkku
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siirtyy y h d en numeron oikealle. Vastaavasti tapahtuu siirrettiessé desi-
maalipilkkua vasemmalle.

Esim. Kuten seuraavassa laskemalla toteamme, viiden numeron tarkkuudella on

1/ 2238,9 = 47,317

Asken sanotun perusteella tistd voidaan pasttis, ettd samalla tarkkuudella on

V223890 = 473,17 \/22,389 = 4,7317
V22389000 = 4731,7 1/0,22389 = 0,47317
V2238900000 = 47317 4/0,0022389 = 0,047317

Se kokeilemiskeino, jolla 50 §:ssé johdimme v/2:n likiarvoja, on kovin han-
kala. Esitdmme nyt huomattavasti kiyttokelpoisemman menetelmén. Mene-
telméé teoreettisesti perustelematta laskemme sitd kayttéden edellisessé esi-
merkissd mainitun neliéjuuren.

V/22[38,]90] = 47,317
16 4
638 87

609 7
2990 943
2829 3

16100 9461

9461 1

663900 94627

662389 7
1511

Kéytetty menetelmé, joka hiukan muistuttaa tavallista kokonaislukujen
jakolaskua, on seuraava:

1) Juurrettava on jaettu desimaalipilkusta ldhtien molempiin suuntiin kak-
sinumeroisiin luokkiin. Jos juurrettavan kokonaisosan numeroiden luku on
pariton, niin ensimmaéiseen luokkaan tulee vain yksi numero. Desimaalien
peradn voidaan liittda tarpeellinen mééra nollia.

2) Neligjuuren ensimmdinen numero (4) on suurin yksinumeroinen luku,
jonka neli6 sisédltyy ensimméiseen luokkaan. Ensimméisen luokan ja mai-
nitun nelién erotus jatkettuna! toisella luokalla on ensimmdinen jidnnos
(638), ja nelion tekijéin (4 ja 4) summa on ensimmdinen summa (8).

3) Nelijuuren toinen numero (7) on suurin sellainen yksinumeroinen lu-
ku, ettd sen ja silld jatketun ensimméiisen summan (87) tulo siséltyy en-
simmaéiseen jadnnokseen. Ensimmaéisen jédnnoksen ja tédmén tulon erotus
jatkettuna kolmannella luokalla on toinen jadnnds (2998), ja tulon tekijdin

'Kun lukua 6 jatketaan luvulla 38, niin tarkoitetaan silld, etté luvun 6 periin kirjoi-
tetaan luku 38, joten saadaan luku 638.
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summa on toinen summa (94). Jne. Desimaalipilkku on pantu sitten, kun
viimeinen kokonaisten muodostama luokka on kaytetty.

Esim. /364 laskettava kolmen desimaalin tarkkuudella.

V/3]64 = 19,078
1 1
264 29
261 9
30000 3807
26649 7
335100 38148
305184 8
2991600 381567

Kun tulokseen oli laskettu kolme desimaalia, saatiin 19,078. Mutta koska seuraava de-
simaali olisi 7, viimeinen desimaali on korotettava. Tulos on siis

V364 = 19,079 (926-949)
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V luku Funktiot ja niiden kuvaajat

53 § Funktiokisite

Jos suureen arvo riippuu jonkin méaratyn lain mukaan toisen muuttuvan
suureen arvosta, niin edellistd sanotaan jilkimmaéisen funktioksi ja jalkim-
maistd funktion argumentiksi. Funktiota sanotaan myos riippuvaksi muut-
tujaksi ja argumenttia taas risppumattomaksi muuttujakst eli lyhyesti muut-
tujaksi. Vakioksi eli konstantiksi sanotaan suuretta, jonka arvo on muuttu-
maton tahi késiteltdvina olevan kysymyksen yhteydessd pidetdédn muuttu-
mattomana.

Esim. 1. Nelion ala y on sen sivun x funktio. y:n x:sté riippuvuuslaki voidaan talloin

ilmaista, lyhyesti yhtilén y = ® muodossa. Jos muuttujalle eli argumentille # annetaan
esim. arvo 2 m, niin funktio y saa arvon 4 m?2. Jos taas & = 0,6cm, niin y = 0,36 cm?.

Esim. 2. Luvut 0, 3, —4, %7 V/5 jne. ovat vakioita eli konstantteja. Sellainen on myés
ympyran kehén ja halkaisijan suhde 7 = 3,14159.. ..

Esim. 3. Liikkeen tapahtuessa tasaisella nopeudella v, kuljettu matka s on ajan ¢
funktio. v on tallin vakio. s:n :sté riippuvuuslaki voidaan nyt ilmaista tunnetusti yhtalon
s = vt avulla.

Esim. 4. y = 2z + 1, y = 2> + 3z — 5, y = /7 jne., yleensd yhtlst, joissa y on
merkitty yhtasuureksi kuin jokin x:n siséltdvd matemaattinen lauseke, mééarittelevat y:n
z:n funktioksi. Vieldpa sellainenkin kuin esim. y = 2 voidaan tarpeen tullen kisittda
argumentin x funktioksi, sellaiseksi nimittéin, joka kaikilla argumentin arvoilla saa saman

arvon 2. Téllainen funktion rajatapaus on siis itse asiassa vakio.

Muuttujan polynomeja sanotaan kokonaisiksi funktioiksi. Nimé& ovat eri-
koistapauksia rationaalisista funktioista, joiksi sanotaan kaikkia muuttujan
rationaalisia lausekkeita (45 §). Vield yleisempi funktioluokka on algebral-
liset funktiot, joita muodostettaessa voidaan suorittaa muuttujalla, paitsi
”rationaalisia laskutoimituksia”, myo6s juurenottoja.

1 2 +V2

Esim. 2, 3z — 3 o T Z, T + V22 + 5 ovat algebrallisia funktioita ja sité

paitsi neljd ensimmaéisté niisté rationaalisia ja kaksi ensimmaéistd kokonaisia funktioita.

Kaikki edelld esitetyt funktiot ovat olleet yhden muuttujan funktioita. Jos
suorakulmion vierekkiiset sivut ovat x ja y, niin sen ala z = zy. z on siis
kahden muuttujan x ja y funktio. Edelleen on esim. v = xz? + yz kolmen
muuttujon x, y ja z funktio, jne. Seuraavassa rajoitumme késittelem&in
vain yhden muuttujan funktioita.
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Vield on ns. empiiriset eli kokemusperdiset funktiot, joita ei voida ilmaista
minddn matemaattisena lausekkeena.

Esim. Monet luonnonilmistt (esim. ulkoldmpdtila) ja tilastolliset seikat (esim. Suo-
men asukasluku) ovat ajan empiirisié funktioita, joiden ajasta riippuvuuslaki voidaan vain
peristi piin todeta tekemiilld havaintoja. (950-954)

54 § Koordinaatisto

Olemme nahneet (7 ja 50 §), kuinka kutakin reaalilukua vastaamaan voi-
daan sddtdd médritty suoran (”lukusuoran”) piste, ja kddntden. Nyt osoi-
tamme, kuinka reaalisten lukuparien ja tason pisteiden vélille voidaan sa&téaa
samanlainen vastaavaisuus.

Téasséa tarkoituksessa piirretddn kaksi lukusuoraa kohtisuoraan toisiaan
vastaan siten, ettd niiden O-pisteet yhtyvit (kuv. 6). Néin syntynytta ”ristik-
koa” sanotaan koordinaatistoksi ja molempia lukusuoria koordinaattiakseleik-
si. Erikoisesti sanotaan toista akselia, joka tavallisesti piirretdéin vaakasuo-
raan (positiivisten lukujen vastinpisteet oikealla puolella), abskissa-akseliksi
ja toista, pystysuoraa (positiivisten lukujen vastinpisteet yldpuolella), ordi-
naatta-akseliksi. Akselin yhtymékohta on nimeltéddn alkupiste eli origo.

II

+
B

|
W~
|
w
|
R it i CEEE T
|
—_
o
+
—_
+
()
+
T

—
|
N
|
w
S~—
—~
_l_
\.l\D
|
w
~

111 —4+ v

Kuv. 6

Olkoon nyt P jokin koordinaatiston tasoon kuuluva piste. Piirretdén P:sté
kohtisuorat koordinaattiakseleita vastaan. Vastatkoon abskissa-akselilla ole-
vaa kantapistettd luku z ja ordinaatta-akselilla vastaavasti luku y (kuviossa
onzr = —1—3%, Y= +1%). Naité lukuja sanotaan P:n koordinaateiksi ja erikoi-
sesti x:848 P:n abskissaksi ja y:td sen ordinaataksi. Néin ilmeisesti jokaista
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koordinaatiston tason pistettd vastaa mdadrdtty lukupari (z,y), ja kddntden.
Kuviossa on esitetty myos " pisteet” (+2,4+3), (-2, +3), (-2, —3) ja (+2, —3).

Koordinaattiakselit jakavat tason neljdin neljdnnekseen, joista I:ssé pis-
teen abskissa ja ordinaatta ovat molemmat positiivisia ja IIl:ssa taas mo-
lemmat negatiivisia, kun taas Il:ssa on abskissa negatiivinen ja ordinaatta
positiivinen ja IV:ssi péinvastoin. (955—960)

55 § Funktion kuvaaja

Kun halutaan saada selvd kuva siitd, kuinka funktion arvo muuttuu ar-
gumentin muuttuessa, voidaan tehda taulukko, jonka yhteen sarakkeeseen
merkitdédn joukko argumentin x arvoja ja viereiseen sarakkeeseen vastaavat
funktion y arvot. Huomattavasti havainnollisempi kuva funktiosta saadaan
kuitenkin esittamélla se graafisesti eli piirtdmalld koordinaatistoon funktion
kuvaaga, jolla tarkoitetaan pisteen (x,7y) uraa.! Abskissa-akselia sanotaan
talloin tavallisesti x-akseliksi. ja ordinaatta-akselia y-akseliksi.

FRIFEE &i;ﬁfg ; = PR ESll’n “y =2z

£ T Y Vieressé, o?evassa .taulu—
kossa on esitetty joukko
-2 —4 argumentin x arvoja ja vas-
taavat funktion y arvot.
- 1% -3 Naitd lukupareja (x,y) vas-
taavat pisteet on sitten
-1 —2 merkitty koordinaatistoon
1 1 (kuv. 7). Havaitaan, ettd ne
2 ovat samalla origon kautta
= i L 0 0 kulkevalla suoralla. Ja voi-
[SEiyepesa et A ol ) daan todeta, etté niin on ai-
R SEEINCE T 1 1 na asian laita, maaratadanpa
i ,- f, H N 2 kuinka paljon tahansa uusia
EEHMIERIRT S 1 2 pisteitd. Mainittu suora on

R e }: b3 . siis funktiomme kuvaaja.
; 538 A 15 3 Kuvioon on piirretty
it e LA Bum S RRRIS0 0 myos funktion y = —2x ku-
Hintioe e ﬁf{’ : 2 4 vaaia. S oka si
e ja. Se on suora, joka si

jaitsee edellisen  suoran
Kuv. 7 kanssa symmetrisesti z-ak-
selin suhteen. Tdm4& seuraa
yvksinkertaisesti siitd, ettd samaa argumentin arvoa vastaavat kysymyksessé olevien funk-
tioiden arvot ovat toistensa vastalukuja, joten vastaavat pisteet (x,y) ovat symmetrisessi

asennossa z-akselin suhteen. (961, 962)

56 § y=kx

Kun edellisessé §:ssé piirsimme tdmén funktion kuvaajat tapauksissa k =
2 ja k = —2, kévi ilmeiseksi, ettd ne ovat origon kautta kulkevia suoria.

"Mukavinta on suorittaa piirros ns. millimetripaperille. Yksikoksi valitaan tillsin ta-
vallisesti 1 cm.
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Todistamme nyt sitovasti, ettd néin on asian laita, olkoon k:lla miké arvo
tahansa.

Lause 1: Funktion y = kx kuvaaja on aina origon kautta kulkeva suora,
jonka kaltevuuskulma o z—akselin suhteen mddrdytyy yhtalosta

(A) tan o = |k

Suora (oikealle siirryttiessa)

1) nousee, jos k on positiivinen

2) laskee, jos k on negatiivinen

3) yhtyy x-akseliin, jos k =0

Jos ensiksi k = 0 ja siis y = 0 kaikilla x:n arvoilla, niin kuvaaja on selvésti
itse z-akseli. Sen kaltevuuskulma o = 0, miké on sopusoinnussa yhtélon (A)
kanssa.

50 (z,y)

Pl

50
Kuv. 8

Oletamme sitten, ettd k on positiivinen ja siis |k| = k. Piirretédén origon
kautta suora sg, jonka kaltevuskulma z-akselin suhteen = « ja joka sijait-
see koordinaatiston I:ssé ja IIl:ssa neljanneksessé (kuv. 8). Tdmén suoran
pisteet (z,y) ja vain ne téyttavit ehdon

g:tana:k’
T
eli
y = kx

Suora sg on niin ollen funktion y = kz kuvaaja.

Jos vihdoin k on negatiivinen, dsken tarkastellun k:n vastaluku, niin funk-
tion kuvaaja on suora s, joka sijaitsee suoran sy kanssa symmetrisesti z-
akselin suhteen. Tdma seuraa yksinkertaisesti siitd, ettd samaa argumentin
arvoa vastaavat ko. kahden funktion arvot ovat toistensa vastalukuja, joten
vastaavat kuvaajien pisteet P ja P’ ovat symmetrisessi asennossa z-akselin
suhteen.

Oikealle siirryttéessi suora so "nousee” ja s{, ”laskee”, kuten viitos edel-
lyttaa.
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Funktion y = kxz kuvaajasuora eli, kuten lyhyesti sanotaan, ”suora y =
kxz” voidaan piirtdi siten, ettd annetaan x:lle jokin arvo (# 0) ja lasketaan
vastaava y:n arvo seki piirretddn sitten suora ndin médrdtyn pisteen (z,y)
ja origon kautta.

Lukua k sanotaan suoran y = kx kulmakertoimeksi eli kulmakoeffisientik-
si. Mitd suurempi |k| on, sitd suurempi on kaltevuuskulma «, toisin sanoen,
sitd jyrkemmin suora nousee tai laskee.

Koska edellisen lauseen mukaan x:n suuretessa kx suurenee tai pienenee
sen mukaan, onko k positiivinen vai negatiivinen, niin voidaan kirjoittaa

Lause 2: Jos a > b, niin
1) ka > kb, jos k on positiivinen
2) ka < kb, 7 7 7 negatiivinen

Olkoot z1 ja xo kaksi mielivaltaista argumentin arvoa ja y; ja yo vastaavat
funktion arvot, joten
1 =kx1,  y2 =kxy

Jakamalla edellinen yhtilo jalkimmaéiselld saadaan verranto

Y1 Y2 =21 1 X2

Tamé tulos ilmaistaan sanomalla, ettd funktion kx arvot ovat suoraan
verrannolliset vastaaviin argumentin arvoihin eli lyhyesti: funktio kx on
suoraan verrannollinen argumenttiin.

Esim. Jos kappale liikkkuu tasaisella nopeudella v (vakio), niin matka s ajan ¢ funktiona

on
s =t

Matka on siis suoraan verrannollinen aikaan. (963—968)

57 § y=kx+b

Ed. §:n lause 1, joka koskee erikoistapausta b = 0, voidaan yleistdd seu-
raavasti:

Lause 1: Funktion y = kx + b kuvaaja on suora, joka leikkaa y-akselin
pisteessi b ja jonka kaltevuuskulma o x-akselin suhteen mddrdaytyy yhtdlostd

tan o = |k

Suora (oikealle siirryttiessd)

1) nousee, jos k on positiivinen

2) laskee, jos k on megatiivinen

3) on z-akselin suuntainen, jos k =0

Tamé yleinen lause seuraa dsken mainitusta erikoistapausta koskevasta
lauseesta yksinkertaisesti seuraavasti.

Kutakin z:n arvoa vastaava funktion y = kx+b kuvaajan s piste saadaan,
kun funktion y = kx kuvaajasuoran sy samaa z:n arvoa vastaavaa pistetti
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S0
Kuv. 9

siirretddn matka b ylospéin, jos b on positiivinen (kuv. 9), tai alaspéin, jos b
on negatiivinen. s on siis sp:n suuntainen suora ja leikkaa y-akselia pisteessé
b.

s:n piirtdminen voidaan suorittaa siten, ettd viimeksi mainitun pisteen
lisdiksi méadratdasan jokin toinen sen piste ja piirretdén sitten suora néiden
pisteiden kautta. x:n kerrointa k sanotaan yleisessikin tapauksessa kulma-
kertoimeksi.

FEdellisesté lauseesta seuraa valittomasti

Lause 2: Suorat y = k1x+b1 ja y = kox + by ovat yhdensuuntaiset silloin
ja vain silloin, kun ki = ko. (969-990)

58 § y = ax?

Piirrdimme tdmén funktion kuvaajan tapauksessa a = 1. Siind tarkoituk-
sessa annamme z:lle joukon arvoja ja laskemme vastaavat y:n arvot. Néin
saadaan kuvion 10 vierelld oleva taulukko. Vastaavat pisteet (z,y) merkitédan
sitten koordinaatistoon ja piirretédén niiden kautta mahdollisimman luonnol-
linen ja siled kdyrd (kuv. 10). Tdmé esittdd funktiomme kuvaajaa. Jos las-
kemalla méaarataan lisdd kuvaajan pisteitd, ndhdadn, ettd ne ovat piirretylla
kayralla.

Funktion y = az? kuvaajaa sanotaan parabeliksi. Tama kiyrs on symmet-
rinen y-akselin suhteen, miké voidaan padttai siitd, ettd kahta z:n arvoa,
jotka ovat toistensa vastalukuja, vastaa sama y:n arvo. Téatd symmetrisyy-
sakselia sanotaan parabelin akseliksi ja silld oleva parabelin piste, joka on
origossa, on nimeltdén parabelin huippu.

Kun z = 0, niin y = 0. Kun sitten |z| ja siis z
nee, jos a > 0 ja pienenee, jos a < 0. y:n suureneminen tai pieneneminen on
sitd nopeampaa mitd suurempi |a| on. Kahta a:n arvoa, jotka ovat toisten-
sa vastalukuja, vastaavien funktioiden kuvaajat ovat symmetrisii z-akselin
suhteen, silli niiden samaa abskissaa vastaavat ordinaatat ovat toistensa vas-

2 suurenee, niin y suure-
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x y
0 0
+0,5 | 0,25

+1 1
+15 | 225
+2 4
+25 | 6,25

Kuv. 11

talukuja. Kuviossa 11 esitetdéin nédytteeksi samassa koordinaatistossa arvoja
a= =14, +1, :I:i, :I:% vastaavat parabelit.

Edelld esitetylld keinolla piirretddn muunlaistenkin funktioiden kuvaajat.
Kéyran pisteitd médrdtadan niin tihedssé, ettd kédyra voidaan hyvin niiden
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kautta piirtdé. Sellaisissa paikoissa, joissa kiyré on kaarevampi, on yleensé
syytd méadrata pisteitd tihedmmassd kuin vihemmén kaarevissa kohdissa.
On huomattava, etté algebrallisten funktioiden kuvaajat ovat yleenséd yksin-
kertaisia ja kauniita, sileitd kayrid, ilman ”dkkimutkia”.

Olkoot x1 ja x5 kaksi mielivaltaista argumentin arvoa ja y; ja yo vastaavat
funktion arvot, joten

2 2
Yy =axry, Y2 = ax

Jakamalla edellinen yhtilo jalkimmaéiselld saadaan verranto

2.2
Y1 Y2 =21 122

2

Taméi tulos ilmaistaan lyhyesti: funktio ax® on suoraan verrannollinen ar-

gumentin neliéon.
Esim. Ympyrin ala A sidteen r funktiona on

2
A=mnr

Ympyrén ala on siis suoraan verrannollinen séiteen nelisén. (991-1005)

59§ y =z

Sen sijaan, ettd antaisimme x:lle arvoja ja laskisimme vastaavat y:n ar-
vot, on tilli kertaa mukavampaa tehd# piinvastoin. Onhan niet z = 32
ja nelioon korottaminen on helpompaa kuin neliGjuuren ottaminen. Mutta
talla tavalla ilmeisesti joudumme piirtdmaéasan kayran, joka on yhteneva ku-
viossa 10 esitetyn parabelin kanssa. Ainoa ero on siind, ettd parabeli nyt
"aukeaa” oikealle (kuv. 12),
kun taas mainittu parabeli
aukeaa ylospéin.

Kuviosta nikyy havainnol-
lisesti x:n arvojen lukuméa-
rddn nidhden ennestdéin tun-
temamme tosiasia: kutakin
x:n arvoa vastaa kaksi, yksi
tai ei yhtddn funktion arvoa
sen mukaan, onko x positii-
vinen, nolla vai negatiivinen.
Funktion kaksi arvoa ensin
mainitussa tapauksessa ovat

Kuv. 12 toistensa vastalukuja.
Téllaisia funktioita, jotka
voivat saada samalla muuttujan arvolla kaksi arvoa (ei useampia), sanotaan
kaksikdsitteisiksi funktioiksi. Niitd funktioita taas, jotka eivit koskaan saa
useampia kuin yhden arvon, sanotaan yksikdsitteisiksi funktioiksi. Té#llaisia
ovat mm. kaikki rationaalifunktiot. Vastaavalla tavalla mé&éritellasn kol-
mikdsitteiset funktiot jne. (1006—1009)
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a
60§y=5

Kuviossa 13 esitetdéin tdmén funktion kuvaajat tapauksissa a = 1 (yh-
tendinen viiva) ja a = —1 (katkoviiva). Ne on piirretty 58 §:ssé kéytetylld
keinolla (x:lle on annettu arvot:l:%, :l:%, :l:%, :l:%, +1, £2, +£3, +£4, £5 ja
laskettu vastaavat y:n arvot).

et
AEl

T

Kysymyksesséd oleva kédyré, olipa vakiolla a miké arvo tahansa, on ni-
meltdédn hyperbeli. Se on kaksiosainen eli, kuten tavallisesti sanotaan, kaksi-
haarainen. Kun siirrytédén jompaakumpaa haaraa pitkin kauemmaksi ja kau-
emmaksi, niin kdyréd ldhenee rajattomasti koordinaattiakselia. Koordinaat-
tiakseleja sanotaan tdméin ominaisuuden takia hyperbelin asymptooteiksi.

Tarkastelemme nyt lihemmin funktion kulkua, so. funktion muuttumista
argumentin muuttuessa. Oletamme ensin, ettd a on positiivinen. Kun télléin
x "kasvaa” rajattomasti eli, kuten on tapana merkitd, x — +o0o (luettava:
lahenee +a#retontd), niin (vrt. kuviota) y — 0 alituisesti pieneten ja posi-
tiivisena pysyen. Kun taas x pienenee rajattomasti eli x — —oo, niin y — 0
alituisesti kasvaen ja negatiivisena pysyen. Kun edelleen x — 0 ”positiivi-
selta puolelta”, niin y — 400, ja kun x — 0 "negatiiviselta puolelta”’, niin
y — —oo. Tété on tapana merkitd myos

a

6:Zl:00
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Kun x kasvaa negatiivisesta positiiviseksi, niin silli hetkell4, jolloin se ohit-
taa 0:n, funktio ”hyppad” —oo:stid +oo:44n.

Kun a on negatiivinen, niin funktion kulku on muuten edelld kuvatun
kaltainen, paitsi ettéd funktiolla on edelliseen tapaukseen verrattuna vastak-
kainen merkki.

Kuviosta selvidé, ettd kun x merkkiddn muuttamatta suurenee, niin funk-
tio 4 aina pienenee tai suurenee sen mukaan, onko a positiivinen vai nega-

tiivinen. Siis voidaan kirjoittaa
Lause 1: Jos jakajaa, merkkid muuttamatta, suurennetaan, niin osamdd-

rd pienenee tai suurenee sen mukaan, onko jaettava positiivinen vai negatii-
VINen.

Erikoistapauksessa a = 1 voidaan tdmén lauseen siséltdé pukea muotoon:

Lause 2: Suuremmalla kahdesta samanmerkkisestd luvusta on pienempi
kddnteisarvo kuin pienemmdlld.

Olkoot z1 ja xo kaksi mielivaltaista argumentin arvoa ja y; ja yo vastaavat

funktion arvot, joten
a a

Y1=—» Y2 = —
I T2
Jakamalla edellinen yhtilo jalkimmaéiselld saadaan verranto

Y11y = —: — eli Y1 Y2 =TT
1 X2

a
Tamé tulos ilmaistaan sanomalla, ettd funktion — arvot ovat k& &ant&-
x

en verrannolliset vastaaviin argumentin arvoihin eli lyhyesti: funktio — on
T
kddantden verrannollinen argumenttiin.

Esim. Jos kappale liikkuu tasaisella nopeudella tietyn matkan s (vakio), niin matkaan
tarvittava aika ¢ nopeuden v funktiona on

S
t=2
v

Aika on siis kddntéden verrannollinen nopeuteen (vrt. esimerkkid 56 §:ssd).

(1010, 1011)

61 § Empiirisen funktion kuvaaja

Empiirisen funktion esittémisté graafisesti selitimme seuraavan esimerkin
avulla. Erdéssé paikassa mitattiin huhtikuun 28 p:né ulkolampdtila vuoro-
kauden kuluessa 3 tunnin véliajoin. Tulokset ovat esitettyiné alla olevassa
taulukossa.

Klo | o | 3 | 6 | 9 | 12 | 15 | 18 | 21 | 24 |
Lampotila | —4,6° | —6,3° | —=7,2° | =3,0° | +1,0° | +3,3° | +4,2° | +1,4° | —1,5° |
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Otetaan aika abskissaksi ja lampotila ordinaataksi ja merkitdéin taulukos-
sa esiintyvit 9 lukuparia koordinaatistoon. Kysymyksessé olevan vuorokau-
den lampotilaa ajan funktiona esittéva kiyrd kulkee silloin néiden pisteiden
kautta. Kun emme tunne lampétilaa mainittujen kelloméérien véliajoilla,

+4 —
i \\
+_2 // \\
F N
ne
/ N
y 3 6 g [ Fiz | ] 151 1181 121 | S24
o / = N, =
— 1/ )
—4
9 A
i /
i 4
~
Kuv. 14

niin voidaan kéyra piirtdd vain likim&adrdisesti. T&lloin kédytetddn jompaa-
kumpaa seuraavasta kahdesta menettelytavasta.

Toisessa keinossa yksinkertaisesti yhdistetédédn saadut pisteet janoilla ja
ajatellaan siis paremman tiedon puutteessa, ettd lampétila véliaikoina on
muuttunut ”suoraviivaisesti”. Néin saadaan kuviossa 14 esitetty murtoviiva
lampotilan kuvaajaksi.

Toinen keino taas perustuu siihen, ettéd otaksutaan ldmpotilan kuvaajan
olevan mahdollisimman yksinkertaisen ja luonnollisen siledn kayrén, joka
kulkee kysymyksessé olevien pisteiden kautta. Kuvaajan piirtdminen néin
on tietysti jossakin mé&drin mielivaltaista, mutta kun piirtdminen harkiten

+4 . >,
P 5
v2 AN
\\
A

. 3 6 § [/ 12 15 18 21 [ 24
3 /4 'I )

/
__4 s i{
- \x\ l/

*'--.--/
Kuv. 15
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tehd&dén, niin eivit yleensd edes eri henkildiden piirrokset paljonkaan eroa
toisistaan, elleivit tunnetut pisteet ole kovin harvassa ja epasddnnollisesti.
Kuviossa 15 oleva siled kdyréd on néin piirretty.

Té&lla kertaa on meilld tilaisuus tarkistaa, missd méaérin edelld esitetyt
kéyrat poikkeavat oikeasta kuvaajasta, joka on niéhtévissé kuviossa 16. Té-

+4 e e

N
4
+2 \

¢ 3 6 9 12 1!

2 [

n
—
<0
S

/

4

-

Kuv. 16

maé kéyrd on saatu siten, ettd samassa paikassa, jossa havaittiin taulukossa
olevat lampotilat, oli toiminnassa ns. termografi, joka on sellainen kelloko-
neistolla toimiva koje, jossa kyné automaattisesti suoraan piirtds paperille
lampotilakdyran. (1012-1016)

62 § Ensimmaéiisen asteen yhtilén kuvaaja

Yhtalo
axr+by=c

jossa a, b ja ¢ merkitsevit vakioita ja b # 0 méaérittelee y:n argumentin
x funktioksi. Kun néet x:lle annetaan jokin arvo, niin vastaava y:n arvo
saadaan ratkaisemalla yhtélo y:n suhteen. y:td sanotaan télloin x:n ratkai-
semattomaksi funktioksi.

Jos edelld oleva yhtélo ratkaistaan y:n suhteen, saadaan y lausutuksi x:n
ratkaistuna funktiona:

- e
Funktion kuvaaja on siis suora (57 §, lause 1). Téité suoraa sanomme alussa
mainitun yhtdlon kuvaajaksi ja yhtaloa ko. suoran yhtdloksi.

Suoran piirtdmiseksi ei yhtéloé yleensé saateta ratkaistuun muotoon, vaan
madratadan alkuperdisen yhtdlon avulla kaksi suoran pistettd ja piirretdén
sitten suora néiden kautta. Mainituiksi pisteiksi valitaan tavallisesti koor-
dinaattiakselien ja suoran leikkauspisteet, ellei suora kulje origon kautta
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tai elleivét leikkauspisteet ole niin lihekkéin, ettd suoran piirtdminen on
epdvarmaa. Viimeksi mainituissa tapauksissa otetaan toiseksi pisteeksi jo-
kin akselilla mé&aratystd leikkauspisteestd tarpeeksi kaukana oleva suoran
piste.
Jos erikoisesti a = 0 (b # 0), niin tarkasteltu yhtdlé kutistuu muotoon
by = celi
V=3

Yhtélon kuvaaja on télloin xz-akselin suuntainen suora, joka leikkaa y-akselin
c
pisteessi x Jos taas b =0 (a # 0), niin meilld on yhtilo ax = ¢ eli

c
T =—
a

jonka kuvaaja on vastaavasti ilmeisesti y-akselin suuntainen suora, joka leik-
. . . C
kaa z-akselin pisteessd —.
a

Néiin on havaittu oikeaksi

Lause: Ensimmdisen asteen yhtdlon
ax+by=c

kuvaaja on aina suora.

Esim. 1. Piirrettavi suora
3x—2y==6

Suoran ja y-akselin leikkauspiste saa-
daan, kun yht&loon sijoitetaan x = 0. T4l-
16in on y = —3, joten mainittu leikkaus-
piste on (0,—3). Panemalla péinvastoin
y = 0, saadaan x = 2, joten suoran ja
z-akselin leikkauspiste on (2,0). Pisteiden
(0,—3) ja (2,0) kautta piirretty suora on
vaadittu suora (kuv. 17).

Esim. 2. Piirrettavi suora
dr+2y=1

Kun nyt méaidratdan edellisessd esimer-

kissé esitetylld tavalla suoran ja akselien

leikkauspisteet, saadaan niiksi (0,0,5) ja
(0,25,0). Koska ndmi pisteet ovat kovin
lahekkéin, madrdtdan uusi piste suoralta. Kuv. 17

Sijoitetaan yhtdloon esim. z = 2, jolloin

saadaan y = —3,5, ja piirretdin sitten suo-

ra pisteiden (0,0,5) ja (2, —3,5) kautta (kuv. 17). (1017-1025)
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63 § Ensimmadisen asteen yhtiléparin graafinen ratkaisemien

47 §:ssé olemme ndhneet, miten yhtélopari

ar+ by =c
@ {a’a:+b’y:c’
ratkaistaan algebrallisesti. Nyt ndytdmme, miten sama yhtélopari ratkais-
taan graafisesti.

Koska sellainen piste (z,y), jonka koordinaatit toteuttavat molemmat ylla
olevat yhtélot, on kummankin yhtélon kuvaajasuoralla, niin se on néiden
suorien leikkauspiste. Siis yhtédloparin ratkaisemiseksi graafisesti tarvitsee
vain piirtda molemmat suorat, jolloin leikkauspisteen koordinaatit ovat haet-
tu juuripari.

Esim.

3r—2y=26

{4LE +2y=1
Naiiden yhtédloiden kuvaajasuorien piirtdmisen olemme selittédneet edellisen §:n esimer-
keissd (kuv. 17). Kuten kuviosta nékyy on suorien leikkauspiste (1, —1,5), joten yhtélon

juuripari on x = 1, y = —1,5. Saman tuloksen saimme algebrallisesti 47 §:ssi.
(1026—1033)
64 § Yhtiloparin ratkaisujen lukuméiiri

Edellisessa §:ssé esitetystd ratkaisumenetelmésté seuraa valittomésti

Lause 1: Yhtdiloparilla (I) on ratkaisuja

1) yksi, jos kuvaajat leikkaavat toisensa
2) ei yhtddn, ” 7 ovat yhdensuuntaiset
3) ddrettomdn monta, ” yhtyvdt

Sanoaksemme tdmén lauseen ”algebran kielelld”, kirjoitamme yht&lot (T)
ratkaistuun muotoon:!

a + C
y=—sr+

b, b,
TR

(57 §, lause 2). Kun téissi muutamme molempien puolien merkit ja vaih-
damme keskenddn saadun verrannon keskimmaéiset jéasenet (17 §, lause 2),
saamme yhdensuuntaisuusehdon muotoon

a b

a Y

!Oletamme, etti b ja b’ # 0.
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c

Suorien yhtymisehdoksi tulee tdmén liséiksi =y eli
b c
Vo

Lause 1 voidaan siis esittdé algebrallisessa muodossa seuraavasti:

Lause 2: Yhtdiloparilla (I) on ratkaisuja

. . a b

1) yksi, jos = # 4
, .. , a b c
2) ei yhtddn, =y ta
e e , a b ¢
3) ddrettomdn monta, T

Jos tapauksessa 3) yhtdsuuria suhteita merkitdén k:lla, niin
a=kd, b=kb, c=kd

mistd nikyy, ettd edellinen yhtélsistd (I) saadaan télloin kertomalla jéalkim-
mainen k:lla.

Esim. Milld lukujen m ja n arvoilla seuraavalla yhtéléparilla on ratkaisuja 1) yksi, 2)
el yhtdén, 3) d#rettdméin monta:

(m? —=3)z +my=m+n
2m—-1z+2y=m

Edellisen lauseen mukaan on kysymyksessi tapaus 2) tai 3) silloin, kun on voimassa
verranto )
m°—3 m
2m—1 2
Kirjoittamalla keskimmaéisten jésenten tulo = &4rimmaéisten jisenten tulo (17 §, lause 1)
saadaan yhtilo

2m? — 6 =2m? —m
Tamén juuri on m = 6. Siis tapaus 1) on kysymyksessi, kun m # 6.
Jos m = 6, niin mainitusta kahdesta mahdollisuudesta on kysymyksessd tapaus 3)
silloin, kun on voimassa verranto
m __m+n . 6 6+n

2" Tm eli 3 6

Tédmén yhtéldn juuri on n = 12.

Siis yhtéloparilla on ratkaisuja:

1) yksi, josm#6
2) ei yhtéén, 7 m=6,n%#12
3) ddrettoméin monta, 7 m = 6,n = 12 (1034f1037)
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