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Helsingin yliopisto

Kesékuun viidentend péaivdnd minulle soitettiin Suo-
men Matemaattisesta Yhdistyksestd ja kysyttiin
kiinnostaisiko minua ldhted Venijille. Kyseessd oli
Venijilla jo kuuden vuoden ajan jérjestetty kesdkoulu.
Tdmé& oli ensimméinen kerta, kun sinne kutsut-
tiin ulkomaalaisia. Sain pari tuntia mydhemmin
sahkopostiviestin, jossa kerrottiin yksityiskohdat.

Kesékoulu jarjestetddn Dubna-nimisessé ydintutkimus-
laitoskaupungissa ja se kestdd kymmenen péivai. Luen-
noitsijoiksi mainitaan Ven#jan parhaita matemaatikoi-
ta, muun muuassa Anosov, Arnold ja Novikov. Vii-
meksimainittu on saanut Fieldsin Mitalin, mutta en
silti tuntenut ketdédn heistd. Kesdkoulun tarkoitukse-
na on herdttdd mielenkiinto matematiikan opiskelus-
ta yliopistotasolla ja ketk#d sopisivatkaan paremmin
tdhén tehtdvidan kuin ison maan huippumatemaatikot?
Padtin lihted matkaan.

Hankin viisumin ja varasin junamatkan Helsingista
Moskovaan ja takaisin. Kesédkoulun jarjestdjit sanoi-
vat hoitavansa matkan Moskovasta Dubnaan. Niinpa
18. heindkuuta ldhdin Moskovaan. Olin kolmen muun
suomalaisen kanssa samassa hytissd. Matka kesti kol-
metoista tuntia, joten oli paljon aikaa keskustella kai-
kesta. Mieleeni jéi lause “Ven#jalld mikdédn ei toimi,
mutta kaikki jarjestyy.”

Seuraavana aamuna olin Moskovassa. Tuntui kuin oli-
sin menettanyt lukutaitoni, silld kaikki oli kirjoitet-
tu kyrillisin aakkosin eikd missddn ollut kadnnoksia

englanniksi tai miksikdan muuksi kieleksi. Olin jo kat-
sonut Google Earthista reitin valmiiksi ja kirjoittanut
paperille metroasemien nimet. Toisin kuin Helsingissé,
Moskovassa metroverkosto kattaa melkein koko kau-
pungin. Sielld on kymmenen koko kaupungin ldpi kul-
kevaa linjaa ja yksi kehélinja, jota muut leikkaavat.
Onnekseni reitti oli helppo eiké tarvinnut vaihtaa lin-
jaa. Metroasemat olivat hienoja patsaineen ja marmo-
rikdytdvineen. Tunnin harhailun jélkeen saavuin Mos-
kovan Matematiikan Jatkuvan Opetuksen Keskukseen,
josta bussin oli mé#érd lahted kohti Dubnaa. Loppu-
matka oli kuuma, silld bussissa ei ollut ilmastointia.
Yhdessa vaiheessa juutuimme risteykseen, koska joku
oli pysdkoinyt autonsa kulmaan eikd bussi mahtunut
kagntymaan. Illalla saavuin Dubnan rajalla olevaan
konferenssikeskukseen ja tapasin Knutin Norjasta seké
Istvanin ja Plaulinin Unkarista.

Aamiainen oli jonkinlaista ravitsevaa siemensoppaa,
leipédd ja teetd. Ruokailun jilkeen Viktor Kleptsyn tu-
li esittdytyméin. Han oli erds kesdkoulun jarjestéjisté
ja toimisi tulkkina, silld melkein kaikki luennot olivat
venijiksi. Aluksi oli Uspenskin johdantoluento Godelin
epatiydellisyyslauseesta. Han mééaritteli mitéd tarkoite-
taan logiikan kielelld, mitd ovat kaavat, lauseet, todis-
tukset ja mitd eroa on totuudella ja todistettavuudel-
la. Godelin epétdydellisyyslause sanoo, etta jos jonkin
aksioomasysteemin ilmaisuvoima on tarpeeksi tehokas
ilmaisemaan luonnollisten lukujen késitteen, niin tésséa
systeemissé on lause, joka on tosi, mutta jota ei voi-
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da todistaa. Uspenski todisti tuloksen neljilld eri ta-
valla luentosarjan aikana. Seuraavaksi oli neljd pientd
rinnakkaisluentoa, mutta misséddn ei mainittu asiasta
mitddn englanniksi, joten oli hyva hetki ottaa kiin-
ni junamatkan aikana kertyneitd univelkoja. Lounaan
jalkeen oli kaksi isoa luentoa perikkéin. Illalla ihmiset
menivit ulos pelaamaan jalkapalloa ja lentopalloa.

Aamulla oli puuroa, leipdi ja teetd. Téssd vaiheessa
olin jo huomannut, ettd Venjilld teelld on samanlai-
nen asema kuin kahvilla Suomessa. Tapasin viidennen
ja viimeisen ulkomaalaisen, Michaelin Luxembourgista.
Seuraavaksi oli kaksi luentoa, lounas, kaksi luentoa, il-
lallinen ja frisbeen heittoa Knutin ja Michaelin kanssa.
Téastd muodostui kesdkoulun rutiini: aamiainen, kak-
si tai kolme luentoa, lounas, kaksi luentoa, illallinen
ja mahdollinen iltaohjelma, kuten elokuva, Tsaikovs-
kia, muistelmapuhe Neuvostoliiton hajoamisesta ja niin
edelleen. Koulun mielenkiintoisin anti oli kyll4 luennot.

Kymmenen péivin aikana osallistuin 42:lle luennolle,
jotka olivat 23:sta eri aiheesta. Aiheet olivat usealta eri
matematiikan haaralta ja esitystapa oli jotakin yliopis-
toluentojen ja seminaarien véliltéd. Laskuharjoituksia ei
ollut. Téarkein havainto oli se, ettd oppilaat ja muut
kuuntelijat kommentoivat, korjailivat ja kyselivit pal-
jon enemmén kuin mitd olen nahnyt Suomessa. Mie-
lenkiintoisia olivat Anisovin luennot eri huutokauppa-
tyypeistd ja ddnestyksistd, Paninin luennot Pythago-
raan kolmikoiden luettelemisesta, Kirilovin fraktaaleja
koskeva esitelmé, Yaschenkon pitkd luentosarja kryp-
tografiasta, ketjumurtoluvuista ja elliptisistd kéyristé,
Kleptsynin todistus siité, ettd vain muotoa 4k+1 olevat
alkuluvut voidaan esittdd kahden nelion summana ja
lopuksi Fieldsmitalisti Novikovin esitelmé diskreetisté
kompleksianalyysistd kolmiohilalla. Eniten minuun vai-
kutti kuitenkin kolme eri luentosarjaa, joita kuvailen
tarkemmin.

Uspenksyn esitelmé neljasta tavasta todistaa Godelin
epatédydellisyyslause oli jarisyttdva ottaen huomioon,
ettd Helsingin Yliopistolla kidytetéddn kahden periodin
pituinen kurssi vain yhden tavan esittdmiseen. En-
simméinen Uspenskyn esittdmé todistus oli oleellisesti
ottaen sama kuin mik#d matematiikan laitoksen kurs-
silla kdyd&dan lapi. Siind oli ajatuksena, ettd muodos-
tetaan luonnollisten lukujen aksioomasysteemin avulla
tasméllinen lause, joka sanoo “minua ei voi todistaa.”
T&amaé lause on tosi, koska jos se olisi epétosi, niin se voi-
taisiin todistaa, jolloin se olisi tosi. Miksei sitten tehty
lausetta, joka sanoo “miné olen epétosi”, vanhaa valeh-
telijan paradoksia matkien? Sen takia, ettd todistuvuu-
den ja totuuden maéédritelmét eroavat. Todistuvuuden
médritelmé on jossain médrin yksinkertaisempi, joten
tastd ominaisuudesta voidaan puhua annetussa formaa-
lissa kielessé. Jos haluttaisiin puhua totuudesta, pitéisi
kéayttaa adrettoman pitkia lauseita, mutta tdmaé aiheut-
taisi ongelmia todistuvuuden maéritelméaan.

Toinen todistus perustui algoritmiteorian eradéseen

kiintopistelauseeseen: “Jos A on algoritmi, joka on
médritelty mille tahansa rekursiivista funktiota kuvaa-
valle ohjelmankoodille ja joka antaa tuloksena rekursii-
vista funktiota kuvaavan ohjelmakoodin, niin A:lla on
kiintopiste. Siis on olemassa ohjelma, jonka A muun-
taa ohjelmaksi, joka tekee tdsmélleen saman kuin alku-
perdinen ohjelma.” Godelin epétiydellisyyslause saa-
daan numeroimalla kaikki ohjelmat Py, P, P», jne...
ja tarkastelemalla algoritmia a, joka antaa tulokseksi
ensimmiisen ohjelman a(P), jolle voidaan todistaa an-
netussa formaalissa kielessé, ettd se ei ole ekvivalent-
ti P kanssa. Jos a olisi mééritelty kaikille ohjelmil-
le, niin kiintopistelauseen nojalla olisi ohjelma P, jo-
ka olisi ekvivalentti tuloksen a(P) kanssa, mutta a:n
médritelmén nojalla timé on mahdotonta. Siispd on
olemassa rekursiivista funktiota kuvaava ohjelma @,
jolle ei voida todistaa sen epdekvivalenssia minkéan
muun ohjelman kanssa. Otetaan nyt jokin ohjelma P,
joka ei ole ekvivalentti :n kanssa. Rekursiivisten funk-
tioiden mééritelmé on sellainen, ettd on mahdollista
muodostaa kyseisessd formaalissa kielessé lause “Q ei
ole ekvivalentti P:n kanssa.” T#t4 lausetta ei siis voida
todistaa, vaikka se on tosi.

Kolmas todistus perustuu erddseen paradoksiin.
Ensimméisessd todistuksessa ikddn kuin kéytettiin
hyodyksi vanhaa valehtelijan paradoksia “miné valeh-
telen”, ja téssd kéytetddin seuraavaa paradoksaalista
madritelmad: “olkoon n pienin luonnollinen luku, jo-
ta ei voida maééritelld alle kahdellakymmenelld sanal-
la.” Edellisesséd lauseessa on alle kaksikymmentd sa-
naa, ja se méadrittelee luvun n. Seuraavaksi alettiin
méarittelemdéin tarkemmin erilaisia késitteitéd, jotta
saataisiin paradoksia vastaava ristiriita mikali kaikki
todet lauseet voitaisiin todistaa. En muista tarkemmin
tatda enkéd viimeistdkddn todistusta, joka perustuu sii-
hen, ettei voida tehdé algoritmia, joka tarkistaa kaikis-
ta ohjelmista pysdhtyvéitko ne kaikilla syotteilla.

Toiseksi mielenkiintoisin luento oli ehdottomasti
Gusein-Zaden, ja sen aihe oli Brownin liike. Aihe
on hyvin vaikea jos keskittyy teknisiin yksityiskoh-
tiin. Ajatuksena oli tarkastella kaksi- ja kolmiulot-
teisella ruudukolla tapahtuvaa satunnaiskulkua, jos-
sa jokaisella ajanhetkelld kulkijalla on yhtd suuri to-
dennikoisyys siirtyd mihin tahansa viereiseen ruutuun.
Seuraavaksi annettiin ruutujen koon pienentyi ja ra-
japrosessin jilkeen siirryttiin tarkastelemaan jatkuvaa
satunnaisliikettd kaksi- ja kolmiulotteisessa avaruudes-
sa. Téssé ei siis kiinnitetty huomiota rajaprosessin yk-
sityiskohtiin. Tarkoituksena oli etsié vastaus kysymyk-
seen: “milla todennékoisyydelld kulkija palaa jossakin
vaiheessa takaisin aloituspisteeseen?” Oikeastaan, kos-
ka piste on nollamittainen joukko avaruudessa, on to-
dennikoisyys nolla. Siispé siirryttiin kysyméédn milla
todenndkoisyydelld kulkija palaa takaisin origokeski-
seen r-séiteiseen palloon.

Ongelman tasmélliseksi muotoilemiseksi méérittelimme



Solmu 3/2007

funktion  P(x,y,z), joka kertoo milli to-
dennikoisyydelld  pisteestd (x,y,z) péddstdin r-
siteiseen origokeskiseen palloon. Télle on kohtuul-
lista olettaa, ettd 0 < P < 1 kaikkialla ja P = 1
r-siteisessd origokeskisessd pallossa. Lisdksi tuntui
jarkevalta olettaa, ettd P riippuu vain etdisyydesta
origoon, eikd napakulmasta. Itse asiassa tdmé& ominai-
suus todistettiin oikeaksi ruudukolla, joten rajapro-
sessin myoté se siirtyisi P:lle. Kolmas ominaisuus oli
tarkein. Tarkastelimme mielivaltaista pistettd ag ava-
ruudessa, ja se keskipisteené olevaa ry séteistd palloa.
Symmetrian perusteella oletettiin, ettd todenndkoisyys
pédstd keskipisteestd ympyrdn kehdn mielivaltaisel-
le pisteelle on vakio. Kokonaistodenn#koisyyden kaa-
van perusteella saatiin siis, ettd P(ag) on yhtd suu-
ri kuin keskiarvo luvuista P(z,y,z), missi (z,y,z2)
kay ldpi annetun pallon. Tdmé& on analyysissd hyvin
tunnettu ominaisuus. Sitd kutsutaan funktion P har-
monisuudeksi. Tarkastelemalla P:n Taylor-kehitelmaé
saimme, ettd P:n toisen kertaluvun osittaisderivaat-
tojen summa on aina nolla. Muodostunut yhtélo, eli
AP = 0, on nimeltddn Laplacen yhtélo. Téassd mer-
kitsimme A = 97 4+ 95 + 03, missé viimeistd termis
ei ole kaksiulotteisessa tapauksessa. Koska P riip-
pui vain etdisyydestd R origoon, niin mé&érittelimme
P(z,y,z) = G(R). Tamén jilkeen Laplacen yhtilo sai
muodon G”(R)+(n—1)/R-G'(R) = 0, missd n on ulot-
tuvuus. Tasossa siis G” + G'/R = 0. Tdmén yhtilon
ainoa alkuehdot toteuttava ratkaisu on vakiofunktio
G = 1. Kolmiulotteisessa avaruudessa saatiin ratkai-
suiksi G(R) = C1/R + C> joten piti analysoida lisdd
ruudukkomallia, jotta nihtiisiin, ettd G — 0, kun
R kasvaa rajatta. Muiden alkuehtojen kanssa saim-
me, etti G(R) = r/R, missd r on alkuperéisen ori-
gokeskisen pallon sdde. Siis tasossa aina paddytddn
alkupisteeseen, kun taas kolmiulotteisessa avaruudessa
todennékoisyys pienenee etédisyyden kasvaessa.

Viimeisin luento, jonka kuvailen, oli pedagogisesti
tarkein. Tihomirovin esitelmén nimi oli “lyhyt mate-
matiikan kurssi.” Sen aiheena oli Vendjian yliopiston
kahden ensimmaéisen vuoden opintojen ne tarkeimmét
asiat, joita tarvitaan melkein joka tutkimusalalla.
N&amé olivat lineaariset yhtélot, toisen asteen pinnat,
epélineaaristen yhtéléiden ratkaiseminen ja differenti-
aalilaskenta. Lisdksi néitd késiteltiin eri ulottuvuuk-
sissa: suoralla, tasossa, mielivaltaisen moniulotteises-
sa avaruudessa ja daretonulotteisessa avaruudessa. Esi-
merkkingd #&retonulotteisesta avaruudesta mainittiin
{9, jonka pisteet ovat muotoa x = (z1,x2,23,...),
missé ajatuksena on, ettd x:n “etdisyys” origoon
on &dédrellinen. Tavallisessa n-ulotteisessa avaruudessa
etdisyys origoon, normi, on \/z3 + 2% + ... + 22. Vas-
taavalla ajatuksella ddretonulotteisen avaruuden normi
on /2?2 + 23 + 22 + ..., eli /5 sisiltiid ne pisteet, joilla
x%+x%+x§+...<oo.

Lineaarisista yhtéloistd Tihomirov antoi esimerkin
Ax = b, missd A ja b olivat reaalilukuja. Téssé on kolme

tapausta. Jos A ei ole nolla, niin on tasan yksi ratkai-
su. Jos A = b = 0, niin on ddrettémén monta ratkaisua
ja jos A =0, b+ 0, niin ei ole yhtikdin ratkaisua. Ta-
sossa ja m-ulotteisessa avaruudessa ndimme vastaavan
ilmion, kun tulkitsimme, ettd A on n X n-matriisi ja b on
n x 1-sarakematriisi, eli vektori. Aérellisulotteisissa ta-
pauksissa olisimme yht# hyvin voineet sanoa, etti A on
lineaarikuvaus, eli A(ax+pfy) = aA(x)+8A(y) kaikilla
reaaliluvuilla «, 3 ja n-ulotteisen avaruuden pisteilld x
jay. Adretonulotteisessa tapauksessa Tihomirov kertoi
vastaavan tuloksen olevan totta, mikéli A:lle oletettai-
siin yksi lisdominaisuus. Tadm& tulos tunnetaan nimella
Fredholmin vaihtoehdot (Fredholm alternative), ja se
sanoo, ettd mikili A = I 4+ C, missé I on identtinen
operaattori ja C' on kompakti lineaarinen operaattori,
niin yhtélslld A(x) = b on joko ratkaisu kaikilla b tai
yhtélslla A(x) = 0 on epétriviaali ratkaisu.

Toisesta aiheesta, toisen asteen pinnoista, emme puhu-
neet suoraan, vaan tarkastelimme useamman muuttu-
jan toisen asteen polynomeja. Yksiulotteisessa tapauk-
sessa polynomi oli muotoa Q(x) = ax? + bx + c. Siir-
ryimme uuteen muuttujaan y = xb/(2a), jolloin saim-
me Q = ay? + ¢, missd ¢’ oli vakio. Toisen ulottu-
vuuden tapauksessa Q(z) = a12?3 + 2as7172 + azx3.
Téssé oli jétetty alempiasteiset termit huomioimatta.
Télloinkin oli olemassa kaéntyvé lineaarinen muuttu-
janvaihto y = y(x), jolla Q@ = A\y? + Aoy3, missi
kertoimet Ay ja Ao olivat vakioita. Vastaavasti n-
ulotteisessa avaruudessa saimme Q = A\jy? + lays +
..+ A\y2. Adretonulotteisessa tapauksessa tarkaste-
limme yllamainitun fo:n pisteitd. Madrittelimme Q:n
ddrettomén summan Q(x) = ) a;;z;x; avulla, missa
> afj on #érellinen. Tihomirovin mukaan oli myos tot-
ta, ettd on olemassa muuttujanvaihto, jonka avulla

QZZ/\iZ/iQ-

Epélineaaristen yhtéloiden ratkaisemisesta Tihomirov
kertoi vain erdén numeerisen algoritmin. Perusajatuk-
sena oli kysymys: “mitd jos yhtélod kuvaava funktio
olisikin lineaarinen?” Tihomirov kertoi, ettd jos nol-
lakohdan alkuarvaus on xg, niin funktion arvo en-
simméisessd pisteessd on f(xzg). Jos f olisi lineaarinen
ja sen kulmakerroin olisi A, niin oikea nollakohta oli-
si 29 — A1 f(wg). Tamin toteamiseksi riittés tarkas-
tella kulmakertoimen mééritelméd. Edellisestd saim-
me algoritmin x,11 = 7, — A1 f(z,). Se muistuttaa
Newtonin menetelmii, jossa onkin A = f’(x,). Téssd
tapauksessa A oli kuitenkin vakio. Seuraavaksi Tiho-
mirov todisti kaikissa &d#rellisulotteisissa tapauksissa,
ettd erdilld f:n ehdoilla algoritmi suppenee aina jo-
honkin tietyn etdisyyden péadssa olevaan nollakohtaan.
Asiretonulotteisessa tapauksessa sama on totta, kun-
han tulkitaan mitd f, A ja x ovat. Tihomirov antoi esi-
merkin, jossa “pisteind” tai muuttujina pidettiin valilla
[a,b] jatkuvia funktioita. Niiden véilinen “etéisyys”
médriteltiin funktioiden erotuksen itseisarvon maksi-
mina, eli dist(g,h) = max|g(z) — h(z)|. Algoritmis-
sa esiintyvéa f korvattiin epélineaarisella operaattorilla
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flyl(z) = y(x) —ya— [ g(t, y(t))dt ja X korvattiin ident-
tiselld kuvauksella. Téssé siis y oli vililld [a, b] jatku-
va funktio, kuten myoskin f[y], ja f[y] sai pisteessd x
ylldolevan kaavan mukaisen arvon f[y](x). Osoittautui,
ettd tdméa operaattori toteuttaa vaaditut ehdot. Tésta
seurasi, ettd alkuarvo-ongelmalla y'(z) = g(z,y(z)),
y(a) = y, on aina ratkaisu, joka on méiritelty vélilla
[a,a + €] jollakin positiivisella e. Kaiken tdmén jilkeen
Tihomirovilla ei ollut aikaa puhua differentiaalilasken-

nasta.

Loppumatka meni yllattdvan hyvin. Bussi Dubnasta
Moskovaan ei juuttunut mihink&4n ja matka kesti vain
kolme tai neljid tuntia. Junani 1dht66n oli vield viisi
tuntia aikaa, joten kévin parin kesdkoulun jirjestdjéin
kanssa turistikierroksella Kremlinin ympaéri. Illalla me-
nin junaan ja aamupiivilld olin takaisin Suomessa.
Kiitdn matkan rahoittajia ja jérjestdjid erinomaisesta
kesdkoulusta.
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