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Matematiikkapidivd Maunulassa 14.4.2007

Matematiikkapéivan jérjestivit Maunulan yhteiskou-
lun opettajat ja Marjatta Néadtdnen Helsingin yliopis-
tosta, ilmoittautumiset ja informaation hoiti LUMA-
keskus. Rahoitus saatiin LUMA-keskukselta ja Mau-
nulan yhteiskoululta. Paivéén osallistui lukion oppilai-
ta Munkkiniemen yhteiskoulusta, Olarin lukiosta, Res-
sun lukiosta ja Maunulan yhteiskoulusta ja Helsingin
matematiikkalukiosta.

Matematiikkapaivand joukko nuoria matikisteja ko-
koontui Maunulan yhteiskouluun ratkomaan to-
dennékoisyyslaskennan probleemoja. Aluksi Helsin-
gin yliopiston professori Elja Arjas luennoi aihees-
ta ”satunnaisuus ja todenni#kdoisyys”. Sen jilkeen
koululaiset sovelsivat oppimaansa laskuharjoituksis-
sa, joita ohjasivat tohtoriopiskelijat Matti Pirinen
ja Jukka Kohonen. Lisiksi Matti ja Jukka kertoi-

vat vaitoskirjatoistddn, joissa todennékoisyysmalleilla
on keskeinen osuus. Niin saatiin aavistus to-
denn#koisyyslaskennan kaytostd nykyaikaisessa biolo-
gisessa tutkimuksessa. Seuraavassa muutamia osallis-
tujien kommentteja.

”Oli hienoa tavata samanhenkisii matematiikasta kiin-
nostuneita nuoria.”

7Péivéan anti oli kiinnostava ja innostava.”

”Maunula tarjosi hyvéa ruokaa.”

Harjoitustehtavia

1. Erdan mikrobin genomin sekvenssissé esiintyy neljia
emisté frekvensseilld pa = pc = 0,3 ja pa = pr =
0,2. Seuraavassa tarkastellaan kahden eméksen muo-
dostamia ”sanoja”, joissa emésten oletetaan esiin-
tyvén toisistaan riippumatta.
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a) Esitd  niihin  sanoihin  liittyviit  to-
dennékdisyydet taulukkomuodossa.

b) Emikset A ja G ovat puriineja ja emikset C
ja T pyrimidiineja. Olkoon E tapahtuma ”sa-
nan ensimmaéinen emés on pyrimidiini” ja F
tapahtuma ”sanan toinen emés on A, C tai
T”. Madritd todennidkoisyydet P(E), P(F),
P(EUF), P(ENF).

¢) Olkoon G = {CA,CC}. Madritd silloin to-
dennikoisyydet P(G|E), P(F|G U E) ja
P(FUG|E).

. Kylakaupan kahdesta pyséakointipaikasta kumpikin
on keskiméérin 40 minuuttia tunnista varattuna ja
loput ajasta vapaana. Keskiméérin 32 minuuttia
tunnista ovat molemmat pysékointipaikat yhtaikaa
varattuina. Kaupalle saapuu samalla hetkelld kaksi
autoilijaa. Mikéd on todennékdisyys, ettd molemmat
padsevit heti nédihin pysékointipaikkoihin? (Yliop-
pilastehtévi, kevét 98)

. Koulusta  myohéstynyt  oppilas  my&héstyy
seuraavankin  koulupéivind 30 prosentin to-
dennékoisyydelld. Jos oppilas on tullut ajoissa kou-
luun, h&n myohistyy seuraavana koulupdivanéd 10
prosentin todennidkéisyydelld. Kuinka suuri on to-
dennékoisyys, ettéd oppilas tulee keskiviikkona ajois-
sa kouluun, jos h#én saman viikon maanantaina
my6héstyi koulusta? (Ylioppilastehtévi, keviit 92)

. Punavihersokeuden aiheuttaa yksi X-kromosomissa
sijaitseva geeni. Punavihersokeus méaraytyy geno-
tyypistd resessiivisesti, joten punavihersokean nai-
sen molemmissa X-kromosomeissa on oltava puna-
vihersokeuden aiheuttava geenivariantti eli alleeli.
Miehella punavihersokeuteen sen sijaan riittda yk-
si tallainen alleeli, koska Y-kromosomissa ei ole sille
vastinalleelia. Milld todennikéisyydelld perheeseen
syntyvé lapsi on punavihersokea, jos

a) molemmat vanhemmat ovat punavihersokeita?

b) isi ei ole punavihersokea, ja iti on punaviher-
sokeuden aiheuttavan alleelin kantaja, ts. vain
toisessa hdnen X-kromosomeistaan on punavi-
hersokeuden alleeli?

. Hatussa on pallo, joka on joko musta tai valkoinen
(yhté suurella todenniiksisyydelld kumpaakin). Hat-
tuun laitetaan valkoinen pallo, jonka jéilkeen sielté
nostetaan umpiméahkéadan pallo, joka on valkoinen.
Milla todennékoisyydelld hatussa oleva pallo on val-
koinen?

. Erailla laboratoriotestilla pyritddn turvallisuus-
syistd selvittdmédn sitd, ovatko verta luovutta-
maan tulleet henkil6t mahdollisesti HIV-viruksen
kantajia. Kaytdnnossd tdmé tapahtuu tutkimalla
kaikkien verenluovuttajien osalta, sisiltdako veri
HIV:n vasta-aineita. Oletamme testin herkkyyden

olevan 0,997, ts. testitulos on positiivinen t&lla to-
dennékdisyydelld, jos luovuttajalla todella on ve-
ressédn vasta-aineita. Toisaalta oletetaan, etti testi
antaa todennikoisyydelld 0,015 (vddrin) positiivi-
sen testituloksen silloinkin, kun vasta-aineita ei oi-
keasti ole. Oletamme, ettd HIV:n vasta-aineita on
viestossd noin yhdella tuhannesta ja ettd verenluo-
vuttajat eivit ole valikoitu otos viestostd. (Tamé
oletus voi kédytdnnossd olla hyvin epérealistinen!)
Milla todennékoisyydelld positiivisen testituloksen
saaneen henkilon veri siséltda oikeasti HIV:n vasta-
aineita?

. Naapuriin on muuttanut perhe, josta sinulle on ker-

rottu, ettéd heilld on kaksi lasta. Tarkastele seuraavia
tilanteitas:

a) Haluat tutustua heihin hieman lihemmin ja
soitat naapurin ovikelloa, jolloin avaamaan tu-
lee noin kymmenvuotias poika, arvatenkin toi-
nen perheen lapsista.

b) Talonmies, joka on nihnyt perheen molemmat
lapset, kertoo sinulle hieman arvoituksellisesti,
ettd ”ainakin toinen lapsista on poika”.

¢) Vastaa kummassakin tapauksessa kysymyk-
seen: Miké on todenndkoisyys, ettd molemmat
perheen lapset ovat poikia? Oletamme téssé,
ettd syntyvin lapsen sukupuoli madrdytyy kul-
lakin kerralla riippumattomasti ja ettd se on
molemmille sukupuolille 1/2.

. ("Monty Hallin ongelma”) Otat osaa viihdeohjel-

maan. Edessési on kolme laatikkoa. Juontaja pii-
lottaa yhteen laatikoista palkinnon (kaikki laatikot
ovat tidssd yhtd todennikoisid). Pelin sdédnnot ovat
seuraavat: Sinun tulee ensin valita yksi laatikoista.
Sitd ei avata heti, vaan seuraavaksi juontaja avaa
jommankumman muista laatikoista, valiten sen niin,
ettd se on tyhja. Jaljelle jaa kaksi suljettua laatik-
koa. Nyt saat avata jommankumman niistd. Kan-
nattaako sinun avata

a) alunperin valitsemasi laatikko vai
b) toinen jiljelld oleva suljettu laatikko?

Miké on todennékoisyytesi saada palkinto valinnoil-
la a ja b?

. (”Monty Hallin ongelman muunnelma”) Edessisi on

kolme laatikkoa. Juontaja piilottaa yhteen laatikois-
ta palkinnon (kaikki laatikot ovat téssd yhtd to-
dennikoisid). Sinun tulee ensin valita yksi laatikois-
ta. Sitd ei avata heti, vaan juontaja avaa summa-
mutikassa jommankumman muista laatikoista. Laa-
tikko osoittautuu tyhjiaksi. Kannattaako sinun nyt
avata

a) alunperin valitsemasi laatikko vai
b) toinen jiljelld oleva suljettu laatikko?

Mitké ovat voittotodennékoisyydet?
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Vihjeita ja vastauksia tehtaviin

1.

8.~

b) P(E) = 0,5; P(F) = 0,7; P(EUF) = 0,85;
P(ENF) =0,35.¢) P(G|E) =0,3; P(F|GUE) =
0,7; P(FUG|E)=0,.

. Merkitédin A = ”Paikka 1 varattu” ja B = ”Paik-

ka 2 varattu”. Todennékoisyyksien yhteenlaskukaa-
valla saadaan laskettua P(A U B). Mikd on tdméin
tapahtuman komplementti? (Vastaus 1/5.)

Jos merkitdin M = "myohéssd” ja A = "ajoissa”,
niin P(ke = Alma = M) = Plke = ANti =
Alma = M)+ Pke = ANti = M|ma = M).
(Vastaus 84 %.)

a) 1. b) 1/4.

Pallojen vireille on kaksi mahdollisuutta: (v,v)
tai (v,m), joissa ensimmiinen v viittaa alus-
sa néhtyyn valkoiseen palloon. Ennen nostokoet-
ta P[(v,v)] = P[(v,m)] = 1/2, mutta mitd on
P[(v,v) | nostettu v]? Kéytd Bayesin kaavaa! (Vas-
taus 2/3).

Jos T merkitsee tapahtumaa ”positiivinen testi-
tulos” ja H tapahtumaa ”oikeasti HIV:n vasta-
aineita”, tehtdviand on laskea ehdollinen to-
dennékoisyys P(H |T). Kéytd Bayesin kaavaal
(Vastaus: 6,2 %.)

Ongelmaa on kisitelty Wikipediassa http: //en.wiki-
pedia.org/wiki/Boy_or_Girl. (Vastaus: a) 1/2. b)
1/3.)

9. Oikea ratkaisu selityksineen ja hiukan tehtdvin
véarikédsté historiaa 16ytyy mm. Wikipedia-sivulta
http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_prob-
lem. (Vastaus: 8a) 1/3 ja 8b) 2/3. 9a) 1/2 ja 9b)
1/2.)

Oppilaat kuuntelevat kiinnostuneina FElja Arjaksen
luennointia satunnaisuudesta ja todennakoisyydesta.

Oppilaita tekeméssé laskuharjoituksia Matti Pirisen ja
Pekka Kontkasen (Munkkiniemen yhteiskoulun lukio)
ohjauksessa.



