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Mercatorin kartta

Antti Rasila
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Matematiikasta yleistajuisesti kirjoittamisen tekee
usein haasteelliseksi konkreettisten esimerkkien ja so-
vellusten puute, kisitteiden abstraktius sekéd se, et-
td lukijalla vain harvoin on aikaisempaa kokemusta
kirjoituksessa késiteltidvista asioista. Arkipédivin mate-
matiikkaa esittelevit kirjoitukset keskittyvét yleensd
kauppalaskujen kaltaisiin yksinkertaisiin sovelluksiin,
jotka eivit ole matemaattisina ongelmina mielenkiin-
toisia.

Téssé kirjoituksessa tarkoituksenani on kertoa Merca-
torin kartasta, jonka uskoisin olevan entuudestaan tut-
tu jokaiselle lukijalle. Se on maailmankartta, joka 15y-
tyy jokaisesta koulun maantiedonkirjasta. Aikanaan
Mercatorin kartta mullisti merenkulun. Se on autta-
nut laivoja, lentokoneita ja valloitusarmeijoita 10ytéa-
mé#dn perille vuosisatojen ajan. Erdille tdma kartta on
eurooppalaisen hegemonian ja kolonialismin ajan ajat-
telutavan symboli. Jotkin maat ovat kieltdneet sen kéy-
ton kouluissa. Lisiéksi Mercatorin kartta on puhtaan
matematiikan kannalta mielenkiintoinen konstruktio ja
siséltéad lukuisia geometrisen funktioteorian ja differen-
tiaaligeometrian keskeisisté ajatuksista. Himméstytta-
vintéd on, ettd kartta on perdisin vuodelta 1569, ajalta
ennen differentiaali- ja integraalilaskentaa ja Descarte-
sin analyyttistd geometriaa.

Oma kiinnostukseni Mercatorin karttaan herési kuul-

tuani aiheesta tieteellisessé konferenssissa pari vuotta
sitten. Aihe ei esiinny maantiedon koulukursseissa — eh-
ké siksi, ettd se on matemaattisesti liian vaativa — eika
myoOskadn matematiikan kursseissa koulussa tai yliopis-
tossa. Maanmittauksen alan kirjat esittiavit konstruk-
tion lopputuloksena olevan kaavan mutta eivét itse kon-
struktiota. Tdmé& on mielesténi vahinko, koska kartta
on erds parhaista esimerkeisté, jossa deduktiivista ma-
temaattista padttelyd voidaan kayttdaa konkreettisen ja
maallikollekin helposti esitettdvin ongelman ratkaise-
miksi. Konstruktio toimii my6s havainnollisen johdan-
tona moniin matemaattisiin ilmioihin, kuten derivaat-
taan, differentiaaliyhtéléihin, konformikuvauksiin, Rie-
mannin pintoihin ja epéeuklidiseen geometriaan.

Kartan piirtimisesta

Thanteellisessa tapauksessa maailmankartta olisi iso-
metrinen. Tamé& tarkoittaa sitd, ettd kartalla mitatut
etdisyydet vastaavat mittakaavan suhteessa suoraan
etéisyyksid maastossa. Maapallon pyoreydesti johtuen
téllaisen kartan laatiminen on todellisuudessa mahdo-
tonta, paitsi tietenkin pallokarttana.

Koska pallokartat ovat epakiytannollisia, tédssa tarkas-
tellaan ainoastaan tasoon piirrettyja karttoja. Isomet-
risen kartan mahdottomuus voidaan havaita ajattele-
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malla pallon pinnalle piirrettyd ympyraé ja sen sddetté.
Tésséd keskipisteen oletetaan olevan myos pallon pinnal-
la. Tasossa ympyrén sédteen ja kehén pituuden suhde on
2. Kartan oletetusta isometrisyydestéd johtuen saman
tulisi siis olla totta my6s pallon pinnalla, kun kahden
pisteen vilinen etaisyys ymmaérretdéan lyhimmaén pallon
pinnalla olevan polun pituutena. Pallon pinnalla kui-
tenkin suhde on aina eri, véaristymisen suuruus riippuu
ympyrin siteesti. Siksi tasoon piirretty kartta kuvaa
aina pallon pinnan osaa jossakin mittasuhteita vasris-
tavéssa karttaprojektiossa, vaikka karttoihin liittyvasta
késitteestd mittakaava voisikin péstelld toisin. Virheen
suuruus riippuu kartalla esitettdvin alueen laajuudes-
ta. Monissa karttaprojektioissa, mm. Mercatorin pro-
jektiossa, navat sijaitsevat ”ddrettoman kaukana” misté
tahansa muusta pisteesté.

Gerardus Mercator

Gerard Kremer (5.3.1512 — 2.12.1594) syntyi Rupel-
mondessa, lihelld Antwerpenid. Hénen vanhempan-
sa olivat saksalaisia kauppiaita, jotka olivat paenneet
Flanderiin uskonsotia ja protestantteihin kohdistuneita
vainoja. Monien aikansa oppineiden tavoin hén latinisoi
nimensé, ja se tunnetaan paremmin muodossa Gerar-
dus Mercator. Mercator opiskeli Leuvenin yliopistossa
kuuluisan humanistin ja naytelméakirjailijan Macrope-
diuksen oppilaana.

Hén kuitenkin pettyi teologian ja filosofian opintoihin,
joiden tarjoamat selitykset eivéit hdnen mielestdén tyy-
dyttavilla tavalla kuvanneet maailmaa. Mercator mat-

kusteli laajasti, mutta palasi kuitenkin takaisin Leuve-
niin, télla kertaa aikakauden johtavan matemaatikon ja
tahtitieteilijin Gemma Frisiuksen oppilaaksi. Frisiuk-
sella oli muitakin kuuluisia oppilaita, kuten tahtitie-
teiliji Johannes Stadius ja my6s okkultistina tunnet-
tu Englannin kuningatar Elisabet ensimméisen neuvo-
nantaja John Dee. Frisiuksen mukaan on myds nimetty
kraateri Kuussa.

KuvA: Mercatorin maailmankartta vuodelta 1569 (1&hde: Wikipedia).
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Mercator perehtyi karttojen valmistamiseen tyosken-
nellessidén Frisiuksen oppilaana, joka oli tehnyt monia
merkittdvid alaan liittyvid keksintéjéa, kuten kolmio-
mittauksen sekd menetelméan pituuspiirin magrittami-
seksi, kun kellonaika tunnetaan tarkasti. Ensimmaéainen
Mercatorin itsenéisesti valmistama kartta on vuodelta
1537 ja esittdé Palestiinaa. Tétd seurasivat maailman-
kartta (1538) ja Flanderin kartta (1540). Vuonna 1544
Mercator sai tuomion kerettildisyydesté, syyné tdhan
hénen runsas matkustelunsa seké protestanttiset né-
kemyksensi. Seuraavat seitsemén kuukautta kuluivat
vankilassa.

Vuonna 1554 Mercator muutti Duisburgiin, syita tdh&n
ei tiedetéd. On arveltu, ettd hin saattol lihted Alanko-
maista uskonnollisista syisté, tai hdn oli kuullut suun-
nitelmista uuden yliopiston perustamiseksi. Mercator
opetti matematiikkaa Duisburgin yliopistossa ja samal-
la kehitti uutta karttaprojektiota. Vuonna 1569 héan jul-
kaisi merkittdvimmsén tyonsé, kuuluisan maailmankar-
tan Nova et Aucta Orbis Terrae Descriptio ad Usum
Nauvigatium Emendate, uusi ja tarkka maapallon esitys
kéytettdvaksi merenkulussa. Mercator otti myos kayt-
toon sanan atlas merkitsemé&in useista lehdistd muo-
dostettua karttaa, jonka lehdet yhdessd muodostavat
kolmiulotteisen avaruuden pinnan esityksen. Vaikka sa-
nalla nykya#n tarkoitetaan usein mitd hyvénsi kart-
takirjaa, sitd kdytetdén edelleen (1&hes) alkuperdisessi
merkityksessd Riemannin pintojen teoriassa ja yleisem-
min differentiaaligeometriassa.

Sylinteriprojektio

Sylinteriprojektioksi kutsutaan sellaista karttaprojek-
tiota, jossa leveyspiirit kuvautuvat kartalla vaakasuo-
riksi viivoiksi ja pituuspiirit pystysuoriksi viivoiksi. Esi-
merkki sylinteriprojektiosta on keskisylinteriprojektio,
joka saadaan kuvaamalla pallon pinnalla olevat pis-
teet pallon keskipisteen kautta piirrettya suoraa pitkin
palloa sivuavan lierién pinnalle ja lopuksi levittamaél-
14 lierié auki. Keskisylinteriprojektio ei kuitenkaan ole
Mercatorin projektio.

Kuva: Sylinteriprojektio Carlos  Furuti

(lahde:
http://www.progonos.com/furuti/).

Mercatorin projektio on konforminen, eli se sailyttad
kahden kéyrén vélisen kulman niiden leikkauspisteessé.
Se on ainoa konforminen sylinteriprojektio. Ta&ma omi-
naisuus on hyodyllinen karttaprojektiolla, koska t&lloin
kartalta tehdyt mittaukset vastaavat maastosta mitat-
tuja suuntia. Koska pituus- ja leveyspiiri on mahdollis-
ta selvittdd mittaamalla taivaankappaleiden korkeuk-
sia, ja suunta kompassia kdyttadmalld, se soveltuu erit-
tdin hyvin navigointiin.

Mercatorin projektion konstruktio

Mercator ei esittényt karttaprojektiolleen matemaat-
tista selitystd. Vuonna 1599 englantilainen matemaa-
tikko Edward Wright keksi miten projektio tehddin
matemaattisesti. Tarkastellaan pientd tonttia, jonka
eteldraja on leveyspiirilla ¢. Tontin rajat ovat pituus-
ja leveyspiirien suuntaiset ja seké lansi- etté eteldarajan
pituus on h. Jotta Mercatorin projektio voisi toimia,
on tontin kuvan kartalla oltava nelio. Merkitdan tontin
lansirajan pituuspiirid A:lla.

h/cos ¢

2 A X

Kuva: Mercatorin karttaprojektion konstruktio.

Merkitéin kuvapistettd (z,y) ja valitaan « = X. Jéljel-
le jaa laskea miten saadaan y. Geometrisesti voidaan
paitelld (ks. kuva), etté leveyspiirid ¢ vastaava venytys
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karttaprojektiossa on 1/ cos ¢. Siis tontin, jonka leveys
on h, leveys kartalla on h/ cos ¢. Siksi my6s korkeuden
on oltava h/ cos ¢.

Selvésti kuvapisteen y-koodinaatti riippuu vain leveys-
piiristd ¢. Voidaan siis merkitd y = F(¢), missd F
on aidosti kasvava funktio. On selvitettdva mika F' on.
Tontin kuvasta kartalla saatiin yht&lo, joka voidaan kir-
joittaa F':n avulla

F(¢+h)=F(p)+ h/cosd,

eli
F(p+h)—F(¢) 1

h cos¢’

Kun h — 0, saadaan F’'(¢) = 1/ cos ¢. Kiinnittdmél-
14 pédivantasaajan kuva kartalla tasolle y = 0, saadaan
y-koordinaattille kaava

ol
F(g) = / | (1)
0

Valittettavasti geometrinen konstruktio tehtiin ennen
differentiaali- ja integraalilaskentaa, ja integraalia (1)
ei osattu laskea, vaikka se nyky&dn onkin peruskurs-
sitasoa. Integraalin likiarvoja julkaistiin taulukkoina
kaytettavaksi merenkulussa. John Napier keksi vuonna
1614 logaritmifunktion, ja 1620 julkaistiin trigonomet-
risten funktioiden logaritmeja siséltanyt taulukkokirja.
Taulukkokirjoja tutkiessaan Henry Bond huomasi sat-
tumalta 1640, etta

@
/ co(it(t) =1In (tan(¢/2 + 7/4)).
0

Téamén tuloksen todistaminen séilyi kuitenkin avoime-
na ongelmana aina vuoteen 1668, jolloin James Grego-
ry julkaisi sille (erittdin monimutkaisen) todistuksen.
Mercatorin projektio voidaan siis méaéritelld kaavalla

(z,y) = (A, In (tan(¢/2 4+ 7/4))),

missé ¢ on pallon pinnalla olevan pisteen leveyspiiri ja
A sen pituuspiiri.

Loksodromit

Loksodromi on kéyri, joka syntyy edettiessd johon-
kin kiinnitettyyn kompassisuuntaan. Loksodromi koh-
taa jokaisen pituuspiirin samassa kulmassa. Mercato-
rin projektiossa suorat kartalla vastaavat loksodrome-
ja. Loksodromin idean keksijé on portugalilainen ma-
temaatikko Pedro Nunes (1502-1578).
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KuvA: Pedro Nunes kuvattuna portugalilaisessa posti-
merkissd (14hde: Wikipedia).

Loksodromit ovat hyodyllisid navigoitaessa kompassin
avulla, mutta eivit kuitenkaan (yleensd) anna lyhin-
té reittid (ks. kuva) kahden pisteen vélilli. Téstd huo-
limatta loksodromeja kéytettiin mm. lentoliikenteen
reittien suunnittelussa 1960-luvulle saakka, jolloin ne
korvautuivat isoympyran kaariin perustuvilla reiteill&.

Kuva: Loksodromi muistuttaa pallokartalla spi-
raalia, mutta sen kuva Mercatorin kartalla on
suora. Loksodromi ei kuitenkaan anna lyhintd
reittid, joka on alemmassa kuvassa suoran pai-
tepisteitd yhdistdvd kaari (ldhde: Carlos Furuti

http://www.progonos.com/furuti/).
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KuvA: Pinta-alojen va#ristyminen Mercatorin projek-
tiossa (lihde: Wikipedia).

Poliittinen maailmankartta?

Maailmankarttaa laatiessaan Mercatorin tavoitteena
oli luoda mahdollisimman hyvi apuviline merenkul-

kijoiden kéytettdvaksi. Mercatorin projektio ei siilyta
pinta-aloja. Esimerkiksi Gronlanti ndyttaa projektiossa
suunnilleen samankokoiselta kuin Afrikka. Todellisuu-
dessa Afrikka on pinta-alaltaan noin 13-kertainen.

Kartan ominaisuuksista seuraa, ettd kaukana péi-
vintasaajalta olevat alueet ovat kartassa suurem-
pia kuin todellisuudessa. Saksalainen yhteiskuntatie-
teiliji Arno Peters (1916 — 2002) esitti teokses-
saan Die Neue Kartographie/The New Cartography
(1983) voimakkaita syytoksid kartanpiirtéjid kohtaan.
Héanen mukaansa karttojen pyrkimyksenid on esittéda
rikkaat pohjoiset teollisuusmaat todellista suurem-
pina ja siten merkittdvampind. Petersin esittdmén
“tasa-arvoisen” maailmankartan voi tilata osoitteesta
http://www.petersmap.com/.

Vaikka Petersin kritiikki vaikuttaakin perusteettomalta
kartan takana olevaa matematiikkaa tuntevalle, kartat
toki muokkaavat ihmisten maailmankuvaa monin ta-
voin. Mercatorin kartan hyodyllisyys kompassin avul-
la tapahtuvassa merenkulussa on tehnyt siitd suositun
monissa sellaisissa asioissa, joihin se ei sovellu. Esimer-
kiksi koulumaantiedon opetuksessa pinta-alat ja etéi-
syydet ovat varmastikin kartan konformisuutta tér-
kedmpia ominaisuuksia.
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