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Helsingin ammattikorkeakoulu Stadia

Johdanto

Matematiikan vilineilld reaalimaailman ilmi6t pyritdédn
pelkistam&dn niin, etté jiljelle ja& oleellinen informaa-
tio ja vain se. Esimerkiksi taivaankappaleiden liikera-
toja tarkasteltaessa on useimmiten yhdentekevid, mi-
k& on kappaleen tarkka muoto tai tiheysjakauma; sen
sijaan tdhti ajatellaan sen painopisteeseen sijoitettuna
pistemassana vailla ulottuvuuksia. Tiheysjakauman ja
muun turhan informaation ottaminen mukaan malliin
tekisi sen vaikeammin késiteltdviksi ilman, ettd moni-
mutkaisesta mallista suurella vaivalla laskettu liikera-
ta olisi oleellisesti tarkempi kuin yksinkertaisesta mal-
lista helposti ratkaistava rata. Samalla tavoin seinin
lapi kulkevaa #déniaaltoa laskettaessa seinédn ajatellaan
koostuvan yhdesté tai useammasta tasapaksusta ker-
roksesta, joilla ei ole hienorakennetta. Matemaattisen
siledt pystysuorat tasot erottavat kerrokset teravésti
toisistaan ja ympéroivastd homogeenisesta ilmasta.

Téssé kirjoituksessa suhtaudutaan kriittisesti funktion
késitteeseen ja yleistetdéin se distribuution késitteek-
si. Jalkimmaé&inen auttaa karsimaan mallista epéolen-
naisuuksia. Sen avulla differentiaalilaskennan valtava
voima ulotetaan sinnekin, missé derivointia ei klassises-
sa mielessé voida tehd&. Distribuutiot tekevit mahdol-
liseksi kaikenulotteisten tiheysjakaumien (pistemassat,
pistemaiiset dipolit, pintavaraukset jne.) tdsmillisen ké-
sittelyn. Distribuutioderivaattaan on sisdanrakennettu-
na mekanismi, joka generoi automaattisesti eréét fysii-

kan sovelluksissa esiintyvét alkuehdot ja materiaalira-
japintaehdot. Distribuutioiden ansiosta taajuusanalyy-
sissa ei tarvitse rajoittua #érellisen energian omaaviin
signaaleihin. Esityksen yksinkertaisuuden ja selkeyden
vuoksi téssd késitellddn ainoastaan yksiulotteisia mal-
leja. Tarkasteltavat késitteet ja tulokset yleistyvat kui-
tenkin useampaan ulottuvuuteen.

Distribuution erikoistapaus on mitta. Sitd voidaan ha-
vainnollistaa jakaumana (engl. ja ransk. distribution),
joka voi kuvata esimerkiksi massan, sdhkonjohtavuu-
den tai todennékoisyyden jakautumista. Fyysikko Paul
Diracin (1902-1984) mukaan nimetty Diracin mitta tai
Diracin delta (ks. kappale Distribuutiot ja Diracin del-
ta) kuvaa yhteen ainoaan pisteeseen keskittynyttd ti-
heysjakaumaa. Deltaa voitaisiin luonnehtia sellaiseksi
normaalijakaumaksi, jossa keskihajonta on degeneroi-
tunut nollaksi. Dirac esitteli deltan 1920-luvulla, mutta
tiettavasti sitd kdytti jo 1800-luvulla Oliver Heaviside
(1850-1925) — kauan ennen varsinaisen distribuutio-
teorian syntyd. Heaviside ja Dirac késittelivit deltaa
kuin se olisi vain omituinen funktio. Erdét lihteet pi-
tavat distribuutioiden isdné venélédistd matemaatikkoa
Sergei Sobolevia (1908-1989). Han kiytti nykydistri-
buutioita ldheisesti muistuttavia funktion yleistyksié
tutkimuksissaan 1930-luvun loppupuolella. Varsinaisen
distribuutioteorian kehitti kuitenkin ranskalainen Lau-
rent Schwartz (1915-2002) vuosina 1944-1948, Sobo-
levista riippumatta. Vaikka nimitys distribuutio viit-
taa mittaan, kaikki distribuutiot eivét ole mittoja. Esi-
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merkkind mainittakoon deltan derivaatta.

Mita vikaa funktioissa?

Reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio f : R — R on
sdanto, jolla reaalilukuun z liitetdéin sdénnon yksikésit-
teisesti médrdadamai reaaliluku y = f(x), joka siis yleensi
riippuu luvusta x. Téllainen funktiokésite sallii esimer-
kiksi funktion g méa#rittelemisen asettamalla

T EL

241 > (1)

g(z) = { 22

Useimmissa reaalimaailman malleissa funktion arvot
yksittéisissa pisteissé ovat kuitenkin merkityksettomié;
sen sijaan keskiarvon tyyppiset tunnusluvut ovat oleel-
lisia. Esim. tyypillisessa fysiikan mittauksessa havain-
noidaan jotakin ilmiota hetken aikaa, ja mittaustulos
on jonkinlainen keskiarvo — sen muodostumiseen tar-
vitaan pieni aikavéli. Integroituvan funktion f valilld
[a, b] saamien arvojen keskiarvo on

b oo
Afab) = ;= [0 = [ f@)puste)ds, @)

missé

1/(b—a), z€]la,b
() = { S ¢ {a b}. (3)
Funktion f arvo kussakin pisteessé x voitaisiin korvata
raja-arvolla

T+e

lim — t) dt.
1r(r)1 25/f

Valitettavasti raja-arvoa (4) ei ole aina olemassa.l Nii-
den pisteiden joukko, joissa raja-arvoa ei ole olemassa,
on kuitenkin hyvin pieni; matemaatikot puhuvat nol-
lamittaisesta joukosta. Hieman yksinkertaistaen sanot-
tuna sellaisen joukon osasten yhteenlaskettu pituus on
nolla. Ei merkitse oleellista va#dryyttd sopia funktion
f(x) arvoksi nolla niissé poikkeuspisteissi. Télld ta-
voin keskiarvoistetut funktiot sisdltdisivit useimmiten
kaiken oleellisen informaation. Liséksi niissd on se hy-
vi piirre, ettd kaksi keskiarvoistettua funktiota eroa-
vat toisistaan vain, jos ne eroavat toisistaan oleellisesti
— niiden olisi mahdotonta saada eri arvot pelkédstddn
esimerkiksi erillisisté pisteisté koostuvassa, kokonaislu-
kujen joukon Z kaltaisessa joukossa. Esimerkin (1) ta-

pauksessa g(z) = 2.

f(x) = lim Af(z—e,x+¢)

e—0t

Testifunktiot

Funktion térkeiden piirteiden tuntemiseksi riittda siis
tietdd integraalien

7f(x)90a,b(x) dz

arvot “testifunktioilla” ¢4 4, kun a,b € R, a < b. Di-
stribuutioteoriassa on tdménkaltainen ldhtokohta. Siel-
14 otetaan testifunktioiksi epéjatkuvien funktioiden
©a,» asemesta kaikki sellaiset funktiot ¢, jotka havidvét
(so. saavat arvon nolla) jonkin funktiosta ¢ riippuvan
rajoitetun vilin ulkopuolella, ja joilla on kaikkien ker-
talukujen derivaatat jokaisessa lukusuoran R pisteessé.
Silloin sekd ¢ ettd kyseiset derivaatat ovat derivoitu-
vina funktioina myos jatkuvia. Téllaisten funktioiden
joukkoa merkitddn D(R). Suljetun viilin [a, b] ulkopuo-
lella hévidvien testifunktioiden joukolle kdytetain téssé
merkintdd D(a, b). Integraalia

- [ 1@, )

sanotaan funktion f arvoksi testifunktiolla ¢. Jos
© el saa negatiivisia arvoja, ja

oo

/(p(a:) de =1, (6)

— 00

funktio ¢ on ns. painofunktio, ja integraali on
funktion f painotettu keskiarvo. Kun f on jatkuva,
x € R ja € on riittdvén pieni positiivinen luku, pai-
nofunktiolla ¢ € D(z — &,x + €) painotettu keskiarvo
on lihelld funktion tarkkaa arvoa f(x), sitd ldhempéni
mitéd pienempi € on.

Millaisia testifunktioita sitten on olemassa? Ainakin va-
kiofunktio 0 kelpaa testifunktioksi. Toinen kelvollinen
testifunktio on

M-1el/(@®=1)
M@={ o

1
M= /el/(ﬁ*l) dx
21

—-l<z<l1
muulloin, (7)

missé

L Jos oletetaan, ettd funktio f on rajoitetusti heilahteleva rajotetuilla vileilld, raja-arvo on olemassa kaikissa pisteissd x.

Funktio heilahtelee rajoitetusti vililld [a, b], jos summilla

n

STt -

k=1

fte—1)l,

a<tg <t <...

<tn <b,

on olemassa yhteinen &érellinen yldraja, jota suuremmiksi ne eivit voi tulla.
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Sen derivoituvuusominaisuuksien tarkistaminen valin
[—1,1] padtepisteissé jad lukijalle? Funktion ¢ kuvaa-
ja on piirretty kuvaan 1.

081
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04}
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Kuwva 1. Testifunktion ¢ kuvaaja vélilld [—1, 1].

Siirtamallé ja skaalaamalla funktiosta ¢ saadaan koko-
nainen parvi

1 T —x
¢mm@):—¢( °>,xoeR,peR,p>m
p p
(8)

testifunktioita, jotka toteuttavat ehdot
(a) ¢zg,p(z) > 0 kaikilla z € R,

(b) @ug.p(x) > 0 vain, kun zg — p <z < zo + p, ja

(c) 7¢x0,p(x) de = 1.

Distribuutiot ja Diracin delta

Koska funktion f arvoista yksittéisissé pisteissé ei olla
kiinnostuneita, riittdd tuntea kuvaus

DR) =R, ¢~ (f ), 9)

milla tarkoitetaan siis funktion f arvojen tuntemista
eri testifunktioilla. Integraalin ominaisuuksista seuraa
testifunktioille ¢ ja 1 seké vakioille a ja § yhtélo

(f; a0+ B) = alf, ) + B(f,4).

Tillsin sanotaan, ettd kuvaus (9) on lineaarinen. Se
on myos jatkuva, mutta ennen jatkuvuuden tdsmaéllista

(10)

maédrittelemista pitda sopia siitd, mité tarkoitetaan tes-
tifunktiojonon suppenemisella. Alla "nollas derivaatta”
¢ tarkoittaa itse funktiota ¢ € D(a,b) ja

(11)

ol = Jnax, lo(x)] = max ()]

on suurin jatkuvan funktion x — |p(z)| suljetulla vi-
lill4 [a, b] saamista arvoista.

Madritelmd 1. Testifunktioiden ¢, € D(R) jono
suppenee kohti testifunktiota ¢ eli lim ¢, = @, jos
n—oo

seuraavat ehdot ovat voimassa:

(a) On olemassa sellaiset luvut a ja b ettd ¢, €
D(a,b) olipa n mikd positiivinen kokonaisluku ta-
hansa.

(b) Jos r on positisvinen kokonaisluku tai nolla,

lim || — ]| = 0.

n—oo

(12)

Lineaarisen kuvauksen v : D(R) — R arvoja on tapa-
na merkitd u(p) = (u, @), vaikka kyseessi ei olisikaan
nimenomainen kuvaus (9).

Maaritelmé 2. Lineaarinen kuvaus

u:DR) =R, ¢ (u)

on jatkuva, jos

lim ¢, =0. (13)

lim |[{u,¢,)| =0 aina, kun
n—oo n—oo

On helpohko harjoitustehtivi osoittaa, ettd kuvaus (9)
on jatkuva edellisen méaritelmén mielessil3 Tissi vai-
heessa monella lukijalla on varmaankin jo aavistus sii-
td, miten funktion késite yleistetddn distribuution ka-
sitteeksi:

Maadritelma 3. Jatkuvia lineaarisia kuvauksia u
D(R) — R sanotaan yleistetyiksi funktioiksi eli di-
stribuutioiksi. Niiden joukkoa merkitiin D'(R).

Kun funktio f : R — R liittdd reaalilukuun x reaa-
liluvun f(x), distribuutio v : D(R) — R liittdd testi-
funktioon ¢ reaaliluvun (u, ¢). Jos funktio f tulkitaan
distribuutioksi yhtélén (5) kautta, sen arvo (f,¢) on
erdénlainen yleistetty, paikallinen, testifunktiolla ¢ pai-
notettu keskiarvo funktion f tavallisista arvoista f(x).
Kaikki distribuutiot eivét suinkaan ole funktioita. Kuu-
luisin téllainen distribuutio on deltadistribuutio eli
Diracin delta d,,, joka médritelldan yhtalolld

<6$07(p> = (,0(.’170). (14)

Lause 1. Diracin delta on distribuutio.

2Lukion pitkin matematiikan tiedoilla teht#vi lienee vaativa. Ratkaisussa voidaan kiyttii differentiaalilaskennan viliarvolausetta
ja eksponenttifunktion kasvuominaisuuksia suhteessa rationaalifunktion kasvuominaisuuksiin.

3Integraali (f, ) ldhestyy nollaa jo silloin, kun pelkistiin ||¢n|| lihestyy nollaa. Derivaattoja ei siis tarvitse kisitells.
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Todistus: Jos « ja § ovat vakioita ja ¢ sekd 1 testi-
funktioita,

(09, v + B) (v + Br)(x0)

= ap(zo) + (o)
= a(éwo,@ +6<6a:07'(/)>

Siis 05, on lineaarinen. Jos testifunktioiden ¢,, jono
suppenee kohti nollatestifunktiota, erityisesti

Jim[fion]] = 0.
Silloin
{920, ¢n)| = @n(z0)| < max|gn(z)] = [lenll = 0,

kun n — oco. Siis §,, on jatkuva. O

Vaikka d,, ei olekaan funktio, sen voidaan ajatella syn-
tyvén yhtalon médrittelemien testifunktioiden ¢y, ,
raja-arvona, silla

11%1+<¢$oypa(p> = Pt

= @(x0) = (0ag, )

Lukijaa kehotetaan nayttdméain toteen, ettd au+ v on
distribuutio aina, kun « ja (8 ovat vakioita ja u sekd v
distribuutioita. Tdmé& havainto antaa menetelméan kon-
struoida tunnetuista distribuutioista uusia. Testifunk-
tioita rakennettaessa voidaan kéyttdd hyviksi myos
seuraavaa aputulosta, jonka todistus sivuutetaan:

Lemma 2. Olkoon funktiolla [ kaikkien kertalukujen
deriaatat avoimella vililld |a,b]. Jos a < ¢ < d < b,
on olemassa testifunktio ¢ € D(a,b), joka yhtyy funk-
tioon [ suljetulla vdlilli [c,d]; ts. o(x) = f(x) kaikilla
x € [c,d].

Esimerkki 1. Ajatellaan kahta toisiaan vakioetdisyy-
delld kiertdvdd tdhted, joiden massat ovat my ja ma.
Sijoitetaan x-akseli kulkemaan tdhtien painopisteiden
kautta. Silloin x-akseli pyorii tdhtien mukana. Valitaan
tahtiparin painopiste origoksi, ja merkitddn yksittdis-
ten tdhtien paikkakoordinaatteja x1 ja xo. Jos tdhtipa-
ri halutaan ndhdd kokonaisuutena, sen matemaattiseksi
malliksi voidaan valita distribuutio u, = (mq 4+ ma)do.
Mikali tdhtien pitdd erottua toisistaan, malliksi otetaan
Ve = M10y, + Maby,. Tdhtien massat ja sijainnit saa-
daan tarvittaessa selville "pommittamalla” malleja tes-
tifunktioilla samaan tapaan kuin hiukkasfyysikko pom-
mittaa atomiytimid:

(m1 +ma2) »(0),
m1p(x1) + map(z2).

<u*7 §0> =
<U*7 @) =
Testauksessa on ikddnkuin kdytettivissd tietokoneohjel-

ma, joka tulostaa tapauksessa (1) luvun (uy, @) ja ta-
pauksessa (16) vastaavasti luvun (v, ) milld tahansa

testifunktiosydtteelld p. Sopivia sydtteitd kdayttimdalld
ja ohjelman tulosteita tutkimalla pitdisi selvittdda, mitkd
ovat ohjelman sisdiset parametrit my, ma, x1 ja x3. Jos
esim. tdhtien yhteenlaskettua massaa ei tiedetd, se saa-
daan selville mallista u, sellaisella testifunktiolla g,
jolle ¢o(0) # 0; nimittdin (u., po) = (m1 +m2) o(0),
jolloin m1 + ma = (u«, o) /0 (0).

Tehtava 1. Lukijaa pyydetdin miettimddn testifunk-
tiostrategia, jolla saadaan mahdollisimman vaivatto-
masti selville kummankin tdhden massa ja sijainti mal-
lista v,.

Distribuution derivaatta

Jos funktiot f ja g derivaattoineen ovat jatkuvia valilla
[a, b], pétee osittaisintegrointikaava

jfmmmmz/zmmm—fmwwa

Korvaamalla ¢ testifunktiolla ¢ € D(a,b) keskimméi-
nen termi havida ja integroinnit voidaan ulottaa yli ko-
ko lukusuoran:

/f@M@Nmz—/ﬂ@d@Mw (17)

Yhtélon (17) oikea puoli on méiritelty silloinkin, kun f
ei ole derivoituva eiké edes jatkuva. Riittda, kun f on
integroituva valilla [a, b]. Jos integroituvalle funktiolle
h pétee

[e.°]

/ﬁuwumxz—/ﬂmwumx (18)

kaikilla ¢ € D(R), funktiota h sanotaan integroitu-
van funktion f heikoksi derivaataksi. Yhtils (17)
osoittaa, ettéd heikko derivaatta on derivaatan késitteen
yleistys. Kirjoittamalla kaava muotoon

(f's o) =—(f,¢")

saadaan vihdoin ilmiselva vihje siitd, miten distribuu-
tioderivaatta tulee méaaritella:

(19)

Maaritelma 4. Distribuution v distribuutioderi-
vaatta eli lyhyesti derivaatta on kuvaus

u:DR) =R, (W, 0) =—(u,¢).  (20)

Yhtdls (17) osoittaa, ettéd derivoituvan funktion klas-
sinen derivaatta distribuutioksi tulkittuna on samalla
distribuutioksi tulkitun funktion distribuutioderivaat-
ta.

Lemma 3. Distribuution derivaatta on distribuutio.
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Todistus: Jos « ja § ovat vakioita ja ¢ sekd 1 testi-
funktioita, distribuution v lineaarisuuden nojalla

(u', a0 + BY) —(u, (ap + BY)")

_<u’ Cupl + 577[/>

= —au,¢') — Bu,y’)
alu', @) + B{u', ).

Siis u’ on lineaarinen. Jos testifunktiojono ¢,, suppenee
kohti nollatestifunktiota, erityisesti

lim ||¢, || = 0.
n—oo
Koska u on jatkuva,

|<u/790n>| = |(u,<p;l>| — 0,
kun n — oo. Siis v’ on jatkuva. O

Funktiota
0, z<0

1, 05z

H(z) = {

sanotaan Heavisiden funktioksi omaperiisen
englantilaisen fyysikon ja s&hko6insinéorin Oliver Hea-
visiden mukaan. Funktio H ei selvistikdin ole derivoi-
tuva eiké edes jatkuva kohdassa x = 0, mutta mika on
sen distribuutioderivaatta H'? Koska H on integroitu-
va rajoitetuilla valeilld, distribuution H arvot voidaan
laskea integraaleina:

<H/730> =

kaikilla testifunktioilla . Heavisiden funktion distri-

buutioderivaatta on néin ollen deltadistribuutio:
H =4 . (21)

Maidritelmén mukaan deltan d,, distribuutioderivaatta

on kuvaus

(22)

< ;0’50> = *<5x07§0/> = 790/(‘%0)'

Lopuksi helppo harjoitustehtéva lukijalle:

Tehtava 2. Madritd distribuutioderivaatat funktioille

T CcosT

|z, , H(z)—H(z—-1) ja

|| |cosz|

Jos funktion mddarittelevd lauseke on osamddrd, sen ar-
volla nimittdjin nollakohdassa, kuten muissakaan yk-
sittdisissd pisteissd, et ole merkitystd; se voidaan sopia
vaikkapa nollaksi.
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