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Matematiikan opetusta kisittelevia
puheenvuoroja Pariisissa

Koonnut Marjatta Nadidtidnen

Matematiikan kouluopetuksen muuttu-
misesta

Keskustelussa Jean-Michel Bismut, erds akateemik-
kojen manifestin (ks. Solmun erikoisnumero 1/2005—
2006) kirjoittajista, kertoi omasta kouluajastaan n.
50 vuotta sitten. Han sai opettajiltaan pyrkimyksen
tarkkuuteen ja dlyllisen vapauden aatteen. Tarkkuutta
opetettiin erityisesti alkeisgeometrian todistuksilla, te-
kemalla téaydellisia loogisia padttelyitd yksikertaisessa
tilanteessa. Eukleideen aksioomat todella esitettiin ak-
sioomina. Ongelman ratkaisu tarkoitti tdsmaéllisen, sel-
kedn, mahdollisimman elegantin todistuksen kirjoitta-
mista. Bismut oppi, etté ratkaisusta voi kunnioittavas-
ti vaitelld opettajan kanssa ja ehdottaa muita ratkaisu-
ja sdilyttden uskon omaan paittelykykyynsi. Oppikir-
jat olivat yksinkertaisia, varittomié, mutta sisilloltdan
asianmukaisia. Ympéaroivadn maailmaan tutustuttiin
silloin my6s tutkimalla yksinkertaisia laitteita, kuten
radioita ja puhelimia.

Kielten ja kirjallisuuden opetus perustui monenlaisten,
my0s kovin vaikeiden tekstien lukemiselle. Hin muis-
taa valtavan ilonsa huomattuaan, ettd romaanista tai
néytelméstd voi viitelld samalla dlyllisella tasolla, jos-
kin eri termein kuin tieteen opiskelussa opittiin. Opis-
keltiin my0s englantia, latinaa, kreikkaa, historiaa, filo-
sofiaa, fysiikkaa, biologiaa. Tarkoituksena oli kehittda

tasapainoinen ja rikas persoonallisuus. Bismut oppi to-
dennikoisyyslaskentaa lukemalla Pascalin kirjoituksen,
jossa uskoa Jumalaan perustellaan peliteorian alkeilla.
Samoin Pascalin kirjoitus geometrian hengestd ja hie-
novaraisuuden tajusta antoi héinelle aiheen ajatella jon-
kinasteista geometrian osaamistaan ja téaydellistéd kyke-
nemittomyyttadn jalkimmaéisen suhteen. Kenellekdan
ei tullut mieleen kysyé: Mita hyotya téasta kaikesta on?
Koulun tarkoitus oli tehdd moraalisesti ja dlyllisesti ta-
sapainoisia yksiloitd. Bismut ei viitd, ettd hinen saa-
mansa koulutus olisi ihanteellinen, mutta se tarjosi val-
tavia mahdollisuuksia kehittya yksilona.

Nykymaailma on erilainen. Nuoruus ei sindnsé ole ko-
vin toisenlaista kuin ennen, mutta heijastelee luonnol-
lisesti ympéaroivan yhteiskunnan késityksid ja arvoja.
Kysymys ”Miksi tdmé on hyodyllistd?” on koko ajan
ldsné ja kaiken tiedon on perusteltava hyddyllisyytensé,
jopa yhteiskunnan kannalta. Markkina-arvo néyttda
olevan kaiken lopullinen testi. Jossain jopa kerrotaan,
ettd koulutuksen tarkoitus on opettaa valitsemaan
kénnykké tai mielikanavasi TV:ssé. Erds Euroopan val-
tio on keskittédnyt koulutuksensa tavoitteet: Internet,
tietotekniikka, bisnes, joskus lisditen Wordin kiyton ja
arkienglannin hallinnan.

Tekniikan muutos tarjoaa jokaiselle merkittdvid mah-
dollisuuksia, mutta ikddnkuin mustan laatikon muo-
dossa.
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Voidaanko matematiikkaa yhid opettaa? Ranska pys-
tyy yhd tuottamaan ensiluokkaisia nuoria matemaa-
tikkoja pitkallisen traditionsa ja opettajien ponniste-
lujen avulla. Kuitenkin hy&tyndkokohtien vallitsema
yleinen ilmapiiri tekee tehokkaan opetuksen mahdotto-
maksi. Todistuksen idea hdmértyy ja sekaantuu ”omi-
naisuuteen”. Jos matematiikan merkitys on vain sen
hyodyllisyys tavallisen kansalaisen kannalta, niin se
merkitsee matematiikan loppua tieteenéd. Matematiikan
opetuksen tarkoituksiin kuuluu myos tarjota yksilolle
dlyllisia virikkeitd ja avata padsy élylliseen vapauteen.

Bismutin mielestéd pitdisi ajatella esimerkiksi seuraa-
via kysymyksid: Miten voi tuoda tietokoneet matema-
tiikan opetukseen, ottaen huomioon laskinten massii-
visen kidyton aiheuttaman tuhon? Tamé koskee myos
yliopistoja. Misté 10ytaéd hyvid matematiikan koulukir-
joja tai hyvid verkko-osoitteita? Miten tehdd pienid
kokeita, joissa voisi kokeilla opetusmenetelmien muu-
tosten vaikutuksia tai vertailla menetelmia? Miten se-
littda suurelle yleisolle ja muille tutkijoille, millainen
rooli matematiikalla on heidén kaikissa tyovélineissdén
ja ympéristossaan?

Kansainvilinen matemaattinen unioni kirjoitti mate-
matiikan opetuksen komissiolle ” Aikaisemmin oltiin
huolestuneita siitéd, ettd tarpeeton formalismi peitti
yksinkertaisimmatkin késitteet. Nykyisin on huolena,
ettd todistuksen késite on kadonnut joistain matema-
tiikan kursseista ja ettd peruskurssien sisaltojd on kar-
sittu huomattavasti. Asiaa mutkistaa myos se, ettd mo-
nien maiden opetusviranomaiset ovat alkaneet kysell4,
eikd matemaattisten ohjelmistojen hallinta voisi korva-
ta monia nykyisin vaadittuja matematiikan tietoja ja
taitoja.”

Uskon, ettd matematiikan opetuksessa on kyse paljon
enemmasté kuin oman alamme puolustuksesta. Térkea
osa sisdistd vapauttamme on kyseessé, tdmén koskiessa
aivan samalla tavalla my6s luonnontieteiden ja huma-
nististen tieteiden opetusta.

Matematiikan opetus 20. vuosisadalla

Professori George Malaty késitteli matematiikan ope-
tusta 20:nnella vuosisadalla. Teknologian kehitys on
saanut monet uskomaan, ettd matematiikan opetus-
kulttuuri on jaanyt jilkeen teknologian kehittyessa ja
ettd ndmé tulisi kytked yhteen. Professori Malaty on
eri mieltd. Matemaattisesti maailma ympérillimme ei
ole muuttunut, eikd tule muuttumaan. Matematiikan
opetus liittyy aina erilaisiin joukkoihin, muotoihin, lu-
kuihin. Matematiikan kehitys perustuu deduktiivisen
pédttelyn voiman keksimiseen ainakin 2600 vuotta sit-
ten. Matematiikan opetuksessa euklidinen geometria
on ollut tiarkein tyokalumme aina 1950-luvulle asti.

Oppisiséltouudistukset poistivat euklidisen geometrian
kouluista, painopistealueeksi tuli ongelmanratkaisu,

erityisesti jokapdiviiseen eldméén liittyva. Euklidisen
geometrian pitdminen vanhanaikaisena nayttaa syylta
tdhén, mutta todellinen syy sen katoamiseen on ope-
tustradition katkeaminen, ja sen seuraamus: sen ope-
tuksen taitojen hdvidminen.

Euklidista geometriaa tarvitaan muiden geometrioiden,
kuten analyyttisen geometrian oppimiseen. Myds tri-
gonometrian ja analyysin sekd jopa aritmetiikan op-
pimiseen se on tarpeellinen. Euklidinen geometria on
erikoisasemassa ajattelutaidon kehittédmisesséd ja mo-
net matemaatikot muistelevat lammolla sen opiske-
lua 11-12-vuotiaasta alkaen. Einstein vihasi koulua,
mutta euklidinen geometria teki hénestd tuntemam-
me Einsteinin. Psykologian tutkimus vahvistaa, etta
vain 30 % aikuisista on saavuttanut formaalin ajatte-
lun tason. Piagét’n mukaan lopullinen vaihe ajattelun
kehittymisessd tapahtuu noin 12-14- tai 15-vuotiaana.
Saamansa kritiikin takia hén kohotti ylarajaa 20 vuo-
teen joidenkin ihmisten hitaamman kehityksen ta-
kia. Alykkyysosamédritestit on jo kauan ajoitettu 16-
vuotiaisiin. Matematiikan historia osoittaa, ettd mo-
net suuret matemaatikot aloittivat luovan tyonsid 16-
vuotiaana ja euklidinen geometria on ihanteellinen
ympéristo jokaisen ihmisen formaalin ajattelun ke-
hittdmiselle, mm. télle geometrialle on myos yksinker-
tainen visuaalinen malli.

Nykyisin yritetdédn Suomessa korostaa ongelmanratkai-
sun ohella my6s matematiikan struktuurin systemaat-
tista opiskelua erityisesti yrittden opettaa todistamista
euklidisen geometrian avulla. Lapsia johdatellaan kek-
simédn todistus tai jopa oma todistuksensa. Elegan-
tin todistuksen tarjoaminen ei riitd kehittdmaan op-
pilaiden ajattelua, vaan tarvittava prosessi on térkei.
Eriyttdminen on téllaisessa opetuksessa tédrked haas-
te. Kaikkien, erityisesti 13-18-vuotiaiden, tulisi pysty&
antamaan ainakin jokin todistus, joka ratkaisee jonkin
hénen tasolleen sopivan ongelman.

Tietokoneiden kéytostd matematiikan opetuksessa on
professori Malatyn mielestd muistettava, ettd ne ovat
erds véline, mutta on monta muutakin vélinetté, ku-
ten taulu, kalvot — valinta on tehtdvd opetusryhmén
mukaan. Jossain tilanteessa apuvélineet ja tyoskentely
késid kdyttden voisi olla paras valinta. Tietokoneet
eivat pysty syrjdyttdméin paperin ja kyndn kayttod
ongelmanratkaisussa. Koulut ja opettajat eivét tule ka-
toamaan, silld koulutus on ihmisten vilistd toimintaa.

Tietokoneiden kaytté matematiikan opetuksessa on
sithen kohdistuvasta mielenkiinnosta huolimatta viela
véhdistd. Tdhdn on monia, myods kidytdnnon syita.
Lasten deduktiivisen ajattelun kehittdmisessd tieto-
koneet eivit ole olleet menestys. Esimerkiksi Cabri-
Geometrian luultiin motivoivan oppilaat todistusten
etsimiseen, mutta kévi piinvastoin. Cabri-Geometria
on vahva viline erilaisten tapausten tutkimiseen, mut-
ta yleinen seuraus téstéd oli, ettd oppilaiden motivaa-
tio todistusten etsimiseen hévisi, koska tarkastelta-
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vat suhteet néyttivit selviltd. Cabri-Geometrian kal-
taiset ohjelmistot tarjoavat voimakkaan vilineen in-
duktiolle, pienessé ajassa oppilas voi tutkia kovin mo-
nia tapauksia — mitd ei voida tehdd kyndid ja pa-
peria kayttamalld. Tarkeitd kysymyksid ovat: Miten
tietokoneita voidaan tulevaisuudessa kéiyttdd paranta-
maan matematiikan ymmértamista? Miten niilld voi-
daan auttaa keksimistd?

Pahin ongelma Suomen matematiikan opetuksessa on
tuntiméérien vihyys, UNESCO:n tutkimus 1986 pal-
jasti, ettd viikkotuntien mé&#ra oli pienin koko Euroo-
passa; vain 2,6, eiké tilanne ole siitd paljoa parantu-
nut. On valittava, mité téssd vihéssi ajassa pystytdan
tekeméin. Professori Malatyn mielestéd deduktiivisen
ajattelun kehittdminen on tarkein padméaara.

Matematiikka tarjoaa mielihyvaa

Jean-Pierre Kahane kertoi matematiikan tarjoamasta
mielihyvéstd. Hanen mielestddn matematiikan ilo on
perin moninaista ja henkilokohtaista. Aiheesta voi pu-
hua seké harrastelijana ettd ammattilaisena. Han muis-
teli ensimméistd matematiikkakokemustaan: isd ky-
syi héneltd lyhintd etdisyyttd kahden pisteen valilla
(talosta toiselle) kulkien suoran (joen, joka ei ero-
ta taloja) kautta. Kahane ei keksinyt vastausta, vaan
iséd antoi sen. Hén ei muistanut en&é ikdinsd, mutta
muisti elavasti silloisen tunnereaktionsa. Matematiikka
herétti siis hénessé voimakkaan tunteen, joka saattaa
tietyssé tilanteessa olla myds hyvin tuottoisa.

Kahane arvioi, ettd hinen intuitionsa, myos analyysin
ja kombinatoriikan suhteen, on ennen kaikkea geomet-
rista. Sokeat matemaatiot kertovat myos, ettd he kat-
sovat ja yrittdvit ndhdé; heidén sisdiset kuvansa ovat
geometrisia. Toisinaan Kahane antaa litkkeen kuljettaa
mielikuvitustaan, seuraa prosessin vivahteita tai laskun
rullaamista. Han lisd& mielelldén liikkeen idean geomet-
riseen intuitioon: Peanon kayré ilman liikettd on vain
tasonpintaa. Kun kdyré saa juosta pienissé erissé, saa-
daan ihastuttava kuva turbulenssista.

Kahane on ollut seké tutkija ettd opettaja. Hanestd
ammatti oli loistava sekd matematiikan tutkimiseen
ettd sen opettamiseen. Matematiikka on kehittynyt val-
tavasti hdnen aikanaan. Han on nauttinut myos vanho-
jen kirjoitusten lukemisesta.

Matematiikan historian paikka on ihmiskunnan his-
toriassa. Kahane on lukenut Platonia (alkukielelld),
Eukleidesta, kiinalaisia kirjoituksia, Arkhimedesta,
Gaussia, Laplace’n ja Fourier'n kirjoituksia. Niista
hén on saanut innoitusta seké tutkimukseen ettéd ope-
tukseen. Matematiikan tekee kulttuurin osaksi mieli-
kuvitus, tarkkuus, kauneus, sen historiallinen merki-
tys. Matematiikalla on ihmeellinen kestavyys, joka viit-
taa ihmiskunnan ulkopuoliseen matemaattiseen todel-

lisuuteen: Eukleideen alkuluvut ovat edelleen alkulu-
kujamme, Pythagoraan lause on aina yhtéd ihmeelli-
nen. Niihin suhtautuminen kuitenkin muuttuu, fysiik-
ka ja kryptografia muuttivat alkulukujen jakautumi-
sen esoteerisesta asiasta kaikkia kiinnostavaksi, yhden-
muotoisuus ja ortogonaaligeometria antaa keskeisen si-
jan Pythagoraan lauseelle ja siihen liittyvélle, kuten
Brownin liikkeelle. Matematiikan arvoa ei vidhenné,
ettd se on ihmisen luomus. Voidaan ajatella katedraa-
lin rakentamista tai harvinaisten kukkien kasvattamis-
ta sen puutarhan nurkassa. Kahane tuntee itsensé pa-
remminkin puutarhuriksi kuin katedraalin rakentajak-
si. Han on osallistunut uusien avaruuksien teorioiden
kehittdmiseen, aluksi ne ovat tuntuneet oudoilta, sit-
ten niihin on tutustuttu. Hantd johdattivat opetta-
jien, tyotovereiden tai sattuman esittdmét avoimet ky-
symykset. Aina oli kehitettiva tyokalut ja mielihyvi
tuli, kuten kaikissa ammateissa, siitd, ettd tyokaulut
toimivat hyvin. Tiedetdén hyvin, ettei ole mielihyvaa
ilman tuskaa. Kéarsimyksen aiheuttavat epdonnistuneet
yritykset ja turha ponnistelu ennenkuin padstdian tu-
loksiin, jotka lopulta tuottavat ilon. Vaikka muut saat-
toivat toisinaan ratkaista hdnen esittdmaéansé ongelman,
niin tdméakin ilahdutti Kahanea.

Nykyisin matemaatikot ponnistelevat tehddkseen alan-
sa tunnetuksi ja myo6s suuren yleison arvostamaksi. En-
nemmin tai myéhemmin median esteet murretaan. Ka-
hanen kokemus on, ettd vanhuudessa on matematiikas-
ta paljon apua henkisten kykyjen siilyttamiselle. Mate-
matiikan miettiminen, esimerkiksi kivellesséd, yllapitéaa
fyysistakin terveyttid. Kahanen mielestid koulumatema-
tiikkka on opiskelua ja sdédntdjen noudattamista. Se
tehdddn kuitenkin paremmin, jos matematiikka on
hauskaa. Monet lapset nauttivat tavalla tai toisella ma-
tematiikasta; matemaattisista peleisté, kilpailuista, eri-
laisista aktiviteeteista. Matematiikkalaboratoriot oli-
sivat ehkéd keino yhdistdd hauska ja luova toiminta
luokkahuoneessa tarpeelliseen méérétietoiseen ja hallit-
tuun tyoskentelyyn. Jokaisen matemaatikon kokemus
on, ettd matematiikka on seké vaikeaa ettd hauskaa.
Myo6s epdonnistuminen voi luoda yrittdmisen halua ja
onnistumista. Kahane ei tied4, voiko tété soveltaa kaik-
kiin lapsiin — ehk& se onkin testi kyvysté harjoittaa ma-
temaatikon ammattia.

Kiinnostuksen lisidminen matematiik-
kaa kohtaan

Keskusteluun osallistui my6s Alexei Sossinsky Mosko-
vasta. Hén kertoi kahdesta tavasta lisidtd koululaisten
kiinnostusta matematiikkaan. Ensimméinen on mate-
matiikan tajoama #lyllinen haaste, jota saadaan esi-
merkiksi kilpailujen muodossa. Matematiikkakilpailu-
ja Venijalla onkin paljon, sekéd paikallisella tasolla
ettd kansainvilisid. Toinen tapa on tutustuttaa oppi-
laat matematiikan aiheuttamaan mielihyvéén koulu-
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tuntien ulkopuolisella toiminnalla, jonka jarjestavit jo-
ko matemaatikot tai korkeatasoiset opettajat. Kilpai-
luja jérjestetddn myos matematiikan opettajille ja par-
haat palkitaan.

Matematiikan osuus tietotekniikan opis-
kelussa

Tietotekniikan professori Roberto Di Cosmo aloit-
ti selvittdmalld, miten olennaista yhteiskuntamme in-
formaatioinfrastruktuurille on hyvien ohjelmoijien ja
systeemi-insinGtrien saaminen. Hén jatkoi huomaut-
tamalla, ettei ole yhtd hyvin tiedossa, kuinka vaikeaa
tama on, vaikkakin aina silloin tdlléin jokin vakava oh-
jelmointivirhe muistuttaa tésta suurta yleis6a. Tamén
jilkeen hén kertoi, miksi matematiikka on keskeinen
osa téllaisten henkil6iden koulutuksessa.

Di Cosmo oli my6s ehdottomasti sitd mieltd, etté tie-
tokoneiden tuominen peruskouluun ja erikoistuneiden
teknisten aineiden ottaminen opinto-ohjelmaan ilman
perusteiden opettamista on véira lahestymistapa.

Di Cosmo kertoi myos omista koneellisen danestédmisen
kokemuksistaan. Tietokonealan asiantuntijana hénté
vaivaavat kysymykset siitd, miten hyvéd ddnestystapa
tdmé on: Afnestiiji painaa nappia tai jotain ruu-
dun kohtaa, eikd hénelld ole mitddan mahdollisuut-
ta tarkistaa, mitd sen jdlkeen tapahtuu. Onko ke-
nelldkaan mitdén tarkistusmahdollisuutta? Héan oli ky-
sellyt dédnestysjonossa Pariisissa muiden mielipiteité ja
oli jarkyttynyt siité, ettei kenelldkdéan ollut mitdéan on-
gelmaa pelkén napin painamisen hyviksymisessa.

Matematiikan opetus
nikdkulmasta

tilastotieteilijan

Tilastotieteilijd Jean-Pierre Raoult ké&sitteli matema-
tiikkan opetusta tilastotieteilijin n#dkokulmasta. Rans-
kan traditio matematiikan opetuksessa on ollut hy-
vin voimakas pyrkimys abstraktiin. Noin 25 vuot-
ta sitten todettiin, ettd pitaisi péddstd eroon il-
luusioista koskien lasten abstraktiokykyji. Valitetta-
vasti ei kuitenkaan saatu aikaan yhtendistd ja tasa-
painoista uutta késitystd matematiikan perussisallosta
koulua varten, vaan seurasi tiheitd, matematiikalle
epédsuotuisia muutoksia seké oppisisilloissd ettd kou-
lutusjérjestelméssi. Raoult ehdottaa, ettd satunnaisen
késite tulisi saada osaksi kaikkien kulttuuria. Matema-
tiikkan kauneutta voisi perustella sen universaaliudel-
la, ehké tdma viehattiisi nuoria. Oppisisalloissé voitai-
siin tuoda esiin tétd nidkokohtaa ja tilastotiede voisi
olla eréis esimerkkiala. Tasta syysté tilastotiedettd tu-
lisi opettaa nimenomaan matematiikan yhteydessé, ei
erikseen taloustieteessd, maantieteessé, tieteissé, jotka
tekevit havaintoja, koska niissd ei tilastotieteestd tu-
lisi yhtenéista késitystd, vaikkakin yhteisty6 eri ainei-
den opettajien vililld olisi suositeltavaa. Teoreettinen
tilastotiede ei ole helppoa ja opettajien tulisi saada tu-
kea esimerkiksi hyvien esimerkkien ja tutkimusaiheiden
muodossa, niitd voisi kerata verkkosivuille.

Jean-Pierre Ferrier puolestaan oli eri mieltd, vedoten
Adrian Smithin tutkimukseen Englannissa hén esitti,
ettd suuri osa tilastotieteen ja aineiston kasittelyn ope-
tusta yli 14-vuotiaille voitaisiin siirtda matematiikasta
muihin aineisiin, kuten biologiaan ja maantieteeseen.
Matematiikassa tulisi 16ytda ydinsisallot, joiden parem-
paan oppimiseen séddstynyt aika tarvittaisiin.



